PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET ¢ Al
=1

DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I INFORMATIKU

UNIVERZITET U NOVOM SADU SCE ANy

Igor Dolinka

PREDAVANJA IZ TEORIJE GRUPA

Novi SAD, 2018.






Sadrzaj

1 Definicija i primeri grupa
1.1 Definicijagrupe . . . . . . . . . . . e
1.2 Prviprimerigrupa. . . . . . . . . . . ..o
1.3 Grupe permutacijaisimetrija . . . . .. ... ... .......
14 Grupematrica . . . . . . . . . ...
1.5 Izomorfizmiiautomorfizmi . . . . . . . ... ... ... ...

2 Podgrupe
2.1 Definicijapodgrupe . . . . . . . .. ... Lo
2.2 Generatorniskupovi. . . . .. ... ... L.
2.3 Kosetiiindeks podgrupe . . . . ... ...,
2.4 Neke znaCajne podgrupe . . . . . . . ... ...

3 Normalne podgrupe
3.1 Definicija normalne podgrupe i osnovne osobine . . . . .. ..
3.2 Konjugovanost i klasovna jednacina . . . . .. ... ... ...
3.3 Homomorfizmi i faktorgrupe . . . . .. ... ... ... ....
34 Srzinormalizator . . . . . ... Lo
3.5 Teoremeoizomorfizmu . . ... ... ... ... ........

4 Direktni i poludirektni proizvodi grupa

il

13
13
14
17
20

22
22
23
27
31
32

36



iv Sadriaj

5 Grupe permutacija i dejstva 43
5.1 Simetri¢ne i alternativne grupe . . . . . . . .. ... ... ... 43
5.2 Dejstvogrupenaskup . . ... ... oL 47

6 Teoreme Silova 52
6.1 Teoreme Silova . . . ... ... ... ... 52
6.2 Konacne Abelovegrupe . . . . . . ... ... ... ....... 59
6.3 Gruperedap®inekegruperedapg . . . . . ... ........ 62
6.4 GruperedalZp . . . ... ... ... 63
6.5 Grupereda8 . .. ... ... ... 64
6.6 Gruperedal2 . .. .. ... ... . ... ... ... ..., 65

7 Kompozicioni nizovi i resive grupe 68
7.1 Kompozicioni nizovi i teorema Zordan-Heldera . . . . . . . .. 68
7.2 ReSivegrupe . ... ... 74

A Slobodne grupe 79

B Primitivne grupe permutacija 84

C Projektivne linearne grupe 88

D Grupe reda pq 97

E Nilpotentne grupe 100

Literatura 109



Definicija i primeri grupa

1.1 Definicija grupe

Neka je G neprazan skup i neka je - : G x G — G binarna operacija na
njemu. Tada algebarsku strukturu (G,-) zovemo grupoid. Grupoidi mogu
imati odredena dodatna svojstva koja su od interesa za posebno proucavanje,
na primer:

(i) Grupoid (G, -) je asocijativan ukoliko za sve a, b, ¢, € G vazi
(a-b)-c=a-(b-c).
Asocijativni grupoidi se joS zovu i polugrupe.

(ii) Grupoid (G, -) ima jedinicu ako postoji element 1 € G (koji je, kao $to se
lako vidi, nuzno jedinstven) tako da

vazi za sve a € (. Polugrupe sa jedinicom se nazivaju monoidi.

(iii) Neka je (G,-) grupoid sa jedinicom 1. Za element a € G kazemo da je
invertibilan ako postoji b € G tako da je

b-a=a-b=1.

1
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2 GLAVA 1: Definicija i primeri grupa

Za element b kazemo da je inverz elementa a. Veoma se lako pokazuje
da je inverz elementa a, ako postoji, jedinstven, pa ima smisla da se taj
inverz oznaci sa a~! (buduéi da je on jednoznaéno odreden elementom
a).

Grupa je monoid u kojem je svaki element invertibilan; zbog toga je sa
logickog stanovista najprirodnije definisati grupe kao algebarske strukture

(G7 y 717 1)

(tipa (2, 1,0)) koje zadovoljavaju identitete (z-y)-z = z-(y-2),l.c =z-1 =2z
iz™!. 2=z 27! = 1. Medutim, u ovom tekstu mi neéemo praviti distinkciju
izmedu algebarske strukture i njenog nosaca (skupa na kojem je definisana), te
¢emo tako govoriti prosto “grupa GG podrazumevajuéi da su u svakoj takvoj
situaciji operacije jasne iz konteksta; ovakav pristup je prilicno uobicajen u
klasi¢noj algebri. Takode, kada koristimo multiplikativnu notaciju — tj. simbol -
za operaciju grupe — uobicajeno je da se on izostavlja i zamenjuje konkatenaci-
jom (dopisivanjem) faktora, pa da se tako umesto a - b piSe ab. Izmedu ostalog,
ovakav zapis omogucéava da se uvedu stepeni a” elementa a grupe G, n € Z.
Po definiciji ¢e uvek biti a = 1, dok je zan > 0,

a*=aa...aqa.

—
n
Za negativne eksponente definiSemo a =" = (a~!)".

Za datu grupu G i a € G moze se dogoditi da je neki stepen elementa a
jednak jedinici, a”™ = 1. Ukoliko postoji, najmanji pozitivan ceo broj n sa ovom
osobinom zovemo red elementa a u G i oznatavamo sa o(a) (ili eventualno
o (a) ukoliko grupa G nije jasna iz konteksta). U suprotnom, ako takvo n ne
postoji, kazemo da je element a beskonacnog reda i piSemo o(a) = oo.

Red grupe G je kardinal |G|. Prema tome, razlikujemo konacne i beskonac-
ne grupe.

Komutativne grupe, tj. grupe G koje zadovoljavaju

ab = ba

za sve a,b € G zovemo Abelove' grupe. Sledeéi tradiciju u teoriji grupa (ali i
standardnu notaciju u nekim drugim fundamentalnim oblastima algebre, poput
linearne algebre, ali i Sire, u teoriji modula i prstena) ponekad se za Abelove

'y &ast velikog norveskog matemati¢ara Nilsa Henrika Abela (1802-1829)
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grupe koristi aditivna notacija, tj. njihove operacije se naj¢e$¢e oznacavaju sim-
bolom +. U tom slucaju, inverz elementa a piSemo —a, “jedinica” grupe se
zapravo oznacava sa 0, a stepeni elementa postaju njegovi umnosci (sa celim
koeficijentima):
no=a+a+---+a.
n

Red elementa je sada najmanji pozitivan ceo broj n tako da je na = 0.

Ovo uvodno poglavlje okoncavamo sa tri elementarna, ali znacajna svojstva

grupa.
Lema 1.1. U svakoj grupi G vaZe zakoni kancelacije (skracdivanja), tj. za sve
a,x,y € G imamo:

ar =ay = =1y,

Ta=ya =T =1y.

Dokaz. Pretpostavimo da je ax = ay. Tada je
z=a Yazx) = a Hay) = v.
Analogno se dokazuje i desno skraéivanje. 0

Lema 1.2. Neka je M monoid sa jedinicom 1. Tada skup M ™ svih invertibilnih
elemenata monoida M ¢ini grupu (u odnosu na operaciju monoida).

Dokaz. Pretpostavimo najpre da a,b € M*. Tada je i element ab € M in-
vertibilan, buduéi da je (b"'a"1)ab = 1i ab(b~ta~!) = 1. Sada sledi da
je M podmonoid od M u kojem je svaki element invertibilan; dakle, M * je
grupa. O

Posledica 1.3. U svakoj grupi G vazi (ab)~! = b~ta~! za sve a,b € G.

Lema 1.4. Neka je a element konacnog reda grupe G, o(a) = n. Tada vazi
a™ = 1 ako i samo ako n | m.

Dokaz. Ako n | m tada je m = nk zaneko k € N, pa je a™ = (a™)F = 1.
Obratno, pretpostavimo da n ne deli m. Tada je m = gn +r zaneko ¢ € Z i
0 < r < n. Sledi da je

a™ = (a")ld" =a".

Medutim,  # 01 r < n, pa po definiciji reda elementa (n je najmanji pozitivan
ceo broj takav da je a™ = 1) zakljuCujemo da '™ = a” # 1. O

kancelacija u grupi

grupa invertibilnih
elemenata monoida
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Posledica 1.5. Ako u grupi G za a € G vaZi o(a) = n, tada za sve k € 7 vazi

o(a") = Gy

Dokaz. Po prethodnoj lemi, vazi 1 = (a*)™ = a*™ ako i samo ako n | km,

Ako oznalimo n’ = n/(n,k) ik’ = k/(n, k), tada vazi n | km ako i samo ako

n' | k'm. Medutim, bududi daje (n', k") = 1, poslednje tvrdenje je ekvivalentno
n

san' | m, odakle sledi da je red elementa a” jednak [k O

1.2 Prvi primeri grupa

Najocigledniji primeri grupa nastaju od struktura (prstena i polja) koje formi-
raju skupovi brojeva. Najpre, ako je R proizvoljan prsten, tada je po definiciji
(R,+) Abelova grupa. Zbog toga su (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) primeri
(beskonacnih) Abelovih grupa. S druge strane, u elementarnoj teoriji brojeva
radimo sa kona¢nim prstenima

(Zn7+n7 'n)v

n > 2,¢ijisuelementi 0,1, ..., n—11gde su operacije +, i -, redom sabiranje i
mnozenje po modulu n. Naime, vazi a+,b = c ako i samo ako je c (jedinstveno)
reSenje kongruencije ¢ = a + b(mod n) u skupu {0,1,...,n — 1}; sli¢no,
a-p b = d ako i samo ako d pripada ovom skupu i zadovoljava d = ab (mod n).
Sada je aditivna grupa (Z,,, +,) prstena ostataka po modulu n primer konacne
Abelove grupe. Ove grupe, zajedno sa (Z, +), zovemo cikli¢ne grupe.

Neka je sada R prsten sa jedinicom. Tada je, naravno, njegova multiplika-
tivna struktura (R, -) monoid, pa znamo iz Leme 1.2 da skup R* invertibilnih
elemenata prstena R ¢ini grupu u odnosu na mnoZenje prstena. Tako je, na
primer, Z* = {1, —1}; ovde je 1 jedinica grupe invertibilnih elemenata, a —1 je
element reda 2. U svakom polju je, medutim, svaki nenula element invertibilan,
pa su tako Q* = (Q\ {0},-), R* = (R\ {0},-), C* = (C\ {0},") novi
primeri beskonacnih Abelovih grupa. Sto se tice prstena ostataka po modulu
n > 2, invertibilnost elementa a € {1,...,n — 1} ekvivalentna je tvrdenju da
linearna kongruencijska jednacina

ax =1 (mod n)

ima reSenja. Kao §to je dobro poznato iz teorije brojeva, postojanje reSenja ove
jednacine je ekvivalentno sa (a,n) = 1, tako da je |Z)X| = ¢(n), gde je ¢
Ojlerova funkcija (koja prebraja pozitivne cele brojeve manje od n i uzajamno
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proste sa n). Upravo iz ovog razloga, prsten Z,, je polje ako i samo ako je n
prost broj — upravo tada i samo tada je svaki nenula ostatak invertibilan.

Razmotrimo joS§ dva primera konacnih grupa sa kojima se Cesto sreCemo u
teoriji grupa.

Primer 1.6. Nad Cetvoroelementnim skupom {1, a, b, ¢} defini§imo grupu na
sledeci nacin: neka je 1 jedinica, dok za preostala tri elementa vaZzi

= =c=1,
ab=ba=c¢c, bc=cb=a, ca=ac=0D0.

Lako se proverava da se na ovaj nacin dobija jedna Abelova grupa (u kojoj je
svaki element inverzan samom sebi) koju zovemo Klajnova® éetvorna grupa V.

Primer 1.7. Evo jednog primera konacne nekomutativne grupe kojeg je otkrio
irski matematicar ser Vilijem Rouen Hamilton (1805-1865) Setajuci se Dabli-
nom 16. oktobra 1843. Hamilton je, naime, tragao za uopStenjem komplek-
snih brojeva “u vise dimenzija”. Primetimo da je polje kompleksnih brojeva
C={a+0bi: a,b € R} uizvesnom smislu zasnovano na grupi koju ¢ine
1,—1,4,—i (u kojoj su elementi i, —i reda 4 posto je i2 = (—i)? = —1, dok
je —1reda2, (—1)2 = 1). Hamilton je neko vreme bezuspesno pokusavao da
nade 3-dimenzionalno uopStenje kompleksne ravni i kompleksnih brojeva, pa
se zatim okrenuo pokusajima da to ucini u Cetiri dimenzije. Tokom Setnje je
iznenada doSao do otkriéa, pa je perorezom uklesao na ogradu mosta Brum na
Kraljevskom kanalu sledecu formulu (koja se i danas moZe videti):

i? =42 =k =ijk=—1.
Re¢ je o koncizno zapisanim definicionim relacijama grupe kvaterniona Qg Ciji
su elementi simboli 1, —1,4, —1t, 7, —7, k, —k, pri ¢emu je
d=2=kK=-1 (-1)?%=1
ij=k, jk=1, ki=j, ji=-k, kj=—i, ik=—},
(=1)z =x(—1) = —x (zasve x, prilemuje — (—z) = x)

Sada se telo (nekomutativan prsten sa jedinicom u kojem je svaki nenula element
invertibilan) kvaterniona dobija od skupa svih elemenata oblika

a+bi+cj + dk,

a,b,c,d € R, pri cemu se, pored mnozZenja koeficijenata u polju realnih brojeva,
primenjuju medusobna mnoZenja elemenata 1,14, j, k iz grupe Js.

2po nemagkom matemati¢aru Feliksu Klajnu (Felix Klein, 1849-1925)

Klajnova grupa V4

grupa kvaterniona (s
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1.3 Grupe permutacija i simetrija

Neka je X proizvoljan neprazan skup. Oznacimo sa Ty skup svih funkcija
X — X, tj. svih transformacija skupa X. Kompozicija funkcija je naravno
asocijativna operacija, pa 7x zapravo ¢ini monoid u odnosu na kompoziciju
sa jedinicom idy, pun monoid transformacija na X. Vrlo je dobro poznato
(i lako se pokazuje) da je transformacija f : X — X invertibilna (tj. postoji
transformacija g tako da je f o g = g o f = idx) ako i samo ako je f bijekcija,
odnosno permutacija skupa X . Grupu invertibilnih elemenata 7' oznatavamo
sa Sx i1 zovemo simetri¢na grupa na skupu X. Ukoliko je skup X konacan,
|X| = n, umesto Sx koristimo notaciju S,, za simetri¢nu grupu stepena n.
Permutacije n-elementnog skupa ¢emo rede pisati u Kosijevoj notaciji (kao 2xn
matricu ¢iji se prvi red sastoji od originala, a drugi od odgovarajucih slika), a
esce kao proizvode disjunktnih ciklusa (npr. (12)(345)).

Napomena. Tokom ovog kursa, u kompoziciji funkcija f o g prvo primenjuje-
mo funkciju f, a zatim g. Zbog toga je zgodno da se (bar u veéini slucajeva)
funkcije piSu sa desne strane svog argumenta, dakle kao x f umesto f(z), budu-
¢i da tada imamo z(f o g) = (zf)g, $to je mnemotehni¢ki mnogo pogodnije.
Ovo ¢e se odnositi na transformacije skupa X, pa tako i njegove permutacije u
grupi Sx.

Izuzetak od ovog pravila e biti linearne transformacije vektorskog prostora
V' (nad poljem F'). Naime, ako je V konacne dimenzije i o jedna takva linearna
transformacija, tada se — kao Sto ¢emo videti u narednom odeljku — po fiksiranju
baze prostora V', o moze izraziti kao a(x) = Ax za neku matricu A nad F'.
Kako bismo mnoZenje matrica saCuvali u uobi¢ajenom obliku sa leva na desno,
tako da je (AB)x = A(Bx), pogodno je da se linearne transformacije izuzetno
pisu levo od svojih argumenata.

U svakom slucaju, i ovde ¢e vaziti konvencija o ispustanju simbola kom-
pozicije funkcija, tako da ¢emo Cesto umesto f o g pisati samo fg.

U praksi se Cesto desava da skup X ima neku dodatnu matematicku struk-
turu, te da bismo Zeleli da posmatramo ne ba$ sve permutacije skupa X, veé
da se ograni¢imo samo na one koje na izvestan nacin korespondiraju sa tom
strukturom. Evo jednog tipi¢nog primera.

Primer 1.8. Neka je M = (X, d) metricki prostor. Permutacija f skupa X je
izometrija prostora M ako Cuva rastojanje u M, tj. za sve x,y € X vaZi

d(.%f, yf) = d(x7 Z/)
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Lako se pokazuje da je kompozicija dve izometrije ponovo izometrija, kao i da
je za svaku izometriju f prostora M, f~! takode izometrija. Zbog toga sve
izometrije prostora M Cine grupu koju oznacavamo sa Iso(M ). U sluéaju da je
M =R"™,n > 1, sauobicajenim euklidskim rastojanjem

d(xvy) = \/(1‘1 - y1)2 +ot (xn - yn)2

zasver = (21,...,2,) .,y = (Y1,...,yn)’, tada odgovarajuéu grupu izomet-

rija ozan¢avamo sa F(n); ovo je tzv. n-dimenzionalna Euklidova grupa.

Primer 1.9. Nastavljajuci se na prethodni primer, neka je ® C X figura u
M (proizvoljan skup tacaka metri¢kog prostora). Za izometriju f € Iso(M)
kazemo da je simetrija figure ® ako je &f = ®. Ponovo se lako pokazuje
da sve simetrije date figure ® ¢ine grupu, Sym(®), koja je sadrzana u Iso(M)
(tj. u terminologiji koju ¢emo uvesti u narednoj glavi, Sym(®) je podgrupa od
Iso(M)).

Na primer, ako je M euklidski prostor dimenzije n (tako da je Iso(M) =
E(n)), tada grupu simetrija figure koja se sastoji od jedne jedine tacke (recimo,
koordinatnog pocetka P) nazivamo ortogonalna grupa dimenzije n i oznacava-
mo je sa O(n). Nije teSko pokazati da se O(n) zapravo poklapa sa grupom
simetrija proizvoljne sfere (u slu¢aju n = 2, kruga) sa centrom u P. U slu¢aju
n = 2, grupa O(2) se sastoji od svih rotacija oko tacke P i osnih simetrija u
odnosu na prave koje sadrze P. Od ovih transformacija u ravni, primetimo da
rotacije ¢uvaju orijentaciju, dok je osne simetrije obrc¢u, tako da rotacije same
¢ine grupu rotacija ili specijalnu ortogonalnu grupu SO(2). Koncept specijalne
ortogonalne grupe moze se uopstiti na vise dimenzije (kao grupa simetrija ko-
ordinatnog pocetka koje Cuvaju orijentaciju), pa tako dobijamo grupe SO(n).
Na primer, jo§ je Ojler pokazao da se grupa SO(3) sastoji od svih prostornih
rotacija oko prava koje sadrZe koordinatni pocetak, dok je ve¢ struktura grupe
SO(4) znatno slozenija. Ove grupe imaju fundamentalni znacaj u teorijskoj
fizici.

Primer 1.10. Neka je II,, pravilan n-tougao u ravni (bez ogranicenja opstosti,
neka je njegov centar bas u koordinatnom pocetku P). Grupu njegovih simetrija
Sym(I1,,) (koja je sadrzana u O(2)) zovemo dijedarska grupa stepena n i ozna-
¢avamo je krace sa D,,. Dokazaéemo ne samo da je D,, konacna grupa, veé i da
je | Dy | = 2n i tatno opisati njene elemente.

Neka su temena posmatranog poligona A1, ..., A,. Dalje, neka p oznacava
rotaciju oko P za ugao %’r i neka je o osna simetrija u odnosu na pravu PA;.

grupa izometrija

grupa simetrija figure

ortogonalna grupa

specijalna ortogonalna
grupa

dijedarska grupa
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Jasno, sledeée izometrije su elementi dijedarske grupe:
idge, p, p2, ..., p" L o,0p,0p%, ... op" L.

Tvrdimo da su ove izometrije sve razliite. Zaista A;p* = Ajop® = Api1,
$to odmah implicira da za j # k vazi p/ # p¥, p? # opFiop! # op¥; tako,
preostaje da pokaZzemo da je p* # op®. Medutim, ovo je o¢igledno posto je
Ago = A, i Agp® = Ajio (gde je po potrebi A, druga oznaka za A1), a
Anpt = Ay

Dokazimo sada da II,, nema drugih simetrija. Neka je, dakle, 7 € D,,. Naj-
pre, oCigledno je da svaka simetrija od II,, fiksira P, zbog ¢ega je Pt = P.
Takode, slika svakog temena mora biti teme poligona i, StaviSe, slika svake
strane poligona (tj. para susednih temena) je strana poligona. Iskoristimo poz-
nati stav iz euklidske geometrije da je svaka izometrija u ravni jednoznacno
odredena slikama bilo koje tri nekolinearne tacke, pa zato posmatrajmo sliku
AP A;As. Po prethodnim primedbama, mora biti (AP Ay Ag)T = APARAg1q
za neko k, tako da je ili

AlT = Ak, AQT = Ak+1,
ili
AlT = Ak-+17 AQT = Ak

Medutim, primetimo da i p*~! zadovoljava prvi od ova dva uslova, pa u tom

slu¢aju mora biti 7 = p*~1. S druge strane, i izometrija op* zadovoljava potonji
uslov, kada mora biti 7 = op*. To znaci da smo pronasli sve simetrije od II,,,
tj. sve elemente grupe D,,.

Za kasniju primenu, primetimo da vaZi p" = idg2 (tako daje p~' = p"~ 1),
zatim 02 = idp2 (tako da je o sama sebi inverzna), i, kona¢no, da vazi

po=op L =op" L.

1.4 Grupe matrica

Neka je « linearna transformacija tj. endomorfizam vektorskog prostora V' ko-
nacne dimenzije n nad poljem F'. Pretpostavimo da smo fiksirali jednu bazu
e1,...,e, prostora V. Posmatrajmo slike ovih baznih elemenata u odnosu na
«; tada postoje koeficijenti a;; € F', 1 <4, j < n, tako da vazi

n
a(ej) = Z aijei.
=1
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Tada, ako uzmemo proizvoljan vektor x = x1e1 + - - - + T ey, dobijamo

n n n n n
a(zr) = ija(ej) = Zatj Z ajje; = Z a;jz; | e,
Jj=1 j=1 =1 i=1 \j=1
Sto znaci da ako svaki element x gornjeg oblika identifikujemo sa vektor-kolo-
nom (z1,...,x,)", tada o poprima oblik
a(r) = Az,

gde je A = (a;;). Pri tome, ako endomorfizmu /3 odgovara matrica B, tada je
a(f(z)) = ABz,

odakle sledi da je End(V'), monoid endomorfizama od V', izomorfan sa punim
matri¢nim monoidom M, (F) svih matrica formata n x n nad poljem F. U
tom izomorfizmu, grupa invertibilnih elemenata End(V)* = Aut(V) (4. grupa
automorfizama od V') odgovara kolekciji svih matrica nad F' ¢ija je determinanta
invertibilni element u F' (u slu¢aju polja, bilo koji nenula element). Dakle, radi
se o grupi svih regularnih (invertibilnih) n X n matrica, koju zovemo opsta
linearna grupa i ozna¢avamo sa G L, (F').

Ako se ograni¢imo samo na matrice ¢ija je determinanta jednaka 1, dobi-
jamo podgrupu od G L, (F') koju zovemo specijalna linearna grupa, u oznaci
SL,(F). S druge strane, opste linearne grupe moZemo smestiti u ““Siri kontekst”
afinih grupa AG L, (F') koje se sastoje od svih transformacija na F™ oblika

x> Ax + b,

gdeje A € GL,(F)ib € F". Specijalno, sve izometrijske transformacije eu-
klidske ravni, odnosno prostora (koordinatizovane u odnosu na npr. standardnu
bazu) sadrzane su u AGLy(R), odnosno AGL3(R), respektivno.

Primer 1.11. Regularna realna matrica A je orfogonalna ako je njen inverz
jednak njenoj transponovanoj matrici, A~! = AT, Sve ortogonalne matrice
Cine grupu (sadrzanu u GL,(R)) koju oznatavamo sa O’(n) (iz razloga koji
¢e postati jasni ve¢ u narednom odeljku). Opet ako se ograni¢imo samo na
ortogonalne matrice ¢ija je determinanta jednaka 1, dobijamo grupu (sadrzanu
u SL,(R)) koju oznatavamo sa SO’ (n).

S druge strane, regularna kompleksna matrica je unitarna ako je njen inverz

jednak njenoj kompleksno konjugovanoj transponovanoj matrici: A~! = A’

opsta linearna,
specijalna linearna i
afina grupa

grupa ortogonalnih
matrica
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Ponovo nije teSko pokazati da sve unitarne matrice ¢ine grupu koju oznacavamo
sa U(n), dok grupu koja se sastoji od svih unitarnih matrica sa determinantom
1 ozna¢avamo sa SU(n). Ove grupe su redom sadrzane u GL,,(C) i SL,(C).

Primer 1.12. Grupe matrica daju, izmedu ostalog, primere elemenata konacnog
reda Ciji proizvod ne mora biti kona¢nog reda. Na primer, u GL2(Q) posmat-

rajmo matrice
01 0 2
=(1s) (1 0)

Vazi A? = B? = E (sa E oznacavamo jediniénu matricu), ali je

5 0
- 2
w-(49)

element beskonacnog reda, jer je

> 0
n _ on
upr= (5 ).

S druge strane, u Abelovim grupama vaZzi da je proizvod elemenata konac-
nog reda takode konacnog reda; kao neposrednu polsedicu komutativnosti ima-
mo da je (ab)™ = a"b", pri ¢emu je desna strana jednaka 1 kadgod je n deljivo
najmanjim zajedni¢kim sadrzaocem redova o(a) i o(b).

1.5 Izomorfizmi i automorfizmi

Neka su (G1,-) i (Ga, *) grupe. Za G1 i G2 kazemo da su izomorfne, u oznaci
G1 = (9, ako postoji bijekcija ¢ : G; — G5 takva da za sve a, b € G vazi

(a-b)p = ap * bo.

Primetimo da je operacija sa leve strane u grupi G, dok je ona sa desne strane u
grupi GG2. Izomorfne grupe u algebarskom smislu smatramo (prakti¢no) identic-
nim — jedina razlika izmedu grupa GG i G2 je zapravo u razli¢itim “imenima”
njenih elemenata, ali su svi odnosi, algebarska strukturna svojstva ista, tj. tablica
grupe (G2 se dobija prostim preimenovanjem (u skladu sa bijekcijom ¢) eleme-
nata iz tablice grupe G7.

Posebno zanimljiv slucaj izomorfizama grupa nastaje kada su GG1 i G (fizic-
ki) jedna ista grupa G: izomorfizmi grupe G na samu sebe se nazivaju au-
tomorfizmi grupe G. Zapravo, radi se o simetrijama same grupe (, njenim
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permutacijama koje “Cuvaju” njenu algebarsku strukturu. Svi automorfizmi
grupe G ponovo ¢ine grupu (u odnosu na kompoziciju funkcija), sadrZzanu u
simetri¢noj grupi S¢;. Grupu automorfizama od G oznaavamo sa Aut(G).

Primer 1.13. Grupe (R™,-) i (R, +) su izomorfne: preslikavanje ¢ : R™ — R
definisano sa

rp=Inzx
je bijekcija i dobro je poznato pravilo za logaritme In(zy) = Inx + Iny.

Primer 1.14. Neka je n > 1 prirodan broj i

2mi 2T . . 27
g=en =cos— +18In—.
n n
Tada skup kompleksnih brojeva {¢¥ : 0 < k < n — 1} u odnosu na mnoZenje
¢ini grupu koja je izomorfna cikli¢noj grupi Z,,: lako se pokazuje daje ¢ : e¥
k izomorfizam (zahvaljujuéi tome $to je e>™ = 1). Ova grupa je dalje izomorfna
grupi koju &ine rotacije u realnoj ravni idge, p, ..., p" "', gde je p rotacija oko
neke tacke O za ugao %’T: preslikavanje k& — pF predstavlja jedan izomor-
fizam. Specijalno, grupa koja se sastoji od 1, %, —1, —% pomenuta u Primeru 1.7

izomorfna je cikli¢noj grupi Zy4.

Primer 1.15. Posmatrajmo kompleksne matrice

() () ()
Ako E oznacava jedini¢nu matricu, lako se proverava da vaZzi
PP=J=K=-E
kao i
1J=K, JK=I1, KI=J JI=—-K, KJ=—-I,IK =—-J.
Zbog toga, matrice £, —F I, —1I,J —J, K,—K Cine grupu,al — FE,i— I,
j +— J ik — K definiSe izomorfizam sa grupom kvaterniona (Js. Primetimo

da sve ove matrice imaju determinantu jednaku 1, tako da smo nasli izomorfnu
“fotokopiju” grupe kvaterniona unutar specijalne linearne grupe SLo(C).
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Primer 1.16. Neka je « linearna transformacija euklidskog prostora R™. Tada
«, naravno, fiksira koordinatni pocetak, jer je «(0) = 0. MoZe se pokazati da
definiSe izometriju u odnosu na euklidsku metriku ako i samo ako je pridruZena
matrica A € GL,(R) (matrica A takva da je o(z) = Ax) ortogonalna. Zbog
toga restrikcija izomorfizma Aut(R") i GL,,(R) na izometrije koje fiksiraju ko-
ordinatni poCetak predstavlja izomorfizam ortogonalne grupe O(n) i grupe or-
togonalnih matrica O’ (n) (3to obja$njava ime grupe). Zbog ovog, od sada éemo
i grupu ortogonalnih matrica formata n x n oznacavati sa O(n). Iz analognih
razloga, imamo SO(n) = SO'(n).

Kao sto ¢emo videti iz narednog tvrdenja, multiskup redova elemenata gru-
pe je invarijanta u odnosu na izomorfizme. Stoga analiza tog multiskupa moze
biti korisno sredstvo u pokazivanju da dve grupe nisu izomorfne, narocito u
sluaju konac¢nih grupa. Lagani dokaz ostavljamo za vezbu.

Lema 1.17. Neka je ¢ : G1 — Go izomorfizam grupa. Tada za sve a € G
vazi:

(i) Ako je a konacnog reda onda je o(a) = o(ag).
(ii) Ako je a beskonacnog reda, onda je to i ag.
Posledica 1.18. (i) V4 2 Zy.
(ii) D3 = S3 % Zg.
(iii) Dy 2 Qs.

Dokaz. (1) U grupi V4 svi nejedini¢ni elementi su reda 2, dok u Z, postoji ele-
ment reda 4 (naime, ostatak 1 po modulu 4).
(ii) Direktno se proverava da je preslikavanje ¢ : D3 — S3 dato sa

(o'p")d = (23)'(123),

i € {0,1}, j € {0, 1,2}, izomorfizam. Drugi deo tvrdenja sledi iz ¢injenice da
Zg ima element reda 6, Sto nije slucaj sa Ss.

(iii) Direktnom proverom utvrdujemo da D4 ima 1 element reda 1, 5 eleme-
nata reda 2 i 2 elementa reda 4, dok (Jg sadrzi po jedan element reda 112,16
elemenata reda 4. 0



Podgrupe

2.1 Definicija podgrupe

U primerima u prethodnoj glavi smo se vec susreli sa situacijom gde unutar
neke grupe (G, -) odredeni neprazan podskup H C G takode formira grupu (u
odnosu na restrikciju |7« g operacije - grupe GG). U tom slucaju kazemo da
je H podgrupa grupe G i piSemo H < (. Svaka grupa G ima dve trivijalne
podgrupe: to su sama grupa G i E = {1}.

Propozicija 2.1. Neka je G grupa i H njen neprazan podskup. Tada H cini
podgrupu od G ako i samo ako vaZe uslovi:

(1) zasve a,b € H vaZiab € H;
(2) 1e H;
(3) zasvea € Hvazia™! € H.

Dokaz. Ocigledno je da uslovi (1)—(3) impliciraju da je H podgrupa od G. Zato
podimo od pretpostavke da je H podgrupa od GG. Uslov (1) je automatski zado-
voljen. Neka je sada e jedini¢ni element grupe H. Tadajee-e = e =¢- 1, pa
kancelacijom sledi da je e = 1, tj. 1 € H. Najzad, upravo dokazano poklapanje

jedinica grupa G'i H i jedinstvenost inverznog elementa u grupi G povlace uslov
(3). O

13

podgrupe
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Postoji i neSto kompaktniji nacin da se zapiSe uslov da je H podgrupa od
G koji ukljuéuje operacije na podskupovima od G. Naime, ako je A, B C G,
definiSemo
AB ={ab: a€ A, be B},

kao i
Al ={a71: ac A}

Lako se pokazuje da je mnoZenje podskupova asocijativno, tj. vazi (AB)C =
A(BC) za sve A,B,C C G, kao i formula za inverz proizvoda, (AB)~! =
B7tATL

Propozicija 2.2. Neka je G grupa i H njen neprazan podskup. Tada je uslov
H < G ekvivalentan sa svakim od sledecih uslova:

(1) HH=HiH '=H.
(2) HH=HiHH '=H.
(3) HH ' =H.

(4) HH ' C H.

Dokaz. Po Propoziciji 2.1, uslov (1) vazi za svaku podgrupu. Implikacije (2)=
(3)=(4) su trivijalne, a i implikacija (1)=-(2) sledi neposredno. Prema tome,
preostaje da pokazemo da uslov (4) implicira da je H podgrupa od G.

Zaista, pretpostavka (4) daje da ab~! € H zasve a,b € H. Specijalno, tada
jel =aa"! € H,atakodeib™! € H zasve b € H. Zbog toga, pretpostavka
a,b € H povlaci

ab=a(b )l € H,

pa tvrdenje sledi po Propoziciji 2.1. 0

2.2 Generatorni skupovi

Propozicija 2.3. Neka je {H; : i € I} proizvoljna neprazna familija podgrupa
grupe G. Tada je i
H=()H,
i€l

takode podgrupa od G.
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Dokaz. Kakozasves € [ vazil € H;, sledidal € H. Pretpostavimo sada da
a,b € H. Tada a,b € H;zasve i € I, paab,a™' € H; zasvei € I. Zbog
toga, ab,a~' € H. Posto su sada ispunjeni svi uslovi Propozicije 2.1, sledi da
je H <G. O

Zahvaljujudi ovoj osobini, moZemo kao uvideti da za svaki podskup A C GG
postoji najmanja podgrupa od G (u smislu skupovne inkluzije) koja sadrzi A;

naime, to je
N H
ACH<G

Za ovu podgrupu kazemo da je generisana skupom A, i oznaavamo je sa (A).

Kao posledicu Propozicije 2.3 imamo da je za proizvoljne H, Hy < G,
presek Hy N Hs takode podgrupa od G; Stavise, to je najveca podgrupa sadrzana
u H; i Hy. S druge strane, unija H; U Hs gotovo nikada nije podgrupa od G
(zapravo, lako se pokazuje da je to slucaj ako i samo ako je jedna od podgrupa
H,, Hy sadrZana u drugoj), ali zato konstrukcija generisanja podgrupe datim
skupom omoguéava da nademo najmanju podgrupu od G koja sadrzi H; 1 Hy:
to je (Hy U Hs). Iz navedenih razloga vazi naredni rezultat.

Propozicija 2.4. Neka Sub(G) oznacava kolekciju svih podgrupa grupe G.
Tada je parcijalno uredeni skup (Sub(G), C) mreZa.

Sledece tvrdenje daje opis elemenata podgrupe generisane nekim podsku-
pom grupe.

Propozicija 2.5. Neka je G grupa i A C G. Tada je (@) = E, dok je u slucaju
da je A neprazan skup

(A)y ={af'...a; : n>1a; € A, g €{l,-1}zasve 1l <i<n}.

Dokaz. Najpre, neposredno se uoCava da svaka podgrupa od G koja sadrzi sve
elemente iz A mora da sadrZi i sve elemente navedene na desnoj strani gornje
jednakosti.

S druge strane, skup sa desne strane odreduje podgrupu od G. Zaista,
proizvod dva konacna proizvoda elemenata skupa A i njihovih inverza je ponovo
proizvod istog tipa. Dalje, posmatrani skup sadrzi 1 = aa™! (za prozivoljno
a € A). Najzad, inverz proizvoljnog elementa posmatranog skupa

1 —€

(af*...a;*) " =a, [t

n
cea Gy

je ponovo u tom skupu. Tvrdenje sada sledi po Propoziciji 2.1. O

podgrupa generaisana
skupom

podgrupe ¢ine mrezu

opis elemenata
podgrupe generisane
skupom A
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Kada je A konacan skup, A = {a1,...,a,}, uobiCajeno je da se u zapisu
podgrupe genrisane sa A skupovne zagrade izostave i da se pise (ay, ..., a,).

Ukoliko je (A) = G kazemo da je A generatorni skup grupe G. Grupa je
konacno generisana ako ima konaCan generatorni skup.

Teorema 2.6. Grupa G ima jednoelementni generatorni skup ako i samo ako je
cikli¢na (1j. izomorfna sa Z,, za nekon > 1, ili sa 7.).

Dokaz. Najpre, primetimo da sve cikli¢ne grupe imaju jednoelementni genera-
torni skup: u svim slucajevima to je ostatak 1 (po modulu n), odnosno ceo broj
1.

Zato podimo od pretpostavke da je G = (a) grupa sa jednoelementnim
generatornim skupom. Razmatramo dva slucaja. Ako je a konacnog reda,
o(a) = n, tada se G sastoji iz elemenata

lLa,...,a" !
koji su svi razlic¢iti (jednakost bilo koja dva razlicita elementa iz ovog niza bi
bila u kontradikciji sa redom elementa a). Zato je preslikavanje ¢ : G — Z,
definisano sa a®*¢ = k za sve 0 < k < n izomorfizam. U suprotnom, a je
beskonacnog reda, pa se po prethodnoj propoziciji GG sastoji od elemenata a”,
n € Z, koji ponovo moraju biti svi razli¢iti. Sada je preslikavanje ¢ : G — Z
definisano sa a"¢ = n za sve n € Z izomorfizam grupa. O

Zbog ove teoreme, od sada ¢emo sve grupe sa jednoelementnim genera-
torom zvati ciklicnim grupama.

Generalno, moZemo primetiti da se u proizvoljnoj grupi G i za bilo koje
a € G red elementa o(a) poklapa sa redom |(a)| podgrupe od G generisane sa
a. Ova primedba, zajedno sa Posledicom 1.5, odmah daje slede¢i rezultat.

Posledica 2.7. Neka je 1 < k < n. Tada Z,, = (k) ako i samo ako je (k,n) =
1; prema tome, cikli¢na grupa Z,, ima tacno p(n) jednoelementnih generatora.

S druge strane, 1 i —1 su jedini jednoelementni generatori grupe celih brojeva
7.

Teorema 2.8. Svaka podgrupa ciklicne grupe je ciklicna. Pri tome:

(i) UZ,, ostatak k generiSe podgrupu izomorfau sa Zg, gde je d = n/(k,n).
Podgrupe od Z.,, su u bijektivnoj korespondenciji sa pozitivnim deliteljima
broja n.
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(ii) Sve podgrupe od 7 su oblika nZ = (n), gde je n pozitivan ceo broj.

Dokaz. Razmotrimo najpre konacnu cikli¢nu grupu Z,,. Neka je
H=A{ry,....,rn}

neka njena podgrupa i r; < --- < 7p,. Najpre tvrdimo da r1 | n. Zaista,
u suprotnom vazi n = qr; +r’ zaneko 0 < v’ < rq; no, tada qr; € H, a
ostatak v’ = n — qr; € H je inverz elementa qry (jer je qr1 +, v’ = 0), $to je
kontradikcija sa minimalno$cu . Dalje, tvrdimo da je H = (r1). Jasno, mora
biti (r;) C H, pa H mora da sadrZi sve ostatke oblika kry, 1 < k < n/r;. Ako
bi H sadrzao neki ostatak 7; koji nije ovog oblika tada bismo imali

/ 1
ri=qr1+Tr

zaneko 0 < r” < ry, odakle sledi da v = r; — ¢'ry € H, kontradikcija.
Dakle, H = {kr1 : 0 < k < n/ri},Stoznaidajem = n/ri i H = Zy,.
Obratno, za svaki delitelj d | n, ostatak n/d odredjuje (jedinstvenu) podgrupu
od Z,, izomorfnu sa Z,.

Neka je sada H (netrivijalna) podgrupa od Z. Sli¢no kao u slucaju kona¢nih
cikli¢nih grupa, neka je n najmanji pozitivan broj koji pripada H. Tada jasno
nZ < H. S druge strane, ako bi postojao k € H \ nZ tada bismo imali

k=gn+r
zaneko 0 < r < n, pa bi zakljuak r = k — gn € H vodio u kontradikciju.
Prema tome, H = nZ = (n). O
2.3 Koseti i indeks podgrupe

Neka je H < Gig € G. Skup oblika H{g} (koji krace piSemo H g) zovemo
desni koset podgrupe H. Analogno definiSemo i levi koset gH podgrupe H u
G.

Lema 2.9. Nekaje H < Gia,b € G. Tada vaZi:
(i) Ha = Hb ako i samo ako ab™' € H;

(ii) aH = bH ako i samo ako a~'b € H.

koseti



svi koseti su iste
kardinalnosti

svaka podgrupa ima
jednako mnogo levih i
desnih koseta

18 GLAVA 2: Podgrupe

Dokaz. Dokazujemo samo tacku (i), poSto je druga tatka analogna. Ako je
Ha = Hbtadaje Hab~' = Hbb~! = H, tj. zasve h € H vazida hab~! € H.
Specijalno, za h = 1 dobijamo Zeljeni rezultat ab~! € H.

Obratno, zasve h € H vazi Hh = H; zaista, Hh C HH = H, dok obratna
inkluzija sledi iz jednakosti ¢ = g(h~'h) = (gh™')h € Hh za proizvoljno
g € H. Prema tome, ako je ab~! € H, tada je Hab~' = H, pa je Hb =
Hab~'b = Ha. O

Propozicija 2.10. Desni (levi) koseti podgrupe H grupe G Cine particiju skupa
G.

Dokaz. Svaki element g € G je ujedno i element koseta Hg, jer 1 € H; zbog
toga je unija svih desnih koseta jednaka (G. DokaZimo jo§ da su razli¢iti desni
koseti disjunktni. Zaista, pretpostavimo da Ha N Hb # @. Tada postoji ¢ €
Ha N Hb, paje

Cc = hla = h2b

zaneke hy,hy € H. Sledi daje ab™! = h;lhg € H, pa je po prethodnoj lemi
Ha = Hb. Tvrdenje za leve kosete sledi analogno. O

Jasno, sama podgrupa H jeste istovremeno desni i levi koset: H = H1 =
1H. Primetimo da je ona jedini desni ili levi koset koji je podgrupa od G.

Propozicija 2.11. Neka je G grupa, a,b € Gi H < G. Tada je |Ha| = |bH| =
[ H.

Dokaz. Preslikavanje v : H — Ha definisano sa hy) = ha je “1-1” zbog
kancelativnosti, a takode je i “na”, pa je i bijekcija. Analogno se dokazuje i
|bH| = |H]|. O

Propozicija 2.12. Neka je G grupa i H < G. Tada je
{Hg: g€ G} =|{gH : g€ G}

Dokaz. Defini$imo preslikavanje ¢ : {Hg : g € G} — {gH : g € G} tako
da je

(Hgyp =g 'H
za proizvoljno g € G. Pre svega, radi se o dobro definisanoj funkciji, jer Ha =
Hb imlicira ¢ 'H = (Ha)™! = (Hb)~! = b~!H. Buduéi da vaZi i obratno,
1 je injektivno, a takode je i “na” jer je (Hg ')y = gH. Prema tome, 1 je
bijekcija. O
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Upravo prethodna propozicija motivise definiciju indeksa (G : H) podgrupe
H u G kao kardinala [{Hg : g € G}|.

Teorema 2.13 (Lagranz). Za svaku grupu G i njenu podgrupu H vazi
Gl = (G : H)|H]

Dokaz. Fiksirajmo skup T' = {g; : i € I} koji sadrzi ta¢no po jedan element iz
svakog desnog koseta podgrupe H (ovakve skupove zovemo desne transverzale
grupe G u odnosu na H). Ocito, |T'| = (G : H). DefiniSimo preslikavanje
Y :T x H— Gsa

(9is B)Y = hg;.

Kako za proizvoljno a € G imamo da vazi a € Hg; za neko (zapravo, tacno
jedno) i € I, to je v “na”. Pretpostavimo, dalje, da je h1g; = (g;, h1) =
(gj, h2)¥ = hagj. Tada koseti Hg; i Hg; nisu disjunktni, pa mora biti Hg; =
Hg;. Medutim, po izboru skupa 7' sledi da je ¢ = j, tj. g; = g;. Zbog toga je
h1 = ha, paje ¥ “1-17, odnosno bijekcija. O

Posledica 2.14. Neka je G konacna grupa, H < Gig € G. Tada |H| | |G| i
o(g) I 1G].

Posledica 2.15. (/) (Ojlerova teorema) Neka je n > 1 prirodan broj i a € Z
takav da je (a,n) = 1. Tada je

a?™ = 1(mod n).

(2) (Mala Fermaova teorema) Ako je p prost broj i a € Z takav da p 1 a tada

Jje
aP~! = 1(mod p).

Dokaz. (1) Posmatrajmo grupu Z.* invertibilnih ostataka po modulu n u odnosu
na operaciju mnoZenja. Ve¢ smo zakljucili da je ostatak  element ove grupe ako
i samo ako (r,n) = 1, zbog Cega je |Z,*| = ¢(n). Dakle, po datim uslovima,
ostatak @ broja a po modulu n pripada Z>. Po prethodnoj posledici, o(a) |
©(n), tj. ¢(n) = o(a)k za neko celo k. Sada u Z,< vazi

acp(n) _ ao(ﬁ)k _ (ao(ﬁ))k - 1.
Drugim re¢ima, a¥™ = 1(mod n).

(2) Ovo je specijalan slucaj prethodne tacke, poSto za proste brojeve p vazi
p(p) =p—1 O

indeks podgrupe

Lagranzova teorema

Ojlerova i mala
Fermaova teorema
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Posledica 2.16. Svaka grupa prostog reda je ciklicna. Tako, za svaki prost broj
p, grupa 7y, je do na izomorfizam jedina grupa reda p.

Dokaz. Nekaje |G| = pia € G,a # 1. Tada o(a) | p, pa posto je o(a) # 1
sledi da je o(a) = p. Zbog toga je G = (a), tj. G je cikli¢na grupa (koja je
generisana svakim svojim nejedini¢nim elementom), G = Z,,. O

2.4 Neke znacajne podgrupe

Primer 2.17. Centar grupe G je skup svih onih elemenata GG koji komutiraju
sa svim elementima grupe G, dakle,

Z(G)={9€G: gr=xgzasvex € G}.

Nije tesko uoditi da je Z(G) uvek podgrupa od G. Zaista, 1 € Z(G). Dalje,
akoa,b € Z(G)ix € G je proizvoljno, tada abr = axb = xab, paab € Z(G).
Takode, a 'z = a Y(za)a ! = a " 1(ax)a™! = xa™1, 4. a7t € Z(Q).

U izvesnom smislu, centar grupe meri koliko je grupa G “daleko” od toga
da bude Abelova; ocigledno vazi da je G Abelova ako i samo ako je G = Z(G).
Drugi ekstrem nastaje kada je Z(G) = FE; tada kaZzemo da je grupa G bez
centra.

Primer 2.18. Za a,b € G definiSemo komutator elemenata a, b (pri cemu je
poredak bitan) sa:
la,b] = a~1bLab.

Naziv potice od toga §to [a, b] u izvesnom smislu izrazava “razliku” elemenata
ab i ba (sli¢no kao u prstenima), buduéi da oéito vazi ab = ba|a, b].

Podgrupa grupe G generisana svim njenim komutatorima zove se komuta-
torska ili izvodna grupa od G:

G' = (la,b] : a,beG)
Buduéi da je inverz svakog komutatora ponovo komutator,
[a,b] 7t = (a™1btab) ™t = b~ ta" ba = [b, d],

sledi da se izvodna podgrupa G’ sastoji od svih kona¢nih proizvoda komuta-
tora u G. U odnosu na izvodu podgrupu, Abelove grupe su sada karakterisane
uslovom G’ = E.
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Primer 2.19. Neka je G grupai X C G. DefiniSemo centralizator skupa X u
G kao skup svih elemenata G koji komutiraju sa svim elementima iz X:

CX)={9eG: gr=xgzasvex € X}.

Ukoliko je potrebno naglasiti u kojoj grupi posmatramo centralizator, piSemo ga
i kao Cg(X); ako je X = {z} tada centralizator oznatavamo prosto sa C'(x).
Sli¢no kao i u slucaju centra se lako pokazuje da je C'(X) < G zapravo, centar
grupe je specijalan slucaj centralizatora, naime Z(G) = C(G) je centralizator
cele grupe G.

centralizator



normalna podgrupa

prosta grupa

Normalne podgrupe

3.1 Definicija normalne podgrupe i osnovne osobine

Za podgrupu H grupe G kazemo da je normalna, u oznaci H < G, ako za sve
g € G vazi
gl = Hy,

tj. ako se svaki levi koset od H poklapa sa odgovaraju¢im desnim kosetom.
Grupa G je prosta ako ne sadrZi netrivijalne normalne podgrupe (razlicite
od F i G, koje su uvek normalne).

Primer 3.1. Svaka podgrupa Abelove grupe je normalna. Obrat ovog tvrdenja
ne vazi: na primer, u grupi kvaterniona (Jg svaka podgrupa je normalna, ali Qg
nije Abelova.

S druge strane, postoje podgrupe koje nisu normalne. Na primer, pos-
matrajmo najmanju neabelovu grupu S3 = Ds i njenu (ciklicnu) podgrupu
H = ((12)). Tada je (13)H = {(13),(132)} # {(13),(123)} = H(13),
pa H nije normalna u Ss.

Primer 3.2. Centar grupe Z(G) je uvek normalna podgrupa od G, buduéi da po
samoj definiciji centra vazi ga = ag zasve g € G, a € Z(G), paje gZ(G) =
Z(G)g.

Lema 3.3. Akoje H < Gi (G : H) =2tadaje H < G.

22
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Dokaz. Koseti podgrupe H su gH = H = Hg ako je g € H, a u suprotnom,
ako je g ¢ H, tadaimamo gH = G\ H = Hg. Prema tome, H < G. O

Primer 3.4. U dijedarskoj grupi D,,, rotacije idgz, p, ..., p" ! &ne (cikli¢nu)
podgrupu R takvu da je (D,, : R) = 2. Zbog toga je Z, = R 1 D,,
Evo jednog tvrdenja koje proveru normalnosti podgrupe ¢ini neSto opera-

tivnijom.
Propozicija 3.5. Neka je H < G. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) H <G

(2) go'Hg=H zasve g € G.

(3) g 'Hg C H za sve g € G.

Dokaz. Ako je H < G tadaje gH = Hgpaje H = g 'gH = g 'Hyg.
Implikacija (2)=-(3) je trivijalna. Konac¢no, pretpostavimo da je g 'Hg C H
za sve g € G. Tada za neki fiksirani element g € G, osim ¢~ 'Hg C H, vazi
igHg™' = (¢7})"'Hg™' C H. Otuda vazi H = g~ (gHg ')g C g~'Hyg,
paje H = g 'Hg, tj. vazi uslov (2). Iz njega se lako zakljucuje da je Hg =
9(g7'Hg) = gH. O

Posledica 3.6. Za svaku grupu G je G' < G.

Dokaz. Nekasu a,b, g € G proizvoljni. Tada je

9 a,blg= (9 "a " g) (g b 9) (9 ag) (g bg) = [g " ag, g byl

paje g 'G’g C G'. Po prethodnoj propoziciji, G’ < G. O

3.2 Konjugovanost i klasovna jednacina

Prethodna tvrdenja motivisu uvodenje preslikavanja o, : G — G zadatoa € G
definisanog sa
gog = a ! qa.

Zbog kancelativnosti je o, “1-17, a takode je i “na” (zbog (aga=')o, = g).
Dakle, u pitanju je automorfizam grupe G, posto je (gh)o, = a 'gha =
(a 'ga)(a=tha) = (go,)(ho,). Automorfizam o, se naziva konjugacija ili
unutrasnji automorfizam grupe GG (koji odgovara elementu a).

karakterizacije
normalnih podgrupa

unutrasnji
automorfizam
(konjugacija)
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Putem unutrasnjih automorfizama definiSemo relaciju konjugovanosti u gru-
pi G sa
T~y = x:g_lyg:yagzanekogeG

za sve z,y € (GG. Veoma se lako proverava da je ~ relacija ekvivalencije na
(. Osim konjugovanosti dva pojedinacna elementa, za dve podgrupe H, K <
G kazemo da su konjugovane ako je H = g7 'Kg = Ko, zaneko g € G.
Prema tome, podgrupa je normalna ako i samo ako se poklapa sa svim svojim
konjugovanim podgrupama.

Iako ¢emo u nacelu za relaciju ekvivalencije p klasu elementa x oznaCavati
sa zp, specijalno klasu svih elemenata konjugovanih sa x piSemo Z.

Lema 3.7. |z| = 1 ako i samo ako x € Z(Q).

Dokaz. Vazi|z| = 1 akoisamo ako je zo, = = zasve g € G, tj. ako i samo ako
jexg = gx zasve g € G. Poslednji uslov je pak ekvivalentansax € Z(G). O

MoZemo postaviti pitanje o kardinalnosti proizvoljne klase konjugovanosti.
Odgovor nam daje sledece tvrdenje.

Propozicija 3.8. |z| = (G : C(z)).

Dokaz. Najpre, jasno je daje 2 = {zo, : g € G}. Prema tome, |z| = |G/p|
gde je p relacija ekvivalencije na G definisana sa (g,h) € p ako i samo ako
ro, = xoy. Medutim, poslednji uslov ekvivalentan je sa g~ 'zg = h™'zh,
odnosno

zgh™! = gh 'z,

tj. gh~! € C(x). Prema tome, klase ekvivalencije relacije p su upravo desni
koseti centralizatora C'(z), odakle sledi tvrdenje. O

Sledeca jednakost (koja sledi iz prethodna dva tvrdenja i ¢injenice da je ~
relacija ekvivalencije), poznata pod imenom klasovna jednacina, povezuje red
grupe, red njenog centra i indekse netrivijalnih centralizatora.

Posledica 3.9 (Klasovna jednacina). Neka je {x; :€ ¢ € I} transverzala ne-
Jjednoelementnih klasa konjugovanosti grupe G, tj. skup koji sadrZi tacno po
Jjednog predstavnika klasa ekvivalencije relacije ~ koje leZe van centra Z(Q).
Tada vazi

Gl =12(G)] + D _(G: Clx)).

el
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Posledica 3.10. Neka je p prost broj i |G| = p"™ za nekon > 1. Tada je Z(G)
netrivijalna grupa.

Dokaz. Ako x ¢ Z(G) tada C(x) # G, paje (G : C(x)) > 1. U tom slucaju,
mora biti p | (G : C(x)). Kako p | |G|, po klasovnoj jednacini sledi da p |
|Z(G)|, zbog Eega ne moZe biti Z(G) = E. O

Klase konjugovanosti sada daju jasan kriterijum normalnosti podgrupe.

Teorema 3.11. Neka je H < G. Tada je H < G ako i samo ako postoji X C G

tako da je
H=J7
reX
tj. ako i samo ako je H unija nekih klasa konjugovanosti u grupi G.

Dokaz. (=) Stavimo X = H. Zaista, ako je h € H tada po uslovu normalnosti
za proizvoljno g € G vazi ho, € H, paje h C H. Otuda sledi inkluzija O, dok
je obratna inkluzija ocita.

(<) Jasno, za svako g € G vazi vo, = g~ 'xg C . Zbog toga je Ho, C
H,paje H <G. O

1

Posledica 3.12. U svakoj grupi G, ako H < Z(QG) tada je H < G.

Dokaz. Po Lemi 3.7, svaki element centra Z(G) formira jednoelementnu klasu
ekvivalencije relacije ~, pa to isto vazi i za H. Sada tvrdenje seldi direktno po
prethodnoj teoremi. O

U narednom tvrdenju analiziramo relaciju konjugovanosti u simetri¢nim
grupama.

Propozicija3.13. Za 7,7 € S, vazi ™ ~ T ako i samo ako 7 i T u dekompoziciji
na disjunktne cikluse imaju istu strukturu ciklusa, tj. imaju isti broj razlicitih
disjunktnih ciklusa i medu ciklusima se moZe uspostaviti bijekcija tako da su
odgovarajudi ciklusi iste duZine.

Dokaz. Neka je m = p~'7p za neku permutaciju p € S,. Razlozimo 7 na

proizvod disjunktnih ciklusa:
T = (a1a2...)...(b1b2...).

Tvrdimo da je tada

= (a1pagp ...)...(bipbap ...).

p-grupe imaju
netrivijalni centar

podgrupa je normalna
akko je unija celih
klasa konjugovanosti

konjugovanost u
simetri¢nim grupama
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Zaista, vazi

m=plrp=(p N (araz...)p) ... (p  (brba...)p),

pa je dovoljno analizirati konjugacije pojedinacnih ciklusa, tj. proveriti da je
p Y ajaz...)p = (a1p azp ...). Nekaje k € {1,...,n}. Ako kp~! ¢
{a1,as,...}, tada je ocito k(p~'(araz...)p) = kp~'p = k. U suprotnom
kp~' = a; zaneko i, tj. k = a;p. U tom slucaju je

k(p~H(aaz...)p) = ai((araz ... )p) = aiy1p,

pri ¢emu je a;+1 = a1 ako je ¢ duZina posmatranog ciklusa. Dakle, a;p se slika
u a;+1p, pa tvrdenje sledi. Stoga 7 i 7 imaju istu strukturu ciklusa.

Obratno, pretpostavimo da 7 i 7 imaju istu cikli¢ku strukturu, 7 = &; ... &,
iT=m1...0m, gde sué&y,..., &y, odnosno 71, ..., Ny dve familije disjunk-
tnih ciklusa. Neka pri tome &; i n; imaju istu duzinu za sve 1 < ¢ < m:
& = (agi) e al(j)) in = (bgi) e bg)) Definisimo parcijalno injektivno pres-
likavanje pna {1 ...,n} takodajezasve 1 <i<mil <j <l

Na ovaj nadin, p nije definisano na skupu {1,...,n}\ {ag.i) :1<i<m, 1<
j < 1;} od n — [ elemenata, gde je [ = I3 + -+ + l,,. Medutim, van slike p
je ostalo takode tatno n — [ elemenata, naime {1,...,n} \ {bgi) 1 <i <
m, 1 < j < ;}, pa se zbog toga p moze dopuniti (i to na (n — [)! razli¢itih
nacina) do permutacije skupa {1,...,n}. No, zbog argumenata identi¢nih oni-
ma u prethodnom pasusu, sada je p~'mp = 7, paje 7 ~ T. O
Primer 3.14. Prethodna propozicija nam omoguéava da pokazemo da svojstvo
normalnosti podgrupe u grupi nije tranzitivno, tj. dase iz H < K < G ne moze
u opStem slucaju zakljuciti da je H < (. Zaista, uzmimo G = Sy i definiSimo

K = {idy, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, H = {idn, (12)(34)}.

Pri tome je K izomorfna Klajnovoj grupi Vy, dok je H njena ciklicna podgrupa
reda 2. Kako je (K : H) = 2, odmah imamo H < K. Takode, po Teoremi 3.11
imamo K < G, posto K ¢ine trivijalna permutacija i svi moguéi proizvodi dva
disjunktna ciklusa duZine 2. Medutim, upravo iz istog razloga H € G.
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Za “tranzitivni prenos” normalnosti potreban je ja¢i pojam, naime pojam
karakteristine podgrupe. Za H < G kazemo da je karakteristicna podgrupa
grupe G ako za sve ¢ € Aut(G) vazi Hp = H (kako je sa svakim automor-
fizmom ¢ i njegov inverz ¢! takode automorfizam grupe (G, moZe se pokazati
da je ovo ekvivalnentno slabijem uslovu H¢ C H). Naravno, svaka karakte-
risticna podgrupa jeste normalna, dok obratno, u opStem slucaju, ne vazi. Sada
nije teSko pokazati da pretpostavke da je H karakteristicna u K i K karakteris-
ticna u GG impliciraju da je H karakteristi¢na (i stoga normalna) u G. Medutim,
vazi i jaCe tvrdenje.

Propozicija 3.15. Ako je K < G i H karakteristicna podgrupa grupe K, tada
je H QG.

Dokaz. Neka je g € G proizvoljno; posmatrajmo unutra$nji automorfizam o.
Imamo Ko, = K zbog Cega je ¢ = o4|x € Aut(K). Po datim uslovima
mora biti H¢ = H. Medutim, po definiciji ¢ to znadi da je g~'Hg = H.
ZakljuCujemo da je H < G. O

3.3 Homomorfizmi i faktor grupe

Neka su (G, ) i (H,*) grupe (ponovo zbog lakSeg pracenja sledeéih definicija
koristimo razlicite oznake za operacije ovih grupa). Za preslikavanje ¢ : G —
H kazemo da je homomorfizam ako za sve a,b € G vazi

(ab)p = ad * bo.

Dakle, radi se o istom uslovu kao i u definiciji izomorfizma grupa, samo bez
zahteva da ¢ bude bijekcija. Prema tome, izomorfizmi su upravo bijektivni ho-
momorfizmi. Injektivni homomorfizam se joS naziva i potapanje: re€ je zapravo
o izomorfizmu G i neke podgrupe od H. U slu¢aju kada je (G,:) = (H, %)
govorimo o endomorfizmima grupe G — homomorfimima GG u samu sebe. Bi-
jektivni endomorfizmi su, kao §to smo videli, automorfizmi grupe G.

Lako se pokazuje da za svaki homomorfizam mora biti 15¢ = 1y kao i
(a=Y¢ = (ag)~! zasve a € G, pri ¢emu je inverz sa leve strane uzet u grupi
G, a sa desne u grupi H.

Za proizvoljan homomorfizam ¢ : G — H definiSemo njegovu sliku

Im¢p =Go

karakteristicna
podgrupa

homomorfizam grupa

slika i jezgro
homomorfizma
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kao 1 njegovo jezgro
Kerg ={a € G: ap =1p}.

Slika svakog homomorfizma jeste podgrupa od H (upravo po definiciji homo-
morfizma), dok se za jezgro moZe reéi i vise.

Lema 3.16. Za proizvoljan homomorfizam ¢ : G — H vaZi Ker ¢ < G.

Dokaz. Uverimo se najpre da je Ker ¢ < (. Zaista, za proizvoljne a, b € Ker ¢
vazi ap = bp = 1y, paje (ab 1) = ag * (bp)~t = 1y, tj. ab~! € Ker ¢.
Normalnost Ker ¢ u G sledi poSto vazi

(9 'ag)p = (99) " xapx gp = (96) ' x 9o = 1n
za proizvoljno g € G i a € Ker ¢. O

Postavlja se prirodno pitanje: jesu li jezgrima homomorfizama (iz grupe G u
neku grupu) iscrpljene sve normalne podgrupe grupe G ? Odgovor je potvrdan
i u tom smislu su koncepti normalne podgrupe i homomorfizma definisanog na
datoj grupi ekvivalentni: jezgro svakog homomorfizma je normalna podgrupa,
i za svaku normalnu podgrupu N od G postoji homomorfizam grupe G u neku
grupu cije je jezgro ba§ N. Kako bismo ovo pokazali, potrebno je da uvedemo
fundamentalan pojam faktor grupe G /N, “koli¢nika” grupe G' u odnosu na N.

Neka je, dakle, N < G. Grupa G/ N biée definisana na skupu koseta { Ng :
g € G} podgrupe N tako §to za a, b € G definiSemo

Na-Nb= Nab

(primetimo da je Nab upravo i rezultat mnoZenja koseta Na i Nb kao pod-
skupova grupe G, posto je zbog normalnosti N, NaNb = NNab = Nab).

Propozicija 3.17. Neka je G grupa i N < G. Tada je G/N dobro definisana
grupa.

Dokaz. Dobru definisanost pokazujemo pretpostavljajuci da je Na = Nci
Nb = Nd za neko a,b,c,d € G. Tada je ac™!,bd~! € N. Medutim, tada
je

ab(cd)™t = abd e = (acH[e(bd e e N

zbog normalnosti podgrupe N, odakle sledi Nab = Ncd. Asocijativnost se
automatski prenosi iz G. Jedinica je N = N1, a inverzni element koseta Na je
Na~!. O
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Primetimo da je |G/N| = (G : N).
Sada definiSemo prirodno preslikavanje vy : G — G/N sa gvy = Ng za
sve g € G.

Propozicija 3.18. Neka je G grupa i N < G. Tada je prirodno preslikavanje
vn homomorfizam grupa takav da je Ker vy = N.

Dokaz. Za g,h € G vazi (gh)vny = Ngh = (Ng)(Nh) = (gvn)(hvy), zbog
Cega je vy homomorfizam (lako se vidi da je on sirjektivan, Imvy = G/N).
Vazi g € Ker v ako i samo ako gvy = N ako i samo ako Ng = N ako i samo
ako g € N,paje Kervy = N. O

Jedna od centralnih teorema koja se vezuje za pojam homomorfizma grupa
i koja ima veoma Siroku primenu jeste teorema o homomorfizmu.

Teorema 3.19 (Teorema o homomorfizmu). Neka je ¢ : G — H homomorfizam
grupa. Tada je
G/ Ker ¢ = Im ¢.

Dokaz. DefiniSimo preslikavanje ¢ : G/ Ker ¢ — Im ¢ sa
[(Ker ¢)alyp = ag

za sve a € (G. Sada za proizvoljne a,b € G vazi (Ker ¢)a = (Ker ¢)b ako
i samo ako ab~! € Ker ¢ ako i samo ako (ab~!)¢ = 1y ako i samo ako
a¢ = beg ako i samo ako [(Ker ¢)a]ip = [(Ker ¢)b]tp. Zbog toga je 1) dobro
definisano i injektivno. OcCigledno je da je 1 “na”, jer za sve h € Im ¢ postoji
a € Gtako daje h = a¢p = [(Ker¢)a]yp. Konacno, 9 je homomorfizam
jer je [(Ker ¢)abl = (ab)e = (ad)(bg) = [(Ker ¢)a]ss{(Ker 6)b] za sve
a,beqG. O

Ispostavlja se da postoji veoma tesna veza izmedu strukture podgrupa faktor
grupe G/N i podgrupa same grupe G.

Teorema 3.20 (Teorema o korespondenciji). Neka je G grupai N < G. Tada
je parcijalno uredeni skup (mreza) podgrupa Sub(G/N) faktor grupe G /N
izomorfna intervalu [N, G| u parcijalnu uredenom skupu podgrupa Sub(G), 1.
mpreZi svih podgrupa od G koje sadrZe N.

Dokaz. Neka su preslikavanja ¢ : [N, G] — Sub(G/N) i : Sub(G/N) —
[N, G] definisana sa
He = H/N,

prirodno preslikavanje

svaka normalna
podgrupa je jezgro

teorema o
homomorfizmu

teorema o
korespondenciji
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odnosno

Ky = | Ng.

NgeK
Oba ova preslikavanja su dobro definisana, jer N < G povlaci N < H za
N < H < G, pored toga, K sadrzi N irec je o podgrupi od G, jer a, b € K1)
implicira a € Ngj, b € Ng2 zaneke g1,92 € G takve da Ng;, Ngs € K, pa
ab~! € NglgglN = Nglg2_1 C K (zbog Nglgz_1 € K). Dalje, ova pres-
likavanja su ocigledno injektivna i monotona. Kona¢no, preostaje da se primeti
da je ¢1) identi¢ko preslikavanje na [V, G|, a da je 1)¢ identicko preslikavanje
na Sub(G/N), zbog Cega su oba preslikavanja bijekcije i, zapravo, izomorfizmi
parcijalno uredenih skupova (i zato i izomorfizmi mreZa). O

Buduéi da za sve a,b € G vaZi 0,0y = 04, 0,1 = 04-1 i 01 = idg, unu-
trasnji automorfizmi ¢ine podgrupu od Aut(G), koju oznacavamo sa Inn(G).

Propozicija 3.21. Za svaku grupu G vazi Inn(G) < Aut(G).
Dokaz. Neka je ¢ € Aut(G) proizvoljan automorfizami a, g € G. Tada je
9(¢"10a0) = (a7 g™ a)¢ = (ad) " 9(ad) = goas,

paje ¢ loa¢ = 044 € Inn(G). O

Grupu spoljasnjih automorfizama definiS§emo kao faktor grupu Out(G) =
Aut(G)/Inn(G).

Sada moZemo opisati i faktor grupe po njenom centru.
Propozicija 3.22. Za svaku grupu G vazi G/Z(G) = Inn(G).
Dokaz. Posmatrajmo homomorfizam ¢ : G — Aut(G) definisan sa
ap = oq.
Jasno, Im ¢ = Inn(G). S druge strane, g € Ker ¢ ako i samo ako 0, = idg
ako i samo ako g 'ag = a za sve a € G ako i samo ako ga = ag zasve a € G

ako i samo ako g € Z(G). Dakle, Ker ¢ = Z(G), pa rezultat sledi po Teoremi
0 homomorfizmu. 0
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3.4 Srzinormalizator
Srz podgrupe H < G je
core(H) = m g 'Hg.
geCG

Buduéi da je presek proizvoljne familije podgrupa od G ponovo podgrupa od
G, odmah imamo da je core(H) < G.

Propozicija 3.23. Neka je G grupai H < G. Tada je core(H ) najveca nor-
malna podgrupa od G sadrZana u H.

Dokaz. OCito, core(H) C H. Pored toga, core(H) < G, jer je za proizvoljno
a€d,

a Hcore(H)]a = a™! ﬂ g 'Hg|a= ﬂ (ga) ' H(ga) = core(H).
9geG geG

Konacno, ako je N normalna podgrupa od G sadrzana u H, tada je N =
g 'NgC g lHgzasvegc G,paje N C core(H). O

Normalizator skupa X C G je sledeci skup elemenata grupe G:
NX)={geG: gX =Xg}.

Sli¢no kao kod centralizatora, piSemo N¢ (X ) ako je potrebno naglasiti unutar
koje grupe se posmatra normalizator. Lako se pokazuje da je za sve X C G
normalizator N (X') podgrupa od G.

Propozicija 3.24. Neka je G grupai H < G. Tada je N (H) najveéa podgrupa
od G u kojoj je H normalna.

Dokaz. Po samoj definiciji normalizatora, H < N(H). Nekajesada H < K <
G.Tadazasveg € K vazigH = Hg,pasledige N(H)i K C N(H). O

Za kraj ovog kratkog odeljka, navodimo jos jedan rezultat koji je koristan u
raznim primenama.

Propozicija 3.25 (N/C teorema). Neka je G grupai H < G. Tada je C(H) <
N (H) i pri tome se faktor N (H )/C(H ) moZe potopiti u Aut(H).

srz podgrupe

karakterizacija srzi

normalizator

karakterizacija
normalizatora

N/C teorema
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Dokaz. Posmatrajmo homomorfizam ¢ : N(H) — Aut(H ) definisan sa

Q(ZSZUQIH-

Pre svega, ova definicija je korektna jer je zaista 04|y € Aut(H) zbog Hoy =
g 'Hg = H zasve g € N(H). Odredimo sada jezgro ovog homomor-
fizma. Imamo da g € Ker ¢ ako i samo ako g¢ = idy ako i samo ako za
sve h € H vazi g-'hg = h, tj. gh = hg. Ovaj poslednji uslov vaZi ako i
samo ako g € C(H) N N(H) = C(H), §to znaci da je Ker ¢ = C(H). Otuda
je C(H) < N(H) i, po Teoremi o homomorfizmu, vazi da je N(H)/C(H)
izomorfno sa Im ¢, $to je podgrupa od Aut(H ). Drugim re¢ima, postoji pota-
panje N(H)/C(H) u Aut(H). O

3.5 Teoreme o izomorfizmu

Neka su A, B dve podgrupe grupe GG. U opstem slucaju proizvod AB nije
podgrupa i stoga je uzi od (A U B). Pod odredenim uslovima to ipak jeste
slucaj.

Lema 3.26. Neka je G grupai A, B < G. Tada je (AU B) = AB < G ako i
samo ako je AB = BA.

Dokaz. (=) Primetimo da za proizvoljne a € A, b € B imamo a = al € AB
ib = 1b € AB. Kako je AB, po pretpostavci, podgrupa, ba € AB; zbog
toga je BA C AB. S druge strane, posto su A, B podgrupe, vazi A~! = A i
B~! = B,paje AB=A"'B7! = (BA)™! C (AB)™! = B~'47! = BA.
Tako zakljucujemo da je AB = BA.

(<) Jasno, AB C (AU B). Neka su z,y € AB proizvoljni. Tada je
vy ' € AB(AB)™' = ABB™'A™! = ABA = AB, paje AB < G, zbog
Cegaje (AU B) C AB. Prematome, (AU B) = AB. O

Posledica 3.27. Neka je G grupa. Ako je A< G i B <G, tada je AB < G.

Teorema 3.28 (Prva teorema o izomorfizmu). Neka je G grupai A < G, B <
G. Tada je AN B < AivaZi

AB/B = AJAN B.

Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : A — G/ B koje se dobija kao restrikcija
prirodnog preslikavanja vp na podgrupu A: a¢ = Ba. Sada g € Ker¢ ako i
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samo ako g € A i Bg = B, $to je dalje ekvivalentno sa g € AN B. Prema
tome, A N B je jezgro homomorfizma ¢ i zato je AN B < A. S druge strane,
Im¢p = Ap ={Ba: a € A} = {Bxr: v € BA = AB} = AB/B, pa
teorema sledi iz Teoreme o homomorfizmu. O

Primedba 3.29. Primetimo da je (mreZni) izomorfizam ¢ iz dokaza Teoreme
o korespondenciji zapravo prirodno preslikavanje vy koje deluje na podgrupe
od G koja sadrze N. Medutim, sada se lako vidi iz prethodnog dokaza da za
proizvoljnu podgrupu K < G vazi Kvy = KN/N. Ovu opasku ¢emo u daljem
takode smatrati delom Teoreme o korespondenciji i podgrupu K N/N < G/N
pominjati kao “odgovarajucu” podgrupi K < G u smislu prirodnog homomor-
fizma.

Sada ¢emo videti jednu izuzetno znacajnu posledicu Prve teoreme o izomor-
fizmu, lemu Casenhausa’, koja ée imati klju¢nu primenu u sedmoj glavi u izuca-
vanju kompozicionih nizova grupa.

Posledica 3.30 (Lema Casenhausa). Neka su A, B,C, D podgrupe grupe G
takve daje A < BiC 9 D. Tadaje ABNC)<ABND)iC(DNA)JD
C(DNB)ivazi

A(BND)/A(BNC)=C(DNB)/C(DNA).

Dokaz. Imajudi u vidu Posledicu 3.27 i Cinjenicudaje A < Bi BNC < B,
sledi da je A(B N C) podgrupa od B (generisana sa AU (B N C)). Analogno,
C(D N A) je podgrupa od D. Takode, po istoj posledici imamo A(BNC) =
(BNCY)AiC(DNA)=(DnA)C.

Tvrdimodaje BNC < BND;nekajece BNCide BN D. Kako
c,d € B, odmah sledi da je d"'cd € B. S druge strane, C < D povlaéi da
d~'ed € C,pad~'cd € BNC. Analogno zaklju¢ujemo daje DNA < DNB =
BN D. Zbog toga je

N=(BNnC)(DNA)=(DnNA)(BNC)

normalna podgrupa od B N D.

Sada je dovoljno pokazati da je A(B N C) < A(B N D), odnosno da je
A(BND)/A(BNC) izomorfno sa BN D/N. Ukoliko to pokazemo, analogno
¢eslediti C(D N B)/C(DNA)= BN D/N itvrdenje ¢e biti dokazano.

SHans Casenhaus (Hans Julius Zassenhaus, 1912—-1991), nemacki matematicar

prosirenje teoreme o
korespondenciji

lema Casenhausa
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Najpre, nekaje g € A(BN D). Tadajeg =abgdejea € Aibe BN D,
paje,imajuéiuvidu A< BiBNC I BND,

gA(BNC) =abA(BNC)=aAb(BNC) =

— A(BNC)b = (BN C)Aab = A(B N C)g.

Zbog toga sledi daje A(BNC) < A(BN D).

Primenimo sada Prvu teoremu o izomorfizmu sa A(B N D) kao osnovnom
grupom, a u odnosu na njenu podgrupu = B N D i normalnu podgrupu
K = A(BNC). Sada je

HK =(BND)A(BNC)=A(BND)BNC)=A(BND),
kao i
HNK=BNDNABNC)=N,

pri ¢emu je u poslednjoj jednakosti inkluzija O ocita, dok suprotna inkluzija
sledijerz € BNDNA(BNC)implicirax = abzanekea € Aibe BNC,
ax € D povlatidajea = xb~! € DC~! = D. Uvrstavajuéi sada ove
podgrupe u HK /K = H/H N K dobijamo upravo Zeljeni izomorfizam, a time
i okon¢avamo dokaz. O

Teorema 3.31 (Druga teorema o izomorfizmu). Neka je G grupai A < B < G,
A < G. Tada je B/A < G/A ivaZi

(G/A)/(BJA) = G/B.
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Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : G/A — G/ B definisano sa

(Ag)¢ = By

zasve g € GG. Ovo je dobro definisani (sirjektivni) homomorfizam, jer Ag = Ah
povlati gh=' € A C B, patakoi Bg = Bh. Zbog toga, teorema ée biti
dokazana (na osnovu Teoreme o homomorfizmu) ¢im dokazemo da je Ker ¢ =
B/A. Zaista, Ag € Ker ¢ ako i samo ako Bg = B, $to je ekvivalentno sa
g € B, odnosno sa Ag € B/A. O

Kao ilustraciju ove teoreme, pokazujemo da je faktor G/G’ jedinstvena
maksimalna Abelova homomorfna slika grupe GG. Najpre nam treba pripremno
tvrdenje koje karakteriSe Abelove faktore.

Lema 3.32. Neka je H podgrupa grupe G. Tada je H < G i faktor G/H je
Abelova grupa ako i samo ako je G' < H.

Dokaz. (=) Po datim uslovima, vazi abH = Hab = HaHb = HbHa =
Hba = baH zasve a,b € G. Zato je [a,b] = (ba)tab € H,{j. G’ < H.

(«=) Pretpostavimo da H sadrZi sve komutatore grupe GG. Tada zasve g € G,
h € H vaz [h,g] = h™'g~'hg € H, odnosno g~*hg € H, pa je podgrupa
H normalna u G. S druge strane, za proizvoljne a,b € G imamo [a,b] =
(ba)~tab € H, paje Hba = baH = abH = Hab, pa je faktor G/H Abelova
grupa. 0

Posledica 3.33. Neka je G proizvoljna grupa i A Abelova grupa. Sledeéa dva
tvrdenja su ekvivalentna:

(1) Postoji sirjektivni homomorfizam ¢ : G — A;
(2) Postoji sirjektivni homomorfizam Abelovih grupa i : G/G' — A.

Dokaz. (2)=-(1) je trivijalno, poSto se ¢ moZe dobiti kao kompozicija prirodnog
homomorfizma v¢r 1 .

(1)=(2) Po Teoremi o homomorfizmu je G/ Ker¢ = A. No, tada je po
prethodnoj lemi G’ < Ker ¢. Kako su i Ker ¢ i G’ normalne podgrupe od G,
po Drugoj teoremi o izomorfizmu sledi da je (G/G’)/(Ker ¢/G") = A, pa je
tako A homomorfna slika od G/G’. t

maksimalna Abelova
homomorfna slika
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Direktni i poludirektni proizvodi grupa

Neka su G1, G grupe. Posmatrajmo direktan proizvod skupova G1 x Gy =
{(g,h) : g € G1,h € G2} inanjemu defini§imo operaciju sa

(a,b)(a',b') = (ad,bV)

za sve a,a’ € Gp, b,b € G, pri ¢emu se na prvoj koordinati primenjuje ope-
racija grupe (G1, a na drugoj operacija grupe (Go. Na ovaj nacin je definisana
nova grupa, (spoljasnji) direktni proizvod G x G2, ¢ija je jedinica (1g,, 1, ),
dok je inverz dat sa (a,b) " = (a~%,b1), pri ¢emu se opet na prvoj koordinati
uzima inverz u grupi G'1, a na drugoj u grupi Go.

Rutinski se pokazuju sledeéa tvrdenja.

Lemad.l. (1) |G x Ga| =|G1|-|Gal.
(2) 0G1xaa(9:h) =[0G, (9), 06, (h)].
(3) Z(G1 x Ga) = Z(G1) x Z(Ga).
DefiniSemo projekcije direktnog proizvoda G = G1 x G4 sa
Gm ={(a,1q,): a € G1} 1 Gmy = {(1g,,b) : b e Ga}.

Zapravo, ovo su slike endomorfizama 7y, w9 proizvoda GG1 X G2 definisanih sa
(a, b)ﬂ'l = (a, 1G2) i ((L, b)ﬂ'Q = (lgl,b) zasvea € G1, b € Go.

36
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Propozicija 4.2. Neka je G = G X Ga.
(1) Gry <GiGm =2 Gizai=1,2,
(2) (Gm)(Gm) =G,

(3) GmyNGmy = E.

Dokaz. (1) Vazi (¢,b)"1(a,1g,)(c,b) = (¢ tac, 1g,) € Gm zasve a,c € Gy,
b € Go; izomorfizam Gm; = G; je datsa ¢ : (a,1lg,) — a, a € Gy. Isto
postupamo i za drugu projekciju.

(2) sledi iz (a,b) = (a,1g,)(1a,, b), a (3) je ofigledno. O

Inspirisan prethodnom propozicijom, prirodno se postavlja sledeci problem:
ako je data grupa G, kada se ona moze “razloziti” u direktan proizvod svojih
podgrupa, tj. kada je G = A x B zaneke A, B < G ? Iz prethodnoj se vidi
da tada A, B moraju biti normalne podgrupe od G koje zajedno generisu G, a
presek im je trivijalan. Zbog toga kazemo da je G unutrasnji direktan proizvod
svojih podgrupa A, B ako vazi:

(1) A,B4G,
(2) AB =G,
(3) ANB=E.

Lema 4.3. Neka je G grupa. Ako su A, B < G takve da AN B = E, tada vaZi
ab=bazasvea c A b€ B.

Dokaz. Zbog uslova normalnosti je
la,b] = a o tab = a7 (b7 ab) = (a7 b 'a)b € AN B.
No, tada mora biti [a, b] = 1, tj. ab = ba. O

Propozicija 4.4. Ako je G unutrasnji direktan proizvod svojih (normalnih) pod-
grupa A, B, tada je G =2 A x B.

Dokaz. Definisimo preslikavanje ¢ : G — A x B sa

96 = (a,b) <= g = ab.

osobine projekcija

unutrasnji direktan
proizvod

unutra$nji direktan
proizvod je
istovremeno i
spoljasnji (i obratno)
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Ova definicija je logicki dobra jer ako imamo neku drugu faktorizaciju tako da
jeab=aiby,a; € A, b € B, tada je

ata; =bb;' € ANB,

pajeata; = bbf1 = 1,t.a = ayib = b;. S druge strane, zbog G = AB
svaki element (G ima faktorizaciju opisanog tipa, $to odmah takode implicira da
je ¢ “na”. Trivijalno, ¢ je injekcija, pa preostaje da pokazemo da je homomor-
fizam. Stoga uoc¢imo g,g91 € G takodaje g = abi gy = a1b1 za a,a; € A,
b, b1 € B. Koristeéi prethodnu lemu, dobijamo:

(991)¢ = (abaibi)¢ = (aa1bb1)¢ = (aar,bb1) = (a,b)(ar,b1) = (9¢)(g19),
Sto je i trebalo dokazati. O

Obratno, spoljasnji direktan proizvod G X G» je istovremeno unutrasnji
direktni proizvod svojih podgrupa Gm; = G1 1 Gma = Ga.

Pojmove spoljasnjeg i unutraSnjeg direktnog proizvoda, kao i odgovarajuca
tvrdenja, moZemo uopstiti i na proizvoljne konacne familije grupa. Spoljasnji
direktni proizvod G = G X - - - x G, datih grupa GGy, . . . , Gy, definisan je prime-
nama operacija odgovarajucih grupa po komponentama. Projekcije definiSemo
kao (1 <i<n)

Gmi ={(lgys---19is---51a,) + gi € Gy}

Sli¢no kao i malopre, vazi Gm; = G;, Gm; < Gi G = (Gmy) ... (Gmy). No,
vaziivise od Gmy N --- N G, = E: imamo da je

Gm;N (G7T1) - (Gﬁi_l)(Gﬂi_H) - (Gﬂ'n) =F

zasve 1 <4 < n. Zato za grupu GG kazemo da je unutra$nji direktan proizvod
svojih podgrupa A;, 1 < ¢ < n, ako vaze sledeci uslovi:

(1) A; <Gzasvel <i<mn,
@) G=A,. . A,
3) AiﬁAl...Ai,lAiH...An:Ezasvelgign.

Na analogan nacin kao i ranije se pokazuje da pretpostavka da je G unutrasnji
proizvod svojih podgrupa A;, 1 <1¢ < n, impliciradaje G = Ay X --- X A,.
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Primer 4.5. Posmatrajmo grupe reda 8 — ve¢ smo upoznali tri takve: jednu
Abelovu, Zg, i dve nekomutativne, D4 i QJg. Sada moZemo konstruisati jo§ dve
Abelove grupe reda 8, naime Zg X Zy4 i Zo X Zgy X Zs. Prva ima element reda
4 (ali ne i reda 8), dok su u drugoj grupi svi elementi reda 2; zbog toga su ovi
proizvodi, zajedno sa Zsg, tri razliite Abelove grupe. Kasnije ¢emo videti da su
ovim grupama iscrpljene (do na izomorfizam) sve grupe reda 8.

Konac¢no, prelazimo na najopstiji slucaj, kada nam je data proizvoljna fami-
lija grupa {G; : i € I}. Tada, naravno, moZemo formirati direktan proizvod
skupova [ [,.; G (koji se sastoji od svih funkcija g : I — | J;c; Gi takvih da je
tg € G; zasve i € I)1inanjemu definisati grupu G sa po-komponentnom pri-
menom operacija, kao i odgovarajuée projekcije G;. Po analogiji sa prethod-
nim slucajevima, ocekivali bismo da ¢e G ispuniti sledece uslove:

(1) Gm; QG zasvei € 1,
2 G= <Uiel Gm>’
3) Gm N <Ujel\{i} G7Tj> = Fzasveic I.

Zaista, nije teSko proveriti da (1) i (3) zaista vazi. Medutim, ukoliko je [
beskonacan skup tada (2) ne vaZzi: sve projekcije generisu pravu podgrupu od G
koja se sastoji od svih funkcija g : I — J;c; G; takvih da je ig # 1, za samo
konacno mnogo vrednosti ¢ € I. Ovu podgrupu éemo zvati diskretan direk-
tan proizvod i nju ¢emo oznacavati sa [ [, ; G, dok ¢emo grupu definisanu na
celom direktnom proizvodu domena grupa G; zvati kompletan direktan proizvod
i oznacavati sa [ [ ; G;. Sada diskretan direktan proizvod moZemo identifiko-
vati sa unutrasnjim proizvodom (analogno ve¢ opisanim tehnikama), dok je tako
nesto nemogude u slucaju kompletnog direktnog proizvoda, bududi da je komp-
letan proizvod beskonacne familije netrivijalnih grupa — neprebrojiva grupa.

Primer 4.6. Kolika razlika moze da postoji izmedu algebarskih svojstava dis-
kretnog i kompletnog direktnog proizvoda pokazuje sledeéi primer. Neka je p;,
7 € N, niz svih prostih brojeva. Defini§imo

G=1[% ic=]] %.
1€EN €N

U G su svi elementi konacnog reda (naime, o(g) = Hig?éo pi), dok G* ima
elemente beskonacnog reda: jedan takav je, na primer, niz ig = 1 zasve ¢ € N.

direktan proizvod
proizvoljne familije
grupa

diskretan i kompletan
proizvod
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Konstrukcija unutrasnjeg poludirektnog proizvoda (podgrupa u datoj grupi
(7) dobija se oslabljenjem uslova koje traZzimo od podgrupa A, B. Naime, kaze-
mo da je G unutrasnji poludirketni proizvod svojih podgrupa A, B, u oznaci
G = A x B (pri ¢emu je redosled navodenja podgrupa bitan!), ako vazi:

(1) B LG,
(2) AB =G,
(3) ANB=E.

Dakle, od podgrupe A vise ne zahtevamo da bude normalna.

Poludirektan proizvod ima i svoju “spoljasnju verziju”. Za tu konstrukciju
su nam potrebne dve grupe (G1, G2, kao i jedan (unapred fiksiran) homomor-
fizam ¢ : G; — Aut(Gz). Sada definiSemo spoljasnji poludirektan proizvod
G1 X4 G2 (u odnosu na ¢) na skupu parova G x G3 sa slede¢om operacijom:

(91, 92)(h1, h2) = (g1h1, [g2(h1)]h2)

za proizvoljne g1, h1 € G1, g2, ha € G2 (primetimo da je h1¢ automrofizam
grupe G2 koji onda deluje na element g3). Na ovaj nacin je zaista dobijena
grupa, ¢iji je jedini¢ni element (1¢,, 1g,), dok je inverz para (g1, g2) jednak
(91,92) 7" = (911,95 H(9190) 7).

Sledece dve propozicije pokazuju ekvivalenciju konstrukcija unutrasnjeg i

spoljasnjeg poludirektnog proizvoda.

Propozicija 4.7. Neka je grupa G unutrasnji poludirektni proizvod svojih pod-
grupa Ai B, G = A x B. Tada postoji homomorfizam ¢ : A — Aut(B) tako
daje G = Axy B.

Dokaz. Posto je B < G, vazi g"'Bg = B za sve g € G, tj. restrikcija unut-
raSnjeg automorfizma o, na B je permutacija i, zapravo, automorfizam pod-
grupe B. Stoga defini§imo a¢p = o,|p za sve a € A. Sli¢no kao i u dokazu
Propozicije 4.4, svaki element g € GG ima jedinstvenu faktorizaciju g = ab tako
dajea € A, b € B, pa definiSimo preslikavanje ¢ : G — A X B sa

gy = (a7 b)

Ve¢ imamo da je 1) bijekcija. Dokazimo da je zapravo posredi izomorfizam
G — A xg B. Neka su g1, g2 € G sa faktorizacijama g = a1by i g2 = agbs.
Tada je

(9192)¢ = (a1bragbe)t = ((ar1az)(ay 'braghs))y = (araz, (b10ay)ba),
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jer je zbog normalnosti B, a, 'b1a; € B. Medutim, desna strana je dalje jed-
naka

(araz, [b1(az2¢)]b2) = (a1, b1)(az, b2) = (919)(g929),

Sto je i trebalo pokazati. 0

Propozicija 4.8. Neka su G1,G2 grupe i ¢ : G1 — Aut(G2) homomorfizam.
Tada je G = G X G unutrasnji poludirekini proizvod od Gy i Ga.

Dokaz. G je o€ito podgrupa od G, ato je i Gms jer je

(161, 92)(1ay, he) = (1Gy, [92(1G, @)|h2) = (1, g2h2).

Stavise, Gmy < G jer je
(g1,92) " (L, h2) (91, 92) = (97 95 (910) ) (g1, [ha(919)]92) =

= (Le1:[92 1 (910) " (910)][h2(919)192) = (LG4, 95 ' [ha(919)]g2)-
Zbog toga je (G1)(Gmy) = G, posto je

(91,162) (1, 92) = (91, [1ao (1ai 9)]g2) = (91, 92).
Najzad, ocigledno je Gm; N Gmg = E. Tako je G = Gy X Ga. O

Primer 4.9. Direktan proizvod (G1 x G2 je specijalan slucaj spoljasnjeg poludi-
rektnog proizvoda G1 x4 G2 kada se za ¢ : G; — Aut(G2) uzme trivijalan
homomorfizam koji svakom elementu (G; dodeljuje identicko preslikavanje na
G. Zaista, tada je

(91,92)(h1, h2) = (g1h1, [92(R19)|h2) = (g1h1, g2h2)

jerje g2(h1¢) = go.

Primer 4.10. Dijedarske grupe D,, predstavljaju tipi¢an primer poludirektnih
proizvoda. Neka je o jedna od osa simetrije pravilnog n-touglai A = (o), a p
rotacija za 2w /n i B = (p). Kako je (D, : B) = 2, sledi B < D,,. Po samoj
definiciji dijedarskih grupa vazi D,, = AB, a ocito je AN B = E. Tako je
D, =Ax B.

Kao spoljasnji poludirektni proizvod, D,, se realizuje kao Zsg X  Zy, (imajuci
uvidudaje A = Zsi B = Z,), gde 0¢ mora biti automorfizam cikli¢ne grupe
Z,, reda 2. Dakle, ako je p(o¢) = p*, tada mora biti

p=plog)? = p,

spoljasnji poludirektan
proizvod je unutrasnji

direktan proizvod kao
specijalan slucaj
poludirektnog

dijedarske grupe su
poludirektni proizvodi
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pan | k2—1,t. k% = 1(mod n). Ova kongruencija ima dva reSenja po modulu
n, naime k = 1 (Sto, kao $to smo videli u prethodnom primeru, daje direktan
proizvod Zs x Z,) ik = —1. Dakle, p(c¢) = p~!, $to znadi da o¢ deluje
na B invertovanjem (Sto je automorfizam od B, jer je B Abelova grupa). Kako
je istovremeno p(c¢) = o 'pc = opo, odmah dobijamo poznatu relaciju
dijedarskih grupa po = op~ 1.



Grupe permutacija i dejstva

5.1 Simetric¢ne i alternativne grupe

Podsetimo se iz uvodne glave da smo sa Sx oznacili grupu svih permutacija
skupa X (bijekcija X — X) u odnosu na kompoziciju preslikavanja, te da smo
tu grupu nazvali simetricna grupa na X. Svaku podgupu G < Sx zovemo
grupa permutacija; ako je pri tome |X| = n, tada je grupa permutacija G
stepena n. Jedan od najosnovnijih rezultata teorije grupa, Kejlijeva* teorema,
pokazuje da su — do na izomorfizam — grupama permutacija iscrpljene sve grupe.

Teorema 5.1 (Kejli). Svaka grupa je izomorfna nekoj grupi permutacija.

Dokaz. Neka je G grupa. Dokazujemo da se ona moZe potopiti u simetricnu
grupu S na svom sopstvenom nosacu. Defini§imo ¢ : G — Sg sa g¢ = p, za
sve g € G, gde je permutacija py na G definisana sa

apg = ag

zasve a € G. (pg je permutacija zbog kancelativnosti u G' i (ag‘l)pg =aza
sve a € (G.) Sada imamo:

al(gh)¢] = apgn = a(gh) = (ag)h = apypr = a(ge)(he)

*Artur Kejli (Arthur Cayley 1821-1895), britanski matematiGar, jedan od osnivala teorije
grupa u savremenom smislu te reci
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Kejlijeva teorema



parnost permutacije

alternativne grupe A,

generatori A,
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zasvea € G, paje (gh)p = (9¢)(h¢). tj. ¢ je homomorfizam. On je injektivan,

Zan > 2iw € S, definiSemo parnost permutacije 7 sa

p(m) = H gm— i7r'

| — 1
1<i<j<n J

Lako se pokazuje da je uvek p(7) € {1,—1}. p(7) zapravo meri parnost broja
inverzija u m — parova (i,7), @ < j, takvih da je 7(i) > 7 (j). Zbog toga za
7 sa osobinom p(7) = 1 kaZemo da je parna permutacija, a u suprotnom je
neparna. Takode se lako uoCava da je proizvod dve parne permutacije ponovo
parna permutacija (zapravo, p je homomorfizam sa S,, na grupu Z* = Zs i
parne permutacije ¢ine jezgro tog homomorfizma), pa tako parne permutacije
¢ine (normalnu) podgrupu od S,, indeksa 2. Tu podgrupu oznacavamo sa A, i
zovemo alternativna grupa (stepena n).

Tipian primer parne permutacije je 3-ciklus (abc), a < b < ¢, bududi da
on ima dve inverzije: (b, c) (koji se slikau (¢, a)) i (a, c) (koji se slika u (b, a)).
Medutim, 3-ciklusi imaju posebnu ulogu u alternativnim grupama A,,: oni je
generiSu. Zapravo, vredi i nesto jace tvrdenje.

Lema 5.2. Ciklusi 7, = (12k), 3 < k < n, generisu A,

Dokaz. Najpre, lako se vidi da je grupa A,, generisana svim dvostrukim proiz-
vodima transpozicija (ab)(cd) (ovo se moZe pokazati, na primer, indukcijom po
broju inverzija u posmatranoj parnoj permutaciji 7). Zbog toga ¢emo najpre
pokazati da se svaki 3-ciklus moZe dobiti kao proizvod ciklusa oblika 7y, a
zatim i da je svaki dvostruki proizvod transpozicija proizvod 3-ciklusa.

Zaista, neposrednim racunom permutacija se dobija da vazi

(1ab) = (1a2)(12b) = (12a)%(12b), (2ab) = (12a)(1b2) = (12a)(12b)?,

(abc) = (12a)(12b)%(12¢)(12a)*

za sve medusobno razliCite a, b, ¢ > 3. S druge strane, za razlicite a, b,c,d > 1
imamo

(ab)(ac) = (abe)

(ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(cd) = (bac)(cbd),
pa lema sledi. O
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Lema 5.3. Neka je H < A, n > 3. Ako H sadrZi 3-ciklus, tada je H = A,,.

Dokaz. Pretpostavimo da (abc) € H. Neka je 7 proizvoljna parna permutacija
koja a slika u 1, b slika u 2, a ¢ u 3; tada je (123) = 7~ (abc)r € H, kao
i (213) = (123)% € H. No, tada se i svi konjugovani elementi ciklusa (213)
nalaze u H. Odaberimo ¢ = (12)(3k) za k > 4 i primetimo da je o parna
permutacija; tada je 0~ 1(213)0 = (12k) € H. Medutim, po prethodnoj lemi,
ovi ciklusi zajedno sa (123) generiSu A,,, paje H = A,,. O

Sledeci rezultat ilustruje veliki znacaj alternativnih grupa u teoriji grupa.
Teorema 5.4. Za sve n > 5, grupa A, je prosta.

Dokaz. Pretpostavimo da je H netrivijalna normalna podgrupa od A,,. Neka je
pri tome 7 € H netrivijalna permutacija sa maksimalnim brojem fiksnih tacaka
od svih permutacija koje pripadaju H. Dokazaéemo da je 7 3-ciklus, do¢im
teorema onda sledi direktno iz prethodne leme.

Pretpostavimo suprotno. Tada se u ciklusnoj reprezentaciji 7 (tj. u razla-
ganju na disjunktne cikluse) javljaju bar Cetiri simbola. Bez umanjenja opstosti,
moZemo pretpostaviti (uz preimenovanje elemenata osnovnog skupa, po potre-

bi) da su fiksne tacke permutacije 7 bas k + 1, ..., n, te da su disjunktni ciklusi
7 definisani na uzastopnim elementima koji zajedno ¢ine skup {1,...,k}. Pri
tome je k > 4.

Posmatramo dva slucaja: prvi je kada 7 sadrZi bar jedan ciklus duZzine bar
3, a drugi kada je 7 proizvod transpozicija. U oba slucaja ¢emo koristiti ciklus
o= (345) € A,,.

U prvom slu€aju moZemo pisati, bez umanjenja opstosti,

= (12...m)7’

zanekom > 3, pri femu je ilim > 4, ilim = 3 i 7' # id, (tako da 4 nije
fiksna tacka od 7'). Sada je zapravo k > 5, buduéi da je slu¢aj k = 4 nemogu¢:
(1234) nije parna permutacija. Posmatrajmo sada permutaciju o~ *ro7~! € H.
Zasvel <i<n—kvazi

(k+i)o tror ™t =k +1,

jer je k + ¢ fiksna tacka kako od 7 tako i od o. Medutim, posSto je 17 =21 1,2
su fiksne tacke od o, sledi

lo lror 1 =1.

A, su proste grupe
zasven > 5



beskonacne proste
grupe
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1 1

Drugim re¢ima, o~ *7o7~ " ima viSe fiksnih tacaka od 7, pri ¢emu nije u pitanju
identicka permutacija jer je 2017071 € {1, 3}. Kontradikcija.

Preostaje da se razmotri drugi slucaj kada je
7= (12)(34)7

za neki proizvod transpozicija 7. Ako je on trivijalan (tj. & = 4), tada je

o~ lror™1 = (345) € H, paimamo kontradikciju. Ako je pak

T = (12)(34)(56)7",

tadaje 0~ '7o7~! = (35)(46), a to je ponovo permutacija sa vise fiksnih tadaka
(naime, n — 4) nego 7, §to je nemoguce.
Prema tome, 7 mora biti 3-ciklus, pa je teorema dokazana. O

Zapravo A, je uvek prosta grupa osim u slucaju n = 4: A; i Ay su trivi-
jalne grupe i Az = Zs. Medutim, A4 ima normalnu podgrupu K = Vj koju
smo videli u Primeru 3.14 koju ¢ine identicka permutacija i dvostruki proizvodi
ciklusa (12)(34), (13)(24), (14)(23) (ta podgrupa je zapravo normalna u celoj
simetri¢noj grupi S3). Grupa A4 jereda 12,a A4/ K = Zs: koseti su K, K (123)
i K(132).

Posledica 5.5. Za sve n > 5vazi S, = A, = A,,.

Dokaz. Najpre, posto je A,, prosta po prethodnoj teoremi, izvodna grupa A/,
moZe biti samo F ili A,; medutim, prvi slucaj otpada posto A,, nije Abelova.
Zato je Al, = A,,, odakle odmabh sledi da A,, < S/,. Medutim, po Posledici 3.33
znamo da je S,,/S], maksimalna Abelova homomorfna slika grupe S,,. Buduéi
da S,, ima homomorfizam na Z, (naime, parnost p), sledi da je (S, : S})) > 2,
pamora biti S}, = A,,. O

Alternativne grupe nam, zajedno sa sledeéim tvrdenjem, sada omoguéavaju
da konstruiSemo primer beskonacne proste grupe.

Propozicija 5.6. Neka je G grupai {H, : « € I} lanac njenih podgrupa (Sto
znaci da je I linearno ureden skup i o, 3 € I, oo < 3, povlaci da je H, C Hg)
takav da je G = \J,c; Ha- Ako su sve grupe H, proste, tada je i G prosta
grupa.
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Dokaz. Nekaje E # H < G. Tadaje HN H, < H, zasve a € I, paje
HNH,=Fili HnNH, = H,, posto je H,, prosta grupa. Medutim, zbog

H=HnG=Hn|]JH,=|JHNH,)

acl ael

mora postojati 5 € I takoda H N Hg # E, tj. H N Hg = Hg. No, sada za
sve v > (3 ne moZe biti H N H, = E, paje H N H, = H,; drugim recima,
H, C H.Otudaje G C H, odnosno H = G. OJ

Primer 5.7. Posmatrajmo simetricnu grupu Sy. Sada se svaka alternativna
grupa A,, moZe identifikovati sa podgrupom A’ < Sy putem potapanja 7 — T,

gde je
A~ {iﬂ' 1< n,
T = i .
T 1>n.

Sada podgrupu od Sy datu sa

ANZUA;;

n>1

zovemo beskonacna alternativna grupa. Kao direktnu posledicu Teoreme 5.4 i
prethodnog rezultata dobijamo da je Ay prosta grupa. Primetimo da svaki njen
konacan podskup pripada (konacnoj) grupi A} za dovoljno veliko n; zato je
svaka konacno generisana podgrupa od Ay konacna, tj. Ay je lokalno konacna.
Odatle sledi da Ay ne moze biti kona¢no generisana. Medutim, postoje kona¢no
generisane beskonacne proste grupe.

5.2 Dejstvo grupe na skup

(Desno) dejstvo grupe GG na neprazan skup X je preslikavanje 6 : X x G —
X (pri ¢emu, radi preglednosti, (z,g)f ponekad kraée piSemo kao z9) koje
zadovoljava uslove

(@)" = 2"

r =X

zasve x € X, g,h € G. Pojam dejstva grupe GG na X ekvivalentan je kon-
ceptu homomorfizma G — Sx (permutacijske reprezentacije grupe G na X) u
slede¢em smislu.

dejstvo grupe na skup



dejstvo grupe GG na
skup X ekvivalentno je
homomorfizmu

G — Sx

orbite dejstva

tranzitivnost dejstva,
odnosno grupe
permutacija

48 GLAVA 5:  Grupe permutacija i dejstva

Propozicija 5.8. Za svako dejstvo 0 grupe G na skup X, preslikavanje ¢ : G —
Sx definisano sa

2(99) = x7

Jje homomorfizam grupa. Obratno, za svaki homomorfizam ¢ : G — Sx, pres-
likavanje 0 : X x G — X dato sa (x, g)0 = x(g¢) je dejstvo G na X.

Dokaz. Najpre, uocimo da je za sve g € G, funkcija x — 29 (tj. g¢) zaista
permutacija skupa X : ovo zaklju¢ujemo na osnovu (z9)9 " = (29 )9 = 21 =
r, zbog Cega je (gp)(g'd) = (g7 1¢)(g¢) identicko preslikavanje na X. Sada
za proizvoljno z € X vazi

z[(99)(he)] = (29)" = 29" = [(gh)¢),

paje (gh)p = (9¢)(ho), tj. ¢ je homomorfizam.
Obratno, ako je dat homomorfizam ¢ : G — Sy, tada je

((z,9)0,h)0 = x(9¢)(h¢) = x((gh)¢) = (x,gh)0
zasver € Xig,h € G, kaoi (z,1)0 = z(1¢) = z, pa je 0 dejstvo. O

Neka je G grupa i 6 njeno dejstvo na skup X. Na skupu X definiSemo
relaciju ~ na slede¢i nacin:

x~y<=y=azanekog € G.

Lako se pokazuje da je ~ relacija ekvivalencije na X . Klasu ekvivalencije ele-
menta z € X zovemo orbita od x i oznatavamo sa 2:C. Dakle,

2% ={z9: g€ G}.

Dejstvo 8 je tranzitivno ako ima tacno jednu orbitu. Analogno, za grupu
permutacija G < Sx (koja na prirodan nacin deluje na skup X putem trivi-
jalnog potapanja idg : G — Sx) kaZzemo da je tranzitivna ako za sve z,y € X
postoji o € G tako da je xo = y. Opéstije, G je n-tostruko tranzitivna ako za
sve n-torke (z1,...,2n), (Y1, ..., yn) razli¢itih elemenata iz X postoji 0 € G
tako da je z;0 = y; zasve 1 < ¢ < n. Na primer, S,, je n-tostruko tranzi-
tivna grupa na {1,...,n} (Sto je samo drugi nadin da se kaze da S,, sadrzi sve
permutacije na n-elementom skupu), dok je A, (n — 2)-tostruko tranzitivna na
istom skupu: ako imamo medusobno razliite zy, ..., Z,—_2 kao i medusobno
razli¢ite yq, . . . , yp—2 tada parcijalnu injekciju x; — y;, 1 <7 < n —2 moZemo
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pro§iriti do permutacije na tatno dva nacina, od kojih ¢e jedan biti parna, a drugi
neparna permutacija.
Zaz € X, skup
Gy ={9g€eG: 9=z}

nazivamo stabilizator elementa x.
Propozicija 5.9. Neka je G grupa i 0 njeno dejstvo na skup X. Tada je za sve

re X, G, <G, ivaZi
129 = (G : G,).

Dokaz. Kako je ' = x, to je 1 € G,. Dalje, neka je g,h € G,. Tada
je x9h = (29)" = 2" = z, pa gh € G,. Takode, z 29" je inverzno
preslikavanje permutacije x — x9, pa x9 = x povlaci P tj.g7! € G,.
Zbog toga je G < G.

Definigimo sada preslikavanje ¢ : 2 — {G,g: g € G} sa

29 = Gpyg.

Ovo preslikavanje je dobro definisano, jer 29 = z" implicira 29 = g, tj.
gh™! € G, Gpg = G, h. Buduéi da vazi i obratan lanac implikacija, sledi da
je ¥ injekcija, a ocito je da je ¢ “na”. O

Posledica 5.10. Ako je G grupa permutacija stepena n koja je k-tostruko tran-

k! (Z) | 1G].

Specijalno, red svake tranzitivne grupe permutacija stepena n je deljiv sa n.

zitivna, tada

Dokaz. Neka je
Xy ={(x1,...,2): i £ =z #x;} C X
Tada G deluje na skup Xj dejstvom 6, datim sa
((z1,...,2), )0k = (17, ..., xT).
Po prethodnom tvrdenju,
Gl = (21, 20) - |Gy,

Medutim, zbog uslova k-tostruke tranzitivnosti imamo da je (x1,...,2;)¢ =
X, pa dobijamo traZeni rezultat iz | X;| = n(n—1)... (n—k+1) = k!(}). O

stabilizator

kardinalnost orbite

rezultat o redu
tranzitivnih grupa
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Jezgro dejstva 0, Ker 0, definiSemo kao jezgro pridruZenog homomorfizma
¢ u smislu Propozicije 5.8: u pitanju su svi elementi g € G takvi da je x — 9
identicko preslikavanje (tj. presek svih stabilizatora). Po Teoremi o homomor-
fizmu, G/ Ker 6 se potapa u Sx.

Primer 5.11. Neka je GG grupa i € njeno dejstvo na sopstveni domen definisano
sax9 = g~ lxg — ovo je dejstvo konjugovanjem (lako se proverava da su uslovi
za dejstvo zaista zadovoljeni). Tada se jezgro ovog dejstva poklapa sa centrom
Z(G), jerje z9 = x za sve x € G ako i samo ako zg = gz za sve x € G ako i
samo ako g € Z(G).

Orbite ovog desjtva su

2 ={gl2g: g G} =7,
dakle, klase konjugovanosti. Stabilizator elementa x je
Go={9geG: glag=a}={g€G: gz =uzg},
tj. poklapa se sa centralizatorom C'(x).

Primer 5.12. Jos jedan prirodan primer dejstva grupe je koset dejstvo, gde grupa
G deluje na skup {Ha : a € G} desnih koseta neke podgrupe H < G. Pri
tome je

(Ha)? = Hag.

Odredimo jezgro ovog dejstva. Imamo da g € Ker# ako i samo ako je
Hag = Hazasve a € G, a §to je ekvivalentno sa aga™! € Htj. g € a 'Ha
za sve a € G. Prema tome, Kerf = core(H) — jezgro koset dejstva je srz
podgrupe H.

Pored toga, svako koset dejstvo je tranzitivno, buduéi da je orbita koseta
H = H1jednaka H® = {Hg: g € G}, skupu svih desnih koseta od H.

Propozicija 5.13. Neka je G prosta grupa i H njena prava podgrupa. Tada je
G izomorfna grupi permutacija skupa desnih koseta {Ha : a € G}.

Dokaz. Posmatrajmo koset dejstvo 6 grupe G u odnosu na H. Posto je grupa
G prosta, to je core(H) = E = Ker 6. Zbog toga se G potapa u Sx, gde je
X ={Ha: a€G}. O

Ovo tvrdenje povlaci da proste grupe ne mogu imati “velike” prave pod-
grupe, i to u slede¢em smislu.
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Posledica 5.14. Ako je G prosta grupa i H < G takva da je (G : H) = n tada
je |G| < n! (Stavise, |G| | n!).

Posledica 5.15 (n!-teorema). Ako grupa G ima podgrupu H indeksa n, tada
ima i pravu normalnu podgrupu indeksa najvise n!.

Primer 5.16. Po Teoremi 5.4, grupa A,, je prosta za n > 5. Dakle, ako je
H < A, prava podgrupa, tada je (A,, : H) > n, jer bi u suprotnom bilo
|Ap| = in! < (n — 1)! - kontradikcija.

Ovaj odeljak zavr§avamo rezultatom koji daje broj orbita dejstva konac¢ne
grupe na skup.

Propozicija 5.17 (Bernsajdova® lema). Neka je G konacna grupa koja deluje
na skup X (putem ), i oznacimo Fix(g) = {x € X : 29 = x} za proizvoljno
g € G, skup svih fiksnih taCaka dejstva elementa g na X. Tada je broj orbita
dejstva 0 jednak

1 1 .
o€ we XH = 1o 3 1Gal = 1 3 [Fix(o)]
’ |:Jc€X | ’gEG

Dokaz. Po Propoziciji 5.9 imamo da je za proizvoljno z € X kardinalnost
njegove orbite |2¢| = (G : G,) = |G|/|G,|. Prema tome, |G| = |G|/|z%

pa o
G
S (Gl = |acG||LEG'| e

yexC

)

Otuda sleda da je Y, ¢ |G.| = |G| - [{z% : z € X}|, pa neposredno sle-
di prva jednakost. Druga jednakost je direktna posledica od }° .y |G| =
>_gec Fix(g)], $to odmah uvidamo da vaZi buduci da obe sume izraZavaju kar-
dinalnost skupa {(z,9) € X x G : 29 = z}. O

>Vilijam Bernsajd (William Burnside, 1852—1927), britanski matematiar

n!-teorema

Bernsajdova lema o
broju orbita dejstva
konacne grupe



Kosijeva lema

Teoreme Silova

6.1 Teoreme Silova

Po Lagranzovoj teoremi, ako je H podgrupa grupe G reda n, tada red |H| deli
n. U opStem slucaju, ne vazi obrat ovog tvrdenja (“ako k | n = |G| tada G
ima podgrupu reda £”); najjednostavniji kontraprimer je grupa A4 koja je reda
12, ali nema podgrupu reda 6. Ipak, pitanje kada konacna grupa ima podgrupu
odredenog reda (kao i Zelja za stvaranjem “kataloga” svih konaénih grupa, do
na izomorfizam) u ogromnoj meri je motivisalo razvoj teorije kon¢nih grupa.
Uz odredena ogranicenja u odnosu na k i n svaka grupa reda n ipak ima pod-
grupu reda k — na ovaj nacin su nastale tzv. teoreme Silova®. Medutim, istorijski
gledano, prvi rezultat u opisanom pravcu je sledeci.

Lema 6.1 (Kosijeva lema). Neka je G konacna grupa i p prost broj takav da
p | |G|. Tada G ima element reda p.

Dokaz. DefiniSimo sledeci podskup od GP:

A:{(gla"-,gp): glgpzl}

®Ludvig Silov (Peter Ludwig Mejdell Sylow, 1832-1918), norveiki matematiar; poznat
izmedu ostalog i po tome S$to je zajedno sa Sofusom Lijem (Marius Sophus Lie, 1842-1899)
sredio 1 objavio sabranu matemati¢ku zaostavstinu N. H. Abela.

52
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Ovaj podskup je kardinalosti |G'|P~! buduéi da se lako pokazuje da je preslika-
vanje 1 : GP~! — A dato sa

(91s- - gp-1)¥ = (915 Gp—1, (91 - gp—1) )

bijekcija. ZakljuCujemo da je | A| deljivo sa p.
DefiniSimo sada preslikavanje m : G — G? sa

(917927 v 7gp)7r = (927 v 7gp7gl)'

Kako xy = 1 povlaci yx = 1 u svakoj grupi, vazi da je Am C A, pa umesto
preslikavanja m moZemo posmatrati njegovu restrikciju na A (§to ¢emo i Ciniti
u ostatku dokaza). Lako se sada vidi da je 7 permutacija od A, a o€ito je da vazi
P =1idy.

Konacno, definiSimo sada dejstvo cikli¢ne grupe Z, na skup A odredeno
homomorfizmom (koje je zapravo potapanje) ¢ : Z, — S, koji generator Z,
slika u 7; dakle 10 = 7 i stoga nf = 7" za sve 0 < n < p. Stabilizator svake
p-torke iz A je podgrupa od Z,, tako da je on ili 1-elementna podgrupa ili celo
Zy. 1z Propozicije 5.9 sledi da svaka orbita posmatranog dejstva ima ili 1 ili p
elemenata.

Pretpostavimo da imamo tacno k orbita, od kojih su j jednoelementne. Kako
orbite ¢ine particiju skupa A, zakljuéujemo da vazi

Al =7+ p(k — j).

Sledi da p | j. Medutim, pri tome mora biti j > 1, jer postoji bar jedna p-torka
iz A sa jednoelementom orbitom: to je, na primer, (1,1,...,1). Otuda je j >
p > 2, pa postoji bar joS jedna p-torka sa jednoelementnom orbitom. U toj p-
torci su sve cikli¢ne permutacije jednake, pa ona mora biti oblika (g, g, ..., g).
Kako ona pripada A, sledi da je g” = 1, tj. o(g) = p. O

Za prost broj p, grupa G je p-grupa ako za svako g € G (g # 1) postoji
n > 1 tako da je o(g) = p". Kosijeva lema nam omogudava da opisemo redove
konac¢nih p-grupa.

Lema 6.2. Neka je p prost broj. Konacna grupa je p-grupa ako i samo ako je
|G| = p" za nekon > 1.

Dokaz. (=) Neka je g prost broj, ¢ # p. Ako bi g | |G|, tada bi po Kosijevoj
lemi (G imala element reda ¢, $to je suprotno definiciji p-grupe. Dakle, p je
jedini prost faktor broja |G|, paje |G| = p™ za neko n. Obrat (<) sledi direktno
iz LagranZove teoreme. O

p-grupe
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Primer 6.3. Za sve proste brojeve p postoje i beskonacne p-grupe. Najpoz-
natiji primer su Priferove’ ili kvaziciklicne grupe Zp, podgrupe multiplika-
tivne grupe C* kompleksnih brojeva odredene sa

{zeC: 2*" =1zanekon > 1}.

I ovu grupu (slicno beskonacnoj alternativnoj grupi) moZemo dobiti kao uniju
beskonacnog lanca cikli¢nih podgrupa (reda p™) od C*. Takode, Z je primer
beskonacne grupe u kojoj je svaka prava podgrupa konacna: naime, vaZzi da je
Zp~ generisana svakim svojim beskona¢nim podskupom, dok je (A) = Z,» za
svaki konacan skup A njenih elemenata u kojem je maksimalni red elementa
jednak p™.

Prva teorema Silova predstavlja sustinsko pojacanje KoSijeve leme.

Teorema 6.4 (Prva teorema Silova). Neka je G konacna grupa, |G| = p"k, gde
je p prost broj i n,k > 1 takvi da p 1 k (dakle, izdvojili smo najvisi stepen kojim
p deli |G|). Tada G ima podgrupu reda p™.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po redu grupe G. Kao baza indukcije
mogu nam posluziti slucajevi n = 1, odnosno k = 1. Slucaj k = 1 je trivi-
jalan, dok u slucaju n = 1 tvrdenje sledi iz KoSijeve leme. Zato pretpostavimo
da tvrdenje teoreme vaZi za sve grupe reda prE gdejeili 1l < n' < n,ili
1 <K <k (pri Cemu p 1 k).

Ako G ima pravu podgrupu H takvudap{ (G : H), tadaiz |H|(G : H) =
|G| = p"k sledi da je |[H| = p"k’. Kako p 1 K/, po induktivnoj pretpostavci
sledi da H ima podgrupu reda p” koja je, naravno, podgrupaiu G.

U suprotnom, za sve prave podgrupe H od G vazi p | (G : H). Tada
klasovna jednacina povladi da je red centra Z(G) deljiv sa p, pa po Kosijevoj
lemi postoji @ € Z(G) tako da je o(a) = p. Ako je K = (a), tada je K <
Z(G) istoga K < G. Pored toga, vazi |G/K| = p" 1k, pa po induktivnoj
pretpostavci G /K ima podgrupu W reda p"~!. Po Teoremi o korespondenciji,
H = WV[_(I (gde je vk : G — G/K prirodni homomorfizam) je podgrupa
od G zakojuvazi K < Hi H/K = W, paje |H| = p". Time je okonCan
induktivni dokaz. O

Ako je G konacna grupa takva da je |G| = p"k, gde je n,k > 1ip ¢t k,
tada svaku podgrupu od G reda p" zovemo p-podgrupa Silova od G. Prema

7Hajnc Prifer (Ernst Paul Heinz Priifer 1896-1934), nemacki matematicar)



6.1 Teoreme Silova 55

tome, prethodna teorema tvrdi da p-podgrupe Silova grupe G postoje za svaki
prost broj p koji deli red |G|. Kasnije éemo pokazati (u Drugoj teoremi Silova)
da su p-podgrupama Silova iscrpljene sve maksimalne p-podgrupe od G, §to
daje alternativnu definiciju p-podgrupa Silova. No, najpre nam treba pomo¢no
tvrdenje.

Lema 6.5. Neka je P p-podgrupa Silova konacne grupe G, a H neka njena
p-podgrupa. Tada je H < N(P) ako i samo ako je H < P.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je H < N(P). Tadaje hP = Phzasve h € H,
paje HP = PH podgrupa od G. Stavise, P < HP (jer je HP < N(P)).
Po Prvoj teoremi o izomorfizmu (u odnosu na grupu HP)je HNP < H i
HP/P=H/HNP,paje

[H|-|P|

|HNP|

Kakoje HNP < H, HNP je p-podgrupa od G. Iz gornje jednakosti sada sledi
da je i HP p-podgrupa od GG. No, s druge strane imamo P < H P, pri ¢emu je
P p-podgrupa Silova od G, pa mora biti HP = P. Otuda je |H| = |H N P, pa

kako se radi o kona¢nim grupama, dobijamodaje H = HN P, tj. H < P.
(«=) Trivijalno, bududi da je P < N(P). O

HP| =

Teorema 6.6 (Druga teorema Silova). Neka je p prost broj i G konacna grupa,
|G| = p"k za neke n,k > 1 takve da p 1 k.

(i) Svaka p-podgrupa od G sadrZana je u nekoj p-podgrupi Silova od G.
(ii) Svake dve p-podgrupe Silova od G su konjugovane.

(iii) Broj svih p-podgrupa Silova od G je s, = (G : N(P)), gde je P
proizvoljna p-podgrupa Silova. Pri tome je s, = 1(mod p)i s, | k.

Dokaz. Ako je P p-podgrupa Silova od G, tada za prozivoljno g € G imamo
g 'Pg < Gilg~'Pg| = |P|, pajei g 'Pg takode p-podgrupa Silova od
G. Zbog toga, G deluje konjugovanjem na skup A = {g~'Pg : g € G};
preciznije, dejstvo je dato sa

(97" Pg,a)0 = a"' (g~ Pg)a = (g9a)~' Pga.

Jedina orbita ovog dejstva je (¢ Pg)® = {(ga) ' Pga: a € G} = A, paje 0
tranzitivno dejstvo. Stabilizator elementa g~ ! Pg je

{a€@G: (ga) ' Pga=g 'Pg} = N(g~'Pg).

druga teorema Silova
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Neka je sada H proizvoljna p-podgrupa od G, i neka je 6y restrikcija dejstva
¢ na podgrupu H. Ako sa H,-1p, oznaCimo stabilizator elementa g 'Pgec A
u odnosu na 6y, po Propoziciji 5.9 imamo

’(g_lpg)H‘ = (H : Hg*1P9)7

Sto znaci da su sve orbite dejstva 6y ili jednoelementne, ili kardinalnosti koja
je deljiva sa p. Pri tome je orbita |(g~'Pg)!!| jednoelementna ako i samo
ako je (ga)"'Pga = g~'Pg za sve a € H, §to je pak ekvivalentno sa H <
N(g~'Pg). Po prethodnoj lemi, poslednja inkluzija vazi ako i samo ako je
H < g~ 'Py.

Kako orbite od 0 ¢ine particiju skupa A, sledi da je

|A|=|{g'Pg: H < g 'Pg}|(mod p).

Pri tome, primetimo da gornja kongruencija vazi za proizvoljnu p-podgrupu H
od G (pa tako imamo slobodu da je po Zelji variramo). Tako, ako odaberemo
H = P, odmah sledi da je

|A| = 1(mod p),

jer P < g~'Pgimplicira P = g~ Pg, paje {g"'Pg: P < g 'Pg} = {P}.
Zbog toga, za bilo koju p-podgrupu H < G vazi

{g~'Pg: H < g 'Pg}| = 1(mod p).

To, izmedu ostalog, zna¢i da je skup {g~'Pg : H < g~!Pg} neprazan, ¢ime
je stavka (i) dokazana: postoji (bar jedna) p-podgrupa Silova g~ Pg < G koja
sadrzi H.

Ako su sada P, () proizvoljne p-podgrupe Silova od G, po prethodno doka-
zanom postoji g € G tako da je Q < g~!Pg. Medutim, kako je |Q| = |P| =
lg~1 Pg|, ovo je moguée samo ako je Q = g~ ' Pg. Dakle, vazi (ii): svake dve
p-podgrupe Silova grupe GG su konjugovane.

Najzad, primetimo da je s, zapravo kardinalnost jedinsvene orbite PG =A
tranzitivnog dejstva 6 grupe G na A, s, = |A|. Po Propoziciji 5.9 imamo
sp = (G : Gp) = (G : N(P)), posto smo ve¢ dokazali da je stabilizator
od P ba§ N(P). Odavde sledi da s, | p"k = |G|, a ve¢ smo pokazali da je
sp = 1(mod p). Zbog toga s, | k, pa vazi (iii). O

Primer 6.7. Ako je p prost broj koji deli red grupe G, tada vazi s, = 1 ako i
samo ako postoji jedinstvena p-podgrupa Silova P < G. Stavie, po prethodnoj
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teoremi (stavka (ii)) mora biti P < G. Zbog toga u svakoj Abelovoj grupi G
imamo s, = 1 za sve proste brojeve p koji dele |G|. Medutim, postoje i druge
grupe u kojima vazi ovaj uslov; zapravo, u klasi konacnih grupa ovaj uslov
karakteriSe tzv. nilpotentne grupe kKoje ¢emo izucavati u Dodatku E.

Konstatacija iz prethodnog primera (s, = 1 = jedinstvena p-podgrupa
Silova je normalna u () daje jednu od mnogih primena teorema Silova: buduci
da one pruzaju mogucénost za nalaZenje netrivijalnih normalnih podgrupa pos-
matrane konac¢ne grupe, one se mogu iskoristiti za dokazivanje da grupe odrede-
nog reda ne mogu biti proste. Ovakav nacin primene teorema Silova ilustrujemo
kroz sledeca dva tvrdenja.

Propozicija 6.8. Neka su p,q dva razli¢ita prosta broja i G grupa reda p?q.
Tada G nije prosta.

Dokaz. Koriste¢i Drugu teoremu Silova dobijamo da je s, € {l,q} i s, €
{1, p, p2}. Ako je s, = 1ili s; = 1, dokaz je zavrSen, jer smo nasli netrivijalnu
normalnu podgrupu od G. Zato pretpostavimo da je s, = qi s, € {p, p*}. Tada
je ¢ = 1(mod p), paje ¢ > p, Sto odmah onemogucava slucaj s, = p (jer bi
tada bilop = 1(mod q)istogap > ¢). Prema tome, vazi s, = p* = 1(mod q);
drugim re¢ima, ¢ | p2 — 1 = (p — 1)(p + 1). Ponovo, ne moZe biti ¢ | p — 1,
paq|p+1,zbogcegajeq < p-+ 1. Kakojep < ¢,sledidajeq =p+1,t.
p=2,q=3.

Znadi, preostaje razmatranje grupa reda 12 (kompletna klasifikacija ovih
grupa bice izvrSena nesSto kasnije, u Odeljku 6.6). Zapravo, zanima nas da li
je moguée da je pri tome so = 31 s3 = 4. Neka su @1, @2, @3, Q4 3-pod-
grupe Silova grupe G reda 12. One su cikli¢ne grupe reda 3, pa za i # j vazi
Qi N Q; = E, zbog Cega je |Q1 U Q2 U Q3 U Q4] = 9. (Drugim re¢ima, G
ima 8 elemenata reda 3.) S druge strane, ako je P bilo koja 2-podgrupa Silova
od G, tada je |P| = 4 i svi njeni nejedini¢ni elementi su reda 2 ili 4. To mogu
biti samo preostala 3 elementa grupe G, pa sledi da je 2-podgrupa Silova od G
jedinstvena, $to je u suprotnosti sa so = 3. Kontradikcija. O

Sli¢nim metodama se mozZe pokazati da ne postoje proste grupe reda 40,
56, 70, ... Zapravo, najmanja nekomutativna prosta grupa ima red 60, i jedan
primer je As. Za kraj ovog odeljka dokazujemo da drugih prostih grupa reda 60
nema.

Propozicija 6.9. A5 je (do na izomorfizam) jedina prosta grupa reda 60.

grupe reda p*q nisu
proste

As je jedina prosta
grupa reda 60
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Dokaz. Neka je G prosta grupa reda 60. Posto je 60 = 22 -3 -5, to G ima
p-podgrupe Silova za p = 2,3,5. Odmah imamo da je s, # 1, jer bi u suprot-
nom odgovarajuca p-podgrupa Silova bila normalna, §to je u suprotnosti sa pret-
postavkom da je G prosta.

Najpre, iz Druge teoreme Silova je s5 = 1(mod 5) i s5 | 12, pa mora
biti s5 = 6. Kako su sada 5-podgrupe Silova cikli¢ne, one po parovima imaju
trivijalan presek, Sto znac¢i da imamo ukupno 24 elementa reda 5.

Dalje, imamo s3 = 1(mod 3) i s3 | 20, §to znali da je s3 € {4,10}. Ako bi
bilo s3 = 4, tada bi za neku 3-podgrupu Silova P od G vazilo (G : N(P)) = 4,
tj. G bi imala podgrupu indeksa 4. No, tada bi po Posledici 5.14 bilo |G| <
4! = 24, kontradikcija. Dakle, s3 = 10, pa ponovo zbog cikli¢nosti 3-podgrupa
Silova dobijamo da GG ima ta¢no 20 elemenata reda 3.

Nas cilj je sada da pokaZzemo da G ima podgrupu H indeksa 5 (tj. reda 12).
Objasni¢emo najpre zasto to okoncava dokaz propozicije. Naime, po Propozi-
ciji 5.13, G je tada izomofna grupi permutacija (5-elementnog) skupa koseta
{Ha : a € G}. Drugim reima, postoji potapanje ¢ : G — Sj, te je stoga
G ¢ podgrupa od S5 (indeksa 2). Primetimo da je element grupe S5 reda 3 ako
i samo ako je u pitanju 3-ciklus, kojih ima 2 - (g) = 20. Medutim, ve¢ smo
ustanovili da G sadrzi 20 elemenata reda 3, pa isto vazi i za G¢. Zbog toga,
(¢ sadrzi sve 3-cikluse, pa kako oni generiSu As, sledi da je As; < G¢. No,
|As| = 60 = |G| = |G¢|, patada mora biti G¢ = A, tj. G = As.

Posmatrajmo sada ss — broj 2-podgrupa Silova od GG. Ovo je neparan broj
veci od 1 koji deli 15. s2 = 3 je nemoguce ponovo zbog Posledice 5.14, pa je
zato so € {5,15}. Ako je so = 5, dokaz je zavrsen, jer je tada po Drugoj teo-
remi Silova normalizator N (P) bilo koje 2-podgrupe Silova P < G podgrupa
indeksa 5. Prema tome, preostaje da se razmotri slucaj so = 15.

Primetimo najpre da su 2-podgrupe Silova od G reda 4. Ako bi one sve
imale po parovima trivijalan presek, tada bi grupa GG imala ta¢no 45 elemenata
reda 2 i 4, pa bi ukupno imala bar 1 + 24 + 20 + 45 = 90 elemenata. Dakle,
postoje 2-podgrupe Silova P, () od G koje imaju netrivijalan presek D = PN Q)
(reda2). Sadaje D I PiD <Q,t. P< N(D)iQ < N(D), odakle je

K = (PUQ) < N(D).

Drugim re¢ima D < K. Kako je G prosta grupa, to je D 4 G, pa je zato
K # G. Red |K| > 4 je deljiv sa 4, a deli 60 i pri tome je razli¢it od 60; znadi,
|K| € {12,20}. No, slu¢aj |K| = 20 odmah otpada jer smo ve¢ konstatovali
da G nema podgrupu indeksa 3; zato je |K| = 12, tj. (G : K) = b, §to se i
trazilo. O
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6.2 Konacne Abelove grupe

U ovom odeljku dajemo precizan strukturni opis kona¢nih Abelovih grupa:
pokazacemo da su one iscrpljene direktnim proizvodima cikli¢nih grupa.

Naredno tvrdenje zapravo redukuje na$ problem na opisivanje konacnih
Abelovih p-grupa.

Lema 6.10. Neka je G konacna grupa koja ima jedinstvenu p-podgrupu Silova
(sp = 1) za svaki prost broj p koji deli red |G|. Tada je G direktan proizvod
svojih podgrupa Silova.

Dokaz. Nekaje pi,...,ppm lista svih prostih faktora od |G| i neka je P; (jedin-
stvena i stoga normalna) p;-podgrupa Silova od G, 1 < ¢ < m. Tvrdimo da je
G unutra$nji direktan proizvod podgrupa P, ..., P, < G, odakle sledi da je
GZ P XX Py,

Najpre, tvrdimo da je G = Pj...P,,. Zaista, neka je g € G io(g) =
pit...p%r. Defini§imo (za 1 < ¢ < m) r; = o(g)/p;" i g; = ¢"; tada je
o(gi) = p;", pateoreme Silova povlace daje g; € P;. Kakoje (r1,...,mm) =1,
sledi da postoje u; € Z tako da je

piry + -+ pmrm = 1.
Zbog toga je
g:gi“...gﬁnm epb ... P,
Preostaje da se pokaze daje P;NQ; = E zasvako 1 < i < m, gde je Q; =

Pi...P,_1Piy1 ... Py. Najpre primetimo: ako je j # k, tada je [P}, P = E.
Zaista, svaki komutator [a,b], a € P;, b € P, pripada P; N P, = E, posto je

[a,b] = a L (b7 ab) = (a b ta)b

i P; < G, P, 9 G. Drugim re¢ima, [a,b] = 1, tj. elementi iz razli¢itih pod-
grupa Silova komutiraju. Prema tome, kako svaki element a € (); moZe da se
predstavi kao

a=aj...q;—1Q;41...0m

zaneke a; € P}, j # 1, sledi da za proizvoljno prirodno ¢ vaZi

L l l l 0 l

" = (a1 Q=141 - Q)" = AT o Q1A - Oy

Zato je red elementa a jednak najmanjem zajednickom sadrZaocu redova ele-
menata ai, ..., Q;—1,ai+1,-- -, 0y i stoga p; 1 o(a). Tako, odmah sledi Zeljeni
zakljucak P, N Q; = E. O

grupe sa jedinstvenim
podgrupama Silova
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Posledica 6.11. Svaka konacna Abelova grupa je direktan proizvod svojih pod-
grupa Silova.

Posledica 6.12. Ako su (m,n) = 1, tada je Ly = Ly X L.

Lema 6.13. Neka je p prost broj i A konacna Abelova p-grupa; neka je, dalje,
a € A njen element maksimalnog reda, o(a) = p*. Tada je ciklicna grupa
(a) = Z, direktan faktor grupe A, tj. postoji B < A tako da je A = (a) x B.

Dokaz. Posmatrajmo sledecu familiju podgrupa od A:
F={H<A: (a)nH=EFE}

Naravno, ova familija je neprazna (jer je £/ € F) i konacna, pa ima maksimalni
element B. Tada je A* = ({a}UB) podgrupa od A koja je (unutrasnji) direktan
proizvod od (a) i B. Dokazacemo da je A* = A, ¢ime ¢e i lema biti dokazana.
Pretpostavimo suprotno: postoji z € A\ A*. Posmatrajmo tada niz eleme-
nata:
x,a:p,xpz,...,:cp =1

(za neko m > 1, pri ¢emu mora biti m < k po uslovu maksimalnosti reda
elementa a). Kakox ¢ A*, a, naravno, 1 € A*, zakljuCujemo da postoji element
y € A (iz navedenog niza) tako day ¢ A* i y? € A*. Sada postoji ¢ € N tako
da je y? = a’b zaneko b € B, pa sledi:

m—1

m m—1

1=y?" =a?"

Buduéi da je (a) N B = E, ovo je moguce samo ako je
e A
odakle p* | £p™~1, tj. p | £. Ako pisemo ¢ = np, dobijamo da je
b=yPa " = (ya )P € B < A*.

Obelezimo sada z = ya~". Ovaj element ne moZe pripadati A* (pa tako
ni B), jer bi u suprotnom y = za"™ € A*, §to je suprotno nasoj pretpostavci.
Stoga je B < ({z} U B) = Bj. Po uslovu maksimalnosti za B u familiji F,
(a) M By # E,pal # a" € By zaneko r € Ni pri tome je a” = b'2° za neko
s € Nib € B. Kako je 2P € B i (a) N B = F, mozemo pretpostaviti da je
pri tome 0 < s < p. Zbog toga je (s,p) = 1, pa postoje u,v € Z tako da je
us + vp = 1. Sada je

5 = Zus+vp — (Zs)u(zp)”u — (arb/—l)u(zp)v c A*,

kontradikcija. Zaklju¢ujemo da mora biti A* = A. O
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Posledica 6.14. Svaka konacna Abelova p-grupa G je direktan proizvod ciklic-
nih p-grupa: postoje r, ki, ..., k. > 1 tako da je

GgZpkl X"'XZpkr.

Preostaje da se uverimo u jedinstvenost direktnog razlaganja opisanog u
prethodnoj posledici.

Lema 6.15. Neka suky > --- >k, > 1ily > --- > ls > 1 dva nerastuca
niza takva da je

Zpkl X"'XZpkr %szl X---XZpes.
Tadajer =sizasvel <i<rvaZik; =¥,

Dokaz. Neka su sa A i B oznaceni direktni proizvodi redom sa leve, odnosno
desne strane. Posmatrajmo skupove Ay ={a € A: a? =1}iB; ={be€ B:
b’ = 1}. Kako bi bilo a € A;, mora biti a = (ay,...,a,) pri ¢emu je svaki
a; ili jediniCni element, ili element reda p u grupi Z, ;. Dakle, a; = tpFi—1 za
neko 0 < t < p — 1, pa postoji p izbora za ostatak a;; zbog toga je |A1| = p.
Sli¢no, |B1| = p®, pa iz datog izomorfizma sledi da je » = s. Sada tvrdenje
dokazujemo indukcijom po 7; ono je jasno ako je r = 1.

Primetimo da svaka cikli¢na grupa Z,» ima, za m < n, tatno p"* elemenata
x sa osobinom o(z) < p": to su tatno ostaci oblika ¢gp™~™ za proizvoljno
0 < g <p™ — 1. S druge strane, ako je n < m, takvih elemenata u Z,» ima p"
(tj. svi imaju osobinu o(x) < p™).

Zbog toga, pretpostavimo da je k, > ¢, i prebrojmo elemente u A i B reda
ne veéeg od p*. U A je to p™", dok je u B taj broj jednak

thr+Lliy1+-+Lr
p )

gde je t najvedi prirodan broj sa osobinom da je ¢; > k, (po nasoj pretpostavci
jet <r).Sadaje lyyi + -+ 4, < (r—t)ky, paje

thy +byp1 + -+ 4 < 1kp,

Sto je kontradikcija sa izomorfizmom A 22 B. Iz analognih razloga ne moze
biti k. < ¢, paje k, = ¢,. No, sada Abelove grupe A, B imaju (normalne)
podgrupe A*, B*, respektivno, izomorfne sa Z,, , pri Cemu je

Ly X+ -+ X Zpkr_l ~ A/A* >~ B/B* & Ly X - -+ X Zper_l.

Po induktivnoj pretpostavci sledi da je k; = ¢; zasve 1 <1¢ <r — 1. O

jedinstvenost
razlaganja Abelovih
p-grupa
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Posledica 6.16. Broj Abelovih p-grupa kardinalnosti p" jednak je p(m) — broju
particija prirodnog broja m (tj. broju konacnih nizova ki > - -- > k, > 1 takvih
da je ky + --- + k. = m). Dakle, ako je n = p{* ...pS* faktorizacija broja
n na njegove proste faktore, o; > 1 za sve 1 < 1 < s, tada je ukupan broj
neizomorfnih Abelovih grupa reda n jednak 1[;_, p(c;).

Prethodna tvrdenja u ovom odeljku kumulativno daju sledeéi rezultat.

Teorema 6.17 (Fundamentalna teorema o kona¢nim Abelovim grupama). Neka
je G Abelova grupa konacnog reda n. Tada je

~
G—Zp;"'l X XZp:nz

za (ne nuZno razlicite) proste brojeve p1,...,py i my,...,my > 1 takve da je
n = pit...p{". Pritome je gornje direktno razlaganje do na permutaciju

faktora jednoznacno odredeno grupom G.

Na kraju, napomenimo da gornja teorema ima svoje uopstenje za proizvolj-
ne konac¢no generisane Abelove grupe.

Teorema 6.18 (Fundamentalna teorema o konacno generisanim Abelovim gru-
pama). Neka je A konacno generisana Abelova grupa. Tada postoji konacna
podgrupa G < A i ceo broj k > 0 tako da je

A~ G x 7k

Prema tome, i1 dalje vazi da su kona¢no generisane Abelove grupe iscrp-
ljene direktnim proizvodima kona¢no mnogo cikli¢nih grupa; jedina razlika u
odnosu na konacan sluc€aj je u tome §to neke od tih cikli¢nih grupa mogu biti
beskonacne.

6.3 Grupe reda p? i neke grupe reda pq

U narednim odeljcima ove glave na$ cilj ¢e biti da na osnovu prethodnih teo-
rijskih rezultata “izgradimo” katalog grupa malog reda — do 15 elemenata. Pri
tome ¢emo zapravo dobiti dva opstija tvrdenja koja klasifikuju grupe reda p?
(gde je p prost broj) i reda 2p (gde je p neparan prost broj); takode cemo
zabeleziti bitnu primedbu u vezi sa grupama reda pq (gde su p, g razliiti prosti
brojevi).

Primetimo da za svaki prost broj p postoji samo jedna grupa reda p: to je
cikli¢na grupa Z,. Time smo automatski opisali sve grupe reda 2,3,5,7,11,13,
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17,19,... Prema tome, prvi zadatak nam je da razmotrimo grupe reda 4, pa zato
odmah prelazimo na analizu grupa reda p? za proste brojeve p.

Lema 6.19. Ako je G/Z(G) cikli¢na grupa, tada je G Abelova.

Dokaz. Neka je g € G takav da je G/Z(G) = (Z(G)g). Tada svaki element
grupe G pripada kosetu oblika Z(G)g" zanekon € Z,paje G = ({g}UZ(G)).
Sada smo nasli generatorni skup od G Cija svaka dva elementa komutiraju, pa
G mora biti Abelova grupa. O

Propozicija 6.20. Neka je p prost broj. Svaka grupa G reda p? je Abelova, pa
Je G = Ly ili G = Zy X Zyp.

Dokaz. Po Posledici 3.10 klasovne jednacine, GG ima netrivijalan centar; pre-
ciznije, p deli | Z(G)|. Ako je |Z(G)| = p?, grupa G je Abelova, pa po Funda-
mentalnoj teoremi o kona¢nim Abelovim grupama dobijamo dve grupe iz for-
mulacije propozicije. U suprotnom, |Z(G)| = p. Ali, tada je |G/Z(G)| = p, pa
G/Z(G) mora biti cikli¢na grupa. No, tada je po prethodnoj lemi G Abelova,
§to je u kontradikeiji sa | Z(G)| = p (. Z(G) < G). Prema tome, postoje samo
dve navedene grupe reda p?, i obe su Abelove. O

Time smo opisali sve grupe reda 4,9,25,...

Propozicija 6.21. Neka su p < q prosti brojevi. Ako p { ¢ — 1 tada je Zy, (do
na izomorfizam) jedina grupa reda pq.

Dokaz. Neka je G grupa reda pgq. Kako s, | pi s, = 1(mod ¢), odmah

sledi da je s, = 1. Medutim, vaziis, | ¢is, = 1(mod p). Po datom
uslovu otpada mogucnost da je s, = ¢, pa sledi da je s, = 1. Po Lemi 6.10 je
G =Ly X Lg = Lpg. O

Specijalno, jedina grupa reda 15 je cikli¢na grupa Zi5. Kao §to éemo videti
u Dodatku D, ukoliko p | ¢ — 1, tada postoji ta¢no jedna nekomutativna grupa
reda pq koja nastaje kao poludirektan proizvod Zj, i Z4. U sluaju p = 2 taj
poludirektan proizvod je bas dijedarska grupa D,, Sto ¢emo odmah videti u
narednom odeljku.

6.4 Grupe reda 2p

Propozicija 6.22. Neka je p neparan prost broj i G grupa reda 2p. Tada je
G = Zop ili G = D,

opis grupa reda p?

opis grupa reda pq
kadapfq— 1

opis grupa reda 2p



opis grupa reda 8

64 GLAVA 6: Teoreme Silova

Dokaz. Ako G ima element reda 2p, tada je oCito G = Zsy,.

U suprotnom, svi nejedini¢ni elementi grupe G su reda p ili 2. Kaoiu
prethodnoj propoziciji, s, = 1, pa G ima jedinstvenu p-podgrupu Silova P =
Z,,. Ona je generisana bilo kojim svojim nejedini¢nim elementom (reda p); neka
je a jedan od njih, P = (a). Sadaje (G : P) = 2, pa P < G ima tacno dva
koseta: P i Pb = {b,ab,...,aP"'b} za bilo koje b ¢ P (odakle sledi da je
o(b) = 2). Zbog normalnosti P vazi da je b~'ab = a* zaneko 1 < k < p, pa
imamo

a=>b"2ab? = ak2,

Stoznacidap | k2 —1 = (k— 1)(k + 1). Slucaj k = 1 povlaci komutativnost
grupe G (i stoga G = Zg X Zy, = Zap), pa preostaje slu¢aj k = p — 1. Tada vaZi
ab = baP~ ! ili, ekvivalentno, ba = a~'b. Primetimo da informacije koje smo
do sada prikupili o grupi GG u potpunosti odreduju mnoZenje u G: ova grupa je
generisana sa a, b i vazi a? = b> = 1, §to uz prethodnu relaciju daje, za sve
0<i,i <p,j5 €{0,1},

o, o, aiti i’ j=0,
(@' )(a' V) =a'(Va" b = {ai_i,bj/Jrl i=1.
Stoga postoji najvise jedna nekomutativna grupa reda 2p. Medutim, dijedarska
grupa D), jeste jedna takva grupa, pa mora biti G = D), U

Time smo opisali sve grupe reda 6,10,14,22,26,. ..

6.5 Grupereda8

Propozicija 6.23. Postoji do na izomorfizam ukupno pet grupa reda 8: tri
Abelove (Zg, 7.y X Lo, Lo X Ty X Zs) i dve nekomutativne (Dy i Qg).

Dokaz. Prvi deo tvrdenja sledi iz Fundamentalne teoreme o konacnim Abelo-
vim grupama. Zato pretpostavimo da je G nekomutativna grupa reda 8.

Najpre, G nema element reda 8 (jer bi u suprotnom bilo G = Zg). S druge
strane, ako bi svi nejedinicni elementi bili reda 2, tada bismo za sve a,b €
G imali ab = (ba)%ab = ba(ba?b) = ba - b> = ba, pa bi G ponovo bila
komutativna. Prema tome, G ima element a reda 4. Tada zbog (G : (a)) = 2
imamo (a) < G'i G/(a) = Zs, pa za proizvoljno b ¢ (a) imamo b* € (a) (pri
tome je G = (a,b) = {1,a,a? a>,b,ab,a’b,a®b}). Dakle, b* € {1,a,a?, a3},
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pri ¢emu slucajevi b> € {a,a®} otpadaju (jer bi tada bilo o(h) = 8). Znadi,
b? = 1ili b* = a®

Sada posmatrajmo element b~ ab. Zbog (a) < G imamo da je b~ 'ab = aF
za neko k < 3. Posto je o(b~tab) = o(a), sledi da je k € {1,3}. Slucaj k = 1
implicira komutativnost G, pa mora biti b~!ab = a3

Na kraju primetimo da relacije a* = 1, b='ab = a~! (koja je ekvivalentna
sa aba = b) i bilo koja od dve moguénosti b?> = 1, b*> = a?, jedinstveno odreduju
operaciju grupe G: naime, za i,4’ € {0, 1,2,3}, 7,5 € {0,1} vazi

= a’l.

o, o, aiti i’ j=0,
(@'V)(a'¥)=a"" (a"¥Va" )V = {ai—i'lﬂ/“ i1
Zbog toga, postoje najviSe dve nekomutativne grupe reda 8. No, mi ve¢ znamo
za dve takve: to su Dy i (g, pa su to i jedine neabelove grupe reda 8. O

Napomenimo da ovo tvrdenje ima svoje “produZenje” na grupe reda p3,
gde je p neparan prost broj. Takvih grupa ima takode pet: tri Abelove (Z,3,
Loz X Ly, Ly X L X Zp) i dve nekomutativne. Jedna takva nekomutativna
grupa se dobija kao poludirektan proizvod Zj, x 4 Z,> definisan homomorfizmom

¢ : Zy — Aut(Z,2) kojim generator grupe Z, deluje na Z,> automorfizmom
a— (p+1)a

(ovo je automorfizam od Z,> reda p jer je (p + Lp?) =1i(p+1)P =
1(mod p?)). Druga nekomutativna grupa reda p> je UT'(3, p), grupa svih gor-
njih trougaonih matrica formata 3 x 3 nad p-elementnim poljem sa sva tri di-
jagonalna elementa jednaka 1. U ovoj grupi su svi nejedini¢ni elementi reda p
(do¢im prethodni poludirektni proizvod ima elemente reda p?).

6.6 Grupe reda 12

Propozicija 6.24. Postoji do na izomorfizam ukupno pet grupa reda 12: dve
Abelove (Zno = 7y X 13 i Tg X Lg = Lo X Lo X Z3) i tri nekomutativne (Dg, Ay
i poludirektan proizvod Z4 X 4 Z3 definisan homomorfizmom ¢ : Zy — Aut(Zs)
kojim generator grupe 7, deluje invertovanjem na Z.s).

Dokaz. Primetimo da smo analizu grupa reda 12 ve¢ zapoceli u Propoziciji 6.8:
naime, grupa G reda 12 ima 2- i 3-podgrupe Silova, i pri tome nije moguce da je
istovremeno s; = 31 s3 = 4. S druge strane, s = s3 = 1 daje Abelov slucaj,

grupe reda p>

opis grupa reda 12



66 GLAVA 6: Teoreme Silova

koji sledi po Fundamentalnoj teoremi. Prema tome, preostaju mogucnosti so =
1, s3 = 4, odnosno so = 3, s3 = 1. U svakom slucaju, 3-podgrupe Silova od G
su cikli¢ne grupe reda 3.

Razmotrimo najpre prvu moguénost: so = 1, s3 = 4. Neka je P jedinstvena
(i normalna) 2-podgrupa Silova od G. Posto je | P| = 4, imamo dva podslucaja:
P§Z41P§Z2 XZQ.

Akoje P = (a) =2 Z4 1 Q = (b) jedna 3-podgrupa Silova od G, tada je
b—Llab = a* zaneko k < 3, pa sledi

_ 3
a=0b"3ab®=d",

zbog Cega 4 | k* — 1. Jedina moguénost je k = 1, pa je ab = ba, §to znadi da je
grupa G Abelova; no, to je u suprotnosti sa s3 = 4, pa je ovaj slucaj nemoguc.

Drugi podsluéaj je P = Zo X Zs; neka su a, b, ¢ elementi grupe G reda
2. Ako je sada Q = (d) jedna od 3-podgrupa Silova, tada konjugacija sa d
cikli¢no permutuje elemente a, b, c; bez umanjenja opstosti, neka je d~*ad = b,
d='bd = cid 'ed = a. Drugim re¢ima, vazi da = cd, db = ad i dc = bd.
Sada se svaki element grupe G mozZe izraziti u obliku zd’ za x € {1,a,b,c},
i € {0,1,2}, i pri tome je svaki proizvod (zd’)(yd’) (xz,y € {1,a,b,c},
0 < 4,7 < 2) jedinstveno odreden. Zato postoji najvise jedna grupa koja
zadovoljava s3 = 11 s3 = 4. Medutim, lako se neposredno proverava da je
alternativna grupa A4 grupa reda 12 koja ima jedinstvenu 2-podgrupu Silova
{idg1,2,3,43, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} i Cetiri 3-podgrupe Silova (generisa-
ne 3-ciklusima), pa je u ovom slucaju G = Ay.

Preostaje da se razmotri slucaj so = 3, s3 = 1. Sada G ima jedinstvenu
(i normalnu) 3-podgrupu Silova Q = (a) = Zs3. Neka je H jedna 2-podgrupa
Silova od G. Svaki element od G se moZe izraziti kao a’h zaneko 0 < i < 21
he H.

Ako je H = (b) = 7Z4, tada a, b ne mogu da komutiraju (jer je u suprotnom
G Abelova), pa mora biti b~'ab = a? = a~!. Otuda je

(aibj)(akbé) — ai(bjakbfj)bj+f — {azi—];b]"i_é .7 € {0,2},
a7kt 5 e {1,3},

pa je mnoZenje u grupi GG jedinstveno odredeno. To pokazuje da postoji naj-

vise jedna grupa reda 12 u kojoj je s = 3, s3 = 11 2-podgrupe Silova su

ciklicne. Medutim, poludirektni proizvod iz formulacije ima ova svojstva, pa

zakljuCujemo da je G = Zy X 4 Z3 (primetimo da postoji samo jedan nekomu-

tativni poludirektni proizvod grupa Z, i Z3, bududi da je Aut(Zs) = Zs).
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Neka je sada H =2 Zs X Zy. Zbog nekomutativnosti G mora postojati
x € H tako da je z 'ar = a™', tj. ava = x. Ako su vy, z preostala dva
elementa H reda 2, tada je z = xy, pa y 'ay = o' implicira 2 'az = a,
dok y~tay = a povla&i z~'az = a~'. Prema tome, bez umanjenja opstosti
mozemo pretpostaviti da vazi prvi slucaj, tako da je aya = y i az = za. Ko-
riste¢i ove jednakosti, zaklju¢ujemo da je svaki proizvod oblika (a’h)(a’h’)
jednoznacéno odreden, pa opet zakljucujemo da moZe da postoji najvisSe jedna
grupa sa opisanim svojstvima. Kako dijedarska grupa Dg ima ova svojstva
(jedinsvena 3-podgrupa Silova je generisana rotacijom za 27 /3, a tri 2-podgrupe
Silova su generisane parovima osnih simetrija sa ortogonalnim osama), sledi da
je G= Dﬁ. ]
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Kompozicioni nizovi i reSive grupe

7.1 Kompozicioni nizovi i teorema Zordan-Heldera

Neka je (G proizvoljna grupa. Niz podgrupa od G koji zadovoljava
G=Hy>-Hy>...>H,1>H,=F

se naziva normalni niz grupe GG (duzine n). Pri tome, notacija H;+1 < H;
oznacavadaje H;11 < H;1i H;11 # H;. Primetimo da se pri tome od podgrupa
Hy, (osim, naravno, H1) ne trazi da budu normalne u GG, ve¢ samo u prethod-
nom ¢lanu niza, Hi_1. Grupe H;/H; 11, 0 < i < n — 1, se nazivaju faktori
posmatranog normalnog niza.

Akojezasve 0 < ¢ < n — 1, H;;1 maksimalna normalna podgrupa od H;,
drugim recima, ako su svi faktori proste grupe, tada normalni niz G = Hy >
Hi>...> H,1 > H, = E zovemo kompozicioni niz grupe G.

Propozicija 7.1. Svaka konacna grupa G ima kompozicioni niz.

Dokaz. Tvrdenje neposredno sledi indukcijom po redu grupe GG. Ono trivijalno
vazi ako je |G| = 1. U suprotnom, G ima maksimalnu normalnu podgrupu
H,. Kako je | H1| < |G|, po induktivnoj pretpostavci H; ima kompozicioni niz.
Nadovezivanjem G na taj niz dobijamo kompozicioni niz za G. O

Primer 7.2. Niz
Ay > {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} > {id, (12)(34)} > {id}

68
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je kompozicioni niz alternativne grupe A4, posSto su njegovi faktori redom izo-
morfni sa Zs, Zo, i ponovo Zy ($to su sve ocito proste grupe).

Primer 7.3. Grupa celih brojeva Z nema kompozicioni niz, jer su svi lanci
njenih podgrupa u kojem je svaka podgrupa maksimalna u prethodnoj oblika

L > p1Z > p1p2Zi > p1pap3Zi > . . .,

gde je p1,p2,ps,... proizvoljan beskonacan niz (ne nuzno razli¢itih) prostih
brojeva.

Za normalne nizove

G=Hy>-Hy>..>H,1>H,=F

G=Koy>bKi>..>0 K, 1>K,=F

kaZemo da su ekvivalentni ako je n = m i pri tome postoji permutacija 7 skupa
{0,1,...,n — 1} tako da je H;/H;y1 = Kiz/Kizy1 zasve 0 < i < n — 1.
Drugim re¢ima, multiskupovi faktora posmatranih normalnih nizova se pokla-
paju, do na izomorfizam grupa.

Glavni rezultat u vezi sa kompozicionim nizovima grupa (u slu¢aju kada oni
uopite postoje) je Cuvena teorema Zordan-Heldera®.

Teorema 7.4 (Teorema Zordan-Heldera). Svaka dva kompoziciona niza grupe
G su ekvivalentna.

Ovde ¢emo dati dva dokaza ove teoreme. Prvi od njih najpre uspostavlja
vezu izmedu kompozicionih nizova grupe i njene normalne podgrupe, nakon
cega sledi glavni dokaz indukcijom po duZini najkraceg kompozicionog niza
grupe GG. Drugi dokaz se oslanja na érajerovu9 teoremu o profinjenju normalnih
nizova koju ovde dokazujemo pomocu ve¢ dokazane Leme Casenhausa. Za prvi
dokaz nam je potrebno sledeée pomoéno tvrdenje.

Lema 7.5. Neka je H < G, gde je G grupa koja ima kompozicioni niz. Tada
i H ima kompozicioni niz, i njegovi faktori su (kao multiskup) sadrzani medu
faktorima nekog kompozicionog niza grupe G.

80to Helder (Otto Ludwig Holder, 1859-1937), nemacki matematicar
°0Oto §rajer (Otto Schreier, 1901-1929), austrijski matematicar, jedan od osnivaca kombina-
torne teorije grupa (uz fon Dika i Nilsena)

ekvivalencija
normalnih nizova

teorema
Zordan-Heldera

lema o kompozicionim
nizovima podgrupa
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Dokaz. Fiksirajmo jedan kompozicioni niz grupe G:
G=Kyp Ki>...> K, 1> K,=F.
Uocimo tada sledeci lanac podgrupa od H:
H=HnKoybHNKi>..>HNK, 1>HNK,=F.

Ovo je u sustini normalni niz grupe H, s tim da su u gornjem lancu moguéa
neka ponavljanja uzastopnih podgrupa, tako da njihovom eleminacijom dobi-
jamo normalni niz za H. Dokaza¢emo da je tako dobijen normalni niz zapravo
kompozicioni niz grupe H.

Za neko fiksirano i, oznacimo kraée L = H N K;. Kakoje L < K; (a
takode i K; 11 < K;)sledidaje LK, < K;; s druge strane, K; 1 je normalna
u svakoj podgrupi od K; koja je sadrzi, pa je zato K;11 < LK;;+1. Po Prvoj
teoremi o izomorfizmu je

LK/L'+1/Ki+1 = L/LQKZ’+1.
No,sadaje LN K;411 =HNK;,NK;4+1 =HNK;;1,paje
L/LNK;it1=HNK;)/(HNKiy1).

S druge strane, po Teoremi o korespondenciji i Drugoj teoremi o izomorfizmu
je LK;11/Ki+1 9 K;/K;+1. Medutim, ovaj poslednji faktor je prosta grupa,
pa zato gornji izomorfizam pruza dve moguénosti: ili je (H N K;)/(H N K;41)
trivijalna grupa (tj. H N K; = H N K;41), ili je pak

(HﬂKl)/(HﬂKHl) = KZ/KZ+1

Prema tome, uklanjanjem ponavljanja iz ranije uocenog lanca podgrupa od H
dobija se normalni niz te grupe u kojem je svaki faktor prost; dakle, radi se o
kompozicionom nizu. Takode, odmah sledi da su svi faktori tog kompozicionog
niza sadrZani (do na izmomorfizam) u multiskupu kompozicionih faktora po-
lazne grupe G. O

Prvi dokaz Teoreme 7.4. Teoremu dokazujemo indukcijom po duZini najkraceg
kompozicionog niza grupe GG. Ako GG ima kompozicioni niz duZine 1, tada je G
prostai G > E je jedini kompozicioni niz. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno
za sve grupe koje imaju kompozicioni niz duZine ne veée od n — 1 (pri ¢emu su
tada svi kompozicioni nizovi takve grupe iste duZine).
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Neka su sada

G=Hy>>Hi>..>H, 1>H,=F

G=Ky>bKi>..0Kp 1> K, =EFE.

dva kompoziciona niza neke grupe G. Pokazacemo da su oni ekvivalentni.

Razmatramo dva slucaja. Prvi nastupa kada je H; = K1, kada se indukitvni
dokaz okoncava gotovo neposredno. Naime, moZemo primeniti induktivnu pret-
postavku na grupu H; koja ima kompozicione nizove

Ho>..>H,1>H,=F

H=Ki>..0K,1>bK,=F

duzina n — 1 i m — 1, respektivno. Induktivna pretpostavka implicira da je
n—1 = m — 1 (zbog Cega je n = m), te da su gornja dva niza ekviva-
lentna. No, tada su i poCetna dva kompoziciona niza grupe G ekvivalentna:
multiskupovi njihovih kompozicionih faktora se dobijaju dodavanjem faktora
G/H, = G/K;.

Zato pretpostavimo da je H; # K;. Bududi da je G/H; prosta grupa,
jedine normalne podgrupe od G koje sadrze Hy su H; i samo G; isto vaZzi i
za K;. Medutim, H1 K; J Gipritome Hy < Hi K11 K; < Hi Ky, pabi
H1 K, # G impliciralo da je H; = H1 K1 = K;; zato mora biti H1 K7 = G.
Po Prvoj teoremi o izomorfizmu je

G/H1 :HlKl/Hl gKl/Hl N Ky,

a takode i
G/K1 = HlKl/Kl = Hl/Hl N Kj.

Oznacimo L = H; N K. Kako je L < G, po prethodnoj lemi L ima kompozi-
cioni niz:
L=Log>Li>...> Ly 1> L,=F.

Dodajmo ovom nizu H; sleva; time dobijamo jedan kompozicioni niz za H;
bududi da smo upravo ustanovili da je H;/L = G/Kj, §to je prosta grupa.
Kako H; veé ima kompozicioni niz duzine n — 1 (dakle, kraéi od n), mora biti
k+1=n—-1t.k=n—2,anizovi Hiy > L > Li>...> Ly =Fi
Hy > Hy > ... > H, = E su ekvivalentni. Kako je K1/L = G/H; takode
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prosta grupa, isti ovaj postupak moZemo ponoviti i sa dodavanjem K sleva na
gornji kompozicioni niz — time se dobija da je £ = m — 2, odakle sledi da je
m = n. Dakle, i K; ima kompozicioni niz duZine manje od n (naime, K; >

Ky > ... > K, = E), pana osnovu induktivne pretpostavke zakljucujemo da
suinizovi Ky > L>Li>...>b L =FiKi> KoD>...> K, =F
ekvivalentni. Dakle, kompozicione faktore niza G = Hy > H; > ... >

H,_1 > H, = FE dobijamo tako $to faktorimaniza Hy > L > L1 > ... >
Ly, = E dodamo faktor G/H, = K1 /L, a faktore niza G = Ko > K1 > ... >
K,-1 > K,, = E tako sto faktorimaniza K1 > L > L1 > ...> Ly = F
dodamo faktor G/K7 = Hy /L. Sledi da su posmatrana dva kompoziciona niza
grupe G ekvivalentna. O

Drugi dokaz Teoreme 7.4. Za normalni niz
G=Ky>bKi>..0Kn1>K,=F
kaZemo da je profinjenje niza
G=Hy>-Hy>...>H, 1>H,=F

ako za sve 1 < i < m postoji 1 < j < m tako da je H; = Kj; drugim
reCima, prvi niz se dobija od drugog umetanjem dodatnih podgrupa. Sada
Zordan-Helderovu teoremu izvodimo kao direktnu posledicu Srajerove teoreme
o profinjenju koja tvrdi da svaka dva normalna niza proizvoljne grupe G imaju
ekvivalentna profinjenja.

Dakle, neka su

G=My>Mr>...>Mg,_ 1> M,=F

G=Nog>Ni>...>N_1>N=F

dva normalna niza grupe G. Za 1 < < ki0 < j <[ definiSimo
M;; = M;(M;—1 N Nj),
dokza0<i<kil <j <IdefiniSemo
Nij = N;j(Nj_1 N M;).

Pri tome je M;g = Mi(Mifl N G) = M;M;, 1 = M; 11M;; = Mi(Mi,1 N
E) = M;, dok je ocito M;; > M; j1 zasve 0 < j < [. Dakle, umetanjem pod-
grupa M;; izmedu M; 1 i M; u prviniz (za sve 1 < 7 < k) dobijamo nerastuci
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niz podgrupa od G duZine kl. Dualno, umetanjem podgrupa V;; izmedu N;_;
i N; u drugi niz (za sve 1 < j < [) takode dobijamo nerastuci niz podgrupa od
G duZine kl.

Zelimo da pokaZemo da su ovako dobijeni nizovi normalni — sa eventualnim
ponavljanjima — kao i da su oni ekvivalentni. Lema Cahenhausa (Posledica
3.30) povlaci da je

M;; = M;(M;—1 N N;) QS M;(M;—1 N Nj_1) = M; j

Nij = Nj(Nj—1 0 M;) < Nj(Nj_1 N Mi—1) = Ni—1,5;
pored toga, vazi i

M; j—1/Mij = M;(M;—1 N Nj—1)/M;(M;—1 N Nj) =

= Nj(Nj1 0 Mi1)/N;j(Nj1 N M;) = Ni1,/Nij.

Prema tome, M; ;1 = M;; ako i samo ako je N;_1; = N;;. To znali da
kada u dva posmatrana niza podgrupa od GG duzine kl obriSemo sva ponavljanja
podgrupa dobijamo dva niza iste duZine koji su pri tome jo$ i ekvivalentna. Time
je §rajer0va teorema dokazana.

Bududi da su normalni nizovi koji nemaju profinjenja tacno kompozicioni
nizovi, svako profinjenje kompozicionog niza neke grupe je jednako pocetnom
nizu. Srajerova teorema tvrdi da svaka dva normalna niza grupe imaju ekviva-
lentna profinjenja, pa odmah sledi da svaka dva kompoziciona niza moraju sami
biti ekvivalentni. O

Primer 7.6. Pomalo “lakonski”, Teorema Zordan-Heldera bi se mogla formuli-
sati ovako: svaka grupa koja ima bar jedan kompozicioni niz jednozna¢no od-
reduje svoje kompozicione faktore. Obratno, medutim, ne vaZzi. Na primer,

Ss > {id, (123), (132)}(2 Ag) > {ld}

je kompozicioni niz (neabelove) grupe Ss i njeni kompozicioni faktori su izo-
morfni sa Zso i Z3. Medutim, iste grupe su kompozicioni faktori i ciklicne (dakle,
Abelove) grupe Zg. Prema tome, na osnovu kompozicionih faktora se ¢ak ne
moZe ni reci da li je posmatrana grupa Abelova ili ne.
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7.2 ReSive grupe

Za grupu G kazemo da je resiva ako ima normalni niz ¢iji su svi faktori Abelove
grupe.

Primer 7.7. Ocito, sve Abelove grupe A su reSive (A > F je trivijalan nor-
malni niz sa Abelovim faktorom). S druge strane, postoje i neabelove resive
grupe: u prethodnom primeru smo videli da S3(=2 D3) ima kompozicioni niz sa
faktorima Z i Zs. (Zapravo, reSiva je svaka dijedarska grupa D,, jer rotacije
¢ine normalnu podgrupu indeksa 2 — kojoj odgovara faktor Zs — a koja je pri
tome izomorfna sa Z,.) Takode, ako se na kompozicioni niz grupe A4 doda
S4, dobija se normalni (zapravo, kompozicioni) niz grupe Sy sa svim Abelovim
faktorima, pa su zato i grupe Sy i A4 resive. S druge strane, zan > 5, A, je
neabelova prosta grupa, pa zato nije resiva (jer je A,, > FE jedini njen normalni
niz).

Zapravo, poslednja primedba iz prethodnog primera se moZe uopstiti i na
simetri¢ne grupe.

Propozicija 7.8. Grupa S,, nije resiva za sve n > 5.

Dokaz. Kako jen > 5,niz S, > A,, > E je kompozicioni za S,, jer su mu fak-
tori proste grupe Zo i A,,. Otuda S,, nije reSiva jer ima neabelov kompozicioni
faktor. Zapravo, moze se pokazati da je ovo jedinstven kompozicioni niz grupe
S,,. Zaista, svaki drugi kompozicioni niz bi morao biti oblika S,, > H > FE
gde jeili (S, : H) = 2, ili je pak H normalna cikli¢na podgrupa reda 2. Prva
moguénost otpada, jer bi tada bilo S,, = A, H i Zo = A, H/H = A, /A, N H,
pabi A, NH bila podgrupa indeksa 2 (i stoga normalna) u A,,, a §to je nemoguce
jer jer A,, prosta. S druge strane, ako bi bilo H = {id, o}, tada bi normalnost
H povladilan~lom = o zasve 7 € S, istogao € Z(S,). Medutim, lako se
pokazuje da je grupa S,, bez centra, pa ni ovaj drugi slucaj nije mogué. O

Zan > 0 definiSemo n-tu izvodnu podgrupu grupe G tako $to je G 0 =q

G = (gMy

za sven > 0. Kako je H' < H i H/H' Abelova grupa za svaku grupu H
(StaviSe, znamo da je u pitanju maksimalni Abelov faktor od H), u lancu pod-
grupa

GGG >...GW
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su svi faktori Abelovi. Uslov da se taj lanac “spusta” do trivijalne podgrupe u
kona¢no mnogo koraka jeste moZda najpoznatiji kriterijum resivosti.

Propozicija 7.9. Grupa G je reSiva ako i samo ako postoji n > 0 tako da je
G = E.

Dokaz. (=) Neka je G reSiva grupa i neka je
G=Hy>Hi>..>H,=F

jedan njen normalni niz sa Abelovim faktorima. Po Lemi 3.32 vazi da je H] <
H;,1 zasve 0 < i < n, pa induktivno dobijamo da G < H;. Specijalno,
G™ < H, =E,paje G™ = E.
(<) Uocimo najmanji prirodan broj n za koji je G™ = E. Tada imamo
normalni niz
G=GOrcWps. . >G"W=E,

jer bi G*) = G*+1) impliciralo G = G®) za sve m > k, pa ne bi moglo
biti G = E. Faktori ovog niza G*) /G*+1) = G*) /(G*)) su Abelove
grupe, pa je G reSiva grupa. O

Ako je G reSiva grupa, najmanje n za koje vazi G = E zovemo duZina
reSivosti grupe GG. 1z prethodnog dokaza sledi da je posredi duZina najkradeg
normalnog niza za GG sa Abelovim faktorima — jedan takav niz je bas niz izvod-
nih podgrupa.

Propozicija 7.10. Neka je G reSiva grupa.
(i) Ako je H < G tada je H reSiva grupa.
(ii) Ako je H 4 G tada je G/H re§iva grupa.

Dokaz. Pretpostavimo da je n duZina resivosti grupe G; dakle, G = E.

(i) Iz pretpostavke sledi da je H' < G’, zatim H” < G” i, induktivno,
H® < GW) za svako k. Prema tome, H™) = E, tj. H je reSiva grupa i pri
tome duZina reSivosti H nije veéa od n.

(ii) Kako za bilo koji homomorfizam ¢ definisan na grupi G vazi [g, h]¢ =
(g0, he), sledi da je (Gp)' = G'¢. Specijalno, (G/H)' se sastoji od koseta
Hg takvih da je g € G’. Induktivno, otuda sledi da je (G/H)*) = {Hyg :
g € GM1, paje (G/H)™ trivijalna grupa { H}. Dakle, G/ H je reSiva grupa i
ponovo njena duZina reSivosti nije veca od n. O

kriterijum reSivosti
preko izvodnih
podgrupa

podgrupe i faktori
reSivih grupa
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VaZi i tvrdenje (u izvesnom smislu) obratno prethodnom.

Propozicija 7.11. Neka je G grupai H < G. Ako su H i G/H reSive grupe,
ondajetoiG.

Dokaz. Neka je s duzina resivosti grupe G/ H, a t duZina reSivosti za H. Tada
je (G/H)®) = {H}, §to znati da je G**) < H. No tadaje Gt < H®) = E,
pa je G resiva grupa (¢ija duzina reSivosti nije veca od s + ?). O

Ako se sada usresredimo na konacne grupe, tada osobina reSivosti ima slede-
¢i elegantan opis.

Propozicija 7.12. Netrivijalna konacna grupa je reSiva ako i samo ako su joj
svi kompozicioni faktori ciklicne grupe prostog reda.

Dokaz. (<) Trivijalno, jer su sve ciklicne grupe Abelove, pa posmatrani kom-
pozicioni niz predstavlja normalni niz koji obezbeduje reSivost.

(=) Neka je GG netrivijalna konac¢na reSiva grupa: pretpostavimo da je G >
H, > Hy; > ... H, = Enjennormalni niz u kome su svi faktori Abelovi. Po
Srajerovoj teoremi o profinjenju, ovaj niz se moZe profiniti do kompozicionog:

GI>K1’1I>K1,2D...K1,m1:H1DK271I>...DK27m2:H2l>...

...>> Kpn, = Hy, = E.

Pri tome je podgrupa H; normalna u svim podgrupama K 1, ..., K; ;, za sve
1 <4 < n. Po Drugoj teoremi o izomorfizmu je

Kij/Kijw1 = (Kij/H;)/(Kij+1/Hi),

pa je prosta grupa K j/K; j+1 homomorfna slika Abelove grupe K; ;/H; <
H;_1/H; i stoga je i sama Abelova. Sledi da je K;;/K; j+1 ciklicna grupa
prostog reda, a analogan zakljucak sledi i za G/K 1, kaoi H;/K; ;1. Prema
tome, svi kompozicioni faktori od GG su zaista cikli¢ne grupe prostog reda. [

Nas naredni cilj je da pokazemo da je svaka konacna p-grupa resiva.

Lema 7.13. Svaka grupa reda p™ (n > 1) ima normalnu podgrupu reda p™~'.

Dokaz. Dokaz leme izvodimo indukcijom po n. Ako je n = 1, tvrdenje je
trivijalno; zato pretpostavimo da je n > 2 i da tvrdenje leme vaZi za sve p-
grupe reda < p"~!. Prema Posledici 3.10, red |Z(G)| centra posmatrane grupe
G deljiv je sa p. Po Kosijevoj lemi, postoji z € Z(G) tako da je o(z) = p.
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Tada je H = (z) < Z(G), pa mora biti H < G. Sada je |G/H| = p" !, pa
po induktivnoj pretpostavci G/ H ima normalnu podgrupu kardinalnosti p™ 2,
Po Teoremi o korespondenciji, ta normalna podgrupa je oblika K/ H, gde je K
neka normalna podgrupa od G koja sadrzi H. Sada je |K| = p"2|H| = p"~ !,
pa je induktivni dokaz okoncan. O

Propozicija 7.14. Svaka konacna p-grupa je resiva.

Dokaz. Neka je G kona¢na p-grupa, |G| = p". Dokaz sledi indukcijom po 7.
Zan = 1 imamo da je G = Z,, §to je evidentno reSiva grupa. Ako je n > 2,
po prethodnoj lemi G ima normalnu podgrupu H reda p"~!. Po indukitvnoj
pretpostavci, H je reSiva grupa, pa ima normalni niz sa Abelovim faktorima.
Kako je G/H = Z,, nadovezivanjem G na pocetak tog niza dobijamo normalni
niz za G u kome su svi faktori Abelovi, pa sledi da je G takode reSiva. O

Neka je G kona¢na grupa. Za podgrupu H < G kazemo da je Holova'’
podgrupa ako su njen red | H| i indeks (G : H) uzajamno prosti brojevi. Prime-
timo da su podgrupe Silova zapravo specijalni slu¢ajevi Holovih podgrupa: red
p-podgrupe Silova P < G jednak je najviSem stepenu kojim p deli |G/, iz Cega
odmah sledi da p 1 (G : P) istogasu |P|i (G : P) uzajamno prosti. Ako
je sada II neki skup prostih brojeva, podgrupa H < (G sa osobinom da su svi
prosti faktori njenog reda | H| sadrzani u II, dok njen indeks (G : H) nije deljiv
nijednim od elemenata II, naziva se Holova I1-podgrupa od G.

Hol [Hall28] je dokazao da za resive grupe vaZzi sledece uopstenje teorema
Silova (koje navodimo bez dokaza).

Teorema 7.15 (F. Hol, 1928). Neka je G konacna resiva grupa, a Il proizvoljan
skup prostih brojeva.

(i) G ima Holovu I1-podgrupu.

(ii) Svaka podgrupa od G sa osobinom da su svi prosti faktori njenog reda
sadrZani u I, sadriana je u nekoj Holovoj 11-podgrupi od G.

(iii) Svake dve Holove 11-podgrupe od G su konjugovane.

Pretpostavka resivosti je ovde esencijalna: na primer, (nereSiva) alternativna
grupa Ay nema podgrupe reda 15 ili 20, iako bi (hipoteticki) indeksi tih polu-
grupa bili 4, odnosno 3, dakle uzajamno prosti sa 15 i 20, respektivno. Tako, A5

"Filip Hol (Philip Hall, 1904—1982), britanski matematicar

resivost konac¢nih
p-grupa

Holova teorema
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nema ni {2, 5}-, ni {3, 5}-podgrupe Hola. Stavise, postoji prosta grupa reda 168
u kojoj postoje dve Holove {2, 3}-podgrupe (reda 24) koje nisu konjugovane,
a postoji i prosta grupa reda 660 u kojoj dve Holove {2, 3}-podgrupe (reda 12)
¢ak nisu ni izomorfne.

Od cuvenih dovoljnih uslova za reSivost konacne grupe, tu je Bernsajdova
pq-teorema [Bu04].

Teorema 7.16 (Bernsajd, 1904). Svaka konacna grupa reda p"q™, gde sup # q
prosti brojevi i n,m > 0, je reSiva.

Zbog toga, red svake neabelove konacne proste grupe mora biti deljiv sa
bar tri razlicita prosta faktora. Kao §to znamo, minimalan primer je As reda
60 = 22 - 3- 5. Znatno kasnije, dokazano je da jedan od tih prostih faktora mora
biti 2.

Teorema 7.17 (Fajt'!, Tompson'?, 1962/63). Svaka neabelova konacna prosta

grupa je parnog reda. Posledicno, svaka grupa neparnog reda je resiva.

U vreme kada je ovaj rezultat publikovan, njegov dokaz (koji zauzima 255
strana Citavog jednog broja ¢asopisa Pacific Journal of Mathematics [FT63]) bio
je moZda i najsloZeniji dokaz jedne teoreme u matematici uopste.

"Valter Fajt (Walter Feit, 1930-2004), ameri¢ki matemati¢ar austrijskog porekla
2Don Tompson (John Griggs Thompson, 1932-), americki matemati¢ar, dobitnik Fildsove
medalje 1970. i Abelove nagrade 2008. godine



Slobodne grupe

Neka je X # @ alfabet; njegove elemente x € X zovemo slova. Datom
alfabetu X pridruZzujemo njegovu bijektivnu kopiju X! = {271 : 2z € X}
(napominjemo da ovde oznaka ~! za sada ne upuéuje ni na kakav inverz u nekoj
grupi, radi se samo o notaciji, zgodnom zapisu koji ¢emo kasnije dovesti u vezu
sa inverzima). Pri tome, operator ~! deluje na novi “duplirani” alfabet X*! =
X U X~ na prirodan na¢in: njegovo dejstvo je ocito na slovima iz X, dok za
r~1 € X! definiSemo daje (z71)~! = z.

Posmatrajmo sada skup svih re¢i (X*!)* nad alfabetom X*!: radi se o
skupu svih kona¢nih nizova (z7',...,25") (gdejee; € {1,—1} zasve 1 <i <
n) koji ukljucuje i praznu re¢ (). Ipak, mi ¢emo se ovde drzati tradicionalnije
notacije prema kojoj re¢i piSemo bez zagrada i zareza: x7' ... x5, dok éemo
praznu rec (iz razloga koji ¢e uskoro postati jasniji) oznacavati sa 1.

Zared w € (X*1)* kazemo da je redukovana ako ne sadrzi podre¢ oblika
aa~" za neko a € X*!: nijedno slovo u w nije susedno sa svojim “inverznim”
slovom.

U vezi sa tim, na skupu svih re¢i (X*1)* uvodimo relaciju ~ na slede¢i
nacin. Elementarnom transformacijom na re¢i w zovemo brisanje neke podreci
oblika aa', a € X*' (ako takva podre¢ postoji), ili umetanje podreci tog
oblika na bilo kom mestu u re¢i w. Sada za dve re¢i wy,wy € (X*1)* pisemo
w1 ~ wy ako postoji niz elementarnih transformacija koje re¢ w; prevode u wo
(ukljucujudi i slucaj kada je w; = wo, kada je taj niz duZine 0). Lako se vidi da
je ~ relacija ekvivalencije na (X*1)*.
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Pored toga, lako se uocava da za svaku re¢ w postoji bar jedna redukovana
re¢ w’ tako da je w ~ w’. Naime, ukoliko w nije ve¢ redukovana, ona sadrzi
podre¢ oblika aa~!, a € X*!, pa se opredelimo za bilo koju od takvih podre&i
i obrisimo je; sa dobijenom reci ponavljamo postupak, koji mora biti konacan
zato §to se u svakom koraku dobija kraéa re¢ od prethodne. Krajnji rezultat ovog
postupka, naravno, mora biti redukovana rec¢ ekvivalentna pocetnoj. No, prime-
timo da u tom postupku postoji veliki stepen priozvoljnosti (u izboru “inverznih”
susednih parova slova koje ¢emo brisati) — zbog toga bi, teoretski, moglo da
postoji viSe razliCitih redukovanih reci koje se dobijaju kao rezultat takvog pos-
tupka. Da to ipak nije slucaj (te da je zbog toga izbor parova slova koje se brisu u
pojedinim koracima postupka nebitan sa stanovista krajnjeg rezultata) pokazuje
naredno tvrdenje.

Lema A.l. Za svaku re¢ w € (X*')* postoji jedinstvena redukovana re¢ wy
tako da je w ~ wy.

Dokaz. Egzistencija je ve¢ malopre obrazloZena, pa preostaje da se pokaZe
jedinstvenost. Za to je dovoljno da se dokaZe sledeée tvrdenje: ako su u,v €
(X*1)* redukovane reéi takve da je u ~ v, tada je u = v.

Pretpostavimo suprotno. Kako je u ~ v, postoji niz reci

U= Wi, w2,...,Wn—-1,Wn =7

u kojem se svaka od reci dobija iz prethodne primenom neke elementarne trans-
formacije. Od svih ovakvih nizova, uo¢imo onaj kod koga je zbir

m
N=>"|w
=1

minimalan (gde |w| oznaCava duZzinu re¢i w). Po pretpostavci, u # v, pa je
m > 2, a kako su re¢i u, v redukovane, mora biti w1 | < |wa| 1 [wpm—1] > |wWn|
(jer wo moZemo dobiti samo umetanjem nekog inverznog para u u, a v samo
brisanjem nekog inverznog para u wy,_1). Sledi da mora da postoji indeks ¢
za koji vazi |w;—1] < |w;| > |wit+1]. Tada se obe re¢i w;_1,w;11 dobijaju
iz w; brisanjem nekog inverznog para susednih slova; recimo, neka se w;_1
dobija iz w; brisanjem odredenog pojavljivanja podreéi aa™! (¢ € X*), a
wi41 iz w; brisanjem odredenog pojavljivanja podredi bb—! (b € X*1). Ako
se ova dva pojavljivanja poklapaju, tada je w;—1 = w;41, Sto je u suprotnosti
sa minimalnos$éu N (jer je tada u = wi, W, ..., Wi—1, Wi42, -+« , Wm—1, Wy =
v takode niz elementarnih transformacija koji prevodi u u v). Sli¢no, ako se
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ova dva pojavljivanja ne poklapaju, ali se preklapaju, tada je b = a™', pa w;
sadrzi jednu od podreéi aa~'a, odnosno a~taa ™!, i pri tome se i w;_1 i wi;1
dobijaju iz w; zamenom uo&ene podredi sa a, odnosno a~!, respektivno. Opet
zakljuCujemo w;_1 = w;11, Sto je ponovo nemoguce zbog minimalnosti V.
Prema tome, preostaje slu¢aj kada su posmatrana pojavljivanja podre¢i aa ="' i
bb~! disjunktna. Medutim, tada uo¢imo re¢ w’ koja se dobija iz w; brisanjem
obe ove podreci. Sada je

/
U=w,Ww2,...,Wi—1,W ,Wi41y...Wm—1,Wm =V

takode niz elementarnih transformacija koje prevode w u v, ali je ukupan zbir
duZina reci koje ucestvuju u ovom nizu jednak N’ = N —4. Ovo je kontradikcija
sa izborom NV, §to povlaci da mora biti u = v. O

Zbog prethodne leme, za svaku re¢ w € (X*1)* moZemo definisati re-
dukciju red(w) re¢i w kao jedinsvenu redukovanu re¢ sa osobinom da je w ~
red(w). Redukcija date reci se efektivno dobija primenom postupka opisanog
pre prethodne leme, pri ¢emu sada znamo da izbor inverznih parova slova koje
briSemo i redosled koraka nije bitan.

Pojam redukcije re¢i nam sada omogucava da na skupu R(X) svih reduko-
vanih re¢i nad X*! definiSemo strukturu grupe. Naime, za u,v € R(X)
definiSemo njihov proizvod sa

u - v = red(uv),

gde uv sa desne strane predstavlja konkatenaciju (dopisivanje) reci v i v. Lako

se pokazuje da je ovom operacijom zaista definisana grupa, koju oznaavamo sa

F'x 1 zovemo grupa redukovanih re¢i nad X (pri tome slova iz X zapravo iden-  grupa redukovanih regi
tifikujemo sa odgovarajuéim re¢ima duZine 1). Nije teSko videti da je prazna

re¢ 1 jedinica ove grupe, a da je inverz elementa w = z7* ... 25" jednak

-1 —€

— —e1
w =1z, .

n..-xl

1

Specijalno, sada je £ zaista inverz (jednoslovne reci) , jer je ocito

red(zz™1) = red(z'z) = 1.

Klju¢na osobina grupa redukovanih re¢i nad datim alfabetom jeste da su one
zapravo (do na izomorfizam jedinstvene) slobodne grupe. Naime, za grupu F'
kazemo da je slobodna grupa sa bazom X C F ako za svaku grupu GG i svako  slobodne grupe
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preslikavanje ¢ : X — G postoji jedinstveno proSirenje ¢ do homomorfizma
¢ : F — G (tako da je ¢|x = ¢).

Najpre ¢emo videti da za datu kardinalnost baze, postoji do na izomorfizam
najvise jedna slobodna grupa, a zatim da su grupe F'x upravo slobodne grupe sa
bazom X.

Propozicija A.2. Neka su Fy i Fy slobodne grupe redom sa bazama X, i Xo.
Ako je | X1| = | X2| tada je Fy = F.

Dokaz. Neka je ¢1 : X1 — Xo proizvoljna bijekcija i ¢p2 = f; ' (zapravo,
moZemo formalno pretpostaviti da su kodomeni za ¢, odnosno ¢o ve¢ Fs,
odnosno F7i, respektivno). Tada se ove dve funkcije mogu proSiriti do homo-
morfizama ¢ : Fi — Fyi ¢y : Fy — F|. Sada su ¢; ¢ odnosno ¢ d1
redom endomorfizmi grupa Fj i F5 koji proSiruju identicka preslikavanja na
X, odnosno X, respektivno. Medutim, i identi¢ki endomorfizmi idg, i idp,
imaju ista svojstva, pa je po uslovu jedinstvenosti ¢1 ¢ = idp, i 2 ¢ = idp,.
Otuda je ¢ izomorfizam (i dg = 1 ). O

Propozicija A.3. Grupa Fx redukovanih re¢i nad X je slobodna grupa sa
bazom X.

Dokaz. Neka je G proizvoljna grupai ¢ : X — G proizvoljno preslikavanje
skupa (jednoslovnih re¢i) X u G. Definigimo ¢ : Fx — G sa

(7t .. x5 = (x19)7 ... (zp)™m.

Primetimo da se ovo preslikvanje moZe na analogan nacin konzistentno dalje
progiriti do ¢* : (X*!)* — G, buduéi da o&ito w1 ~ ws povladi wi¢* = wad*.
Zato je

(u- )¢ = (red(uv))d = (uv)¢" = (up")(ve") = (ud)(ve),

za sve u,v € Fy, pa je ¢ homomorfizam. Iz same njegove definicije (tj. iz
¢injenice da X generiSe F'x) je jasno da ne moZe biti drugih homomorfizama
Fx — G koji proSiruju X. O

Kardinalnost | X | baze X slobodne grupe F' se naziva rang od F'. Primetimo
da je slobodna grupa ranga 0 trivijalna, dok je slobodna grupa ranga 1 izomorfna
sa Z.

Centralni znacaj slobodnih grupa (narocito za oblast kombinatorne teorije
grupa [LSch77, MKS66]) lezi u slede¢em tvrdenju.
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Teorema A.4. Neka je G grupa generisana svojim podskupom A, |A| = k.
Tada je G homomorfna slika (i stoga izomorfna faktor grupi) slobodne grupe
ranga K.

Dokaz. Neka je X proizvoljan skup kardinalnosti x i ¢ : X — A bijekcija.
Tada postoji jedinstveni homomorfizam ¢ : Fx — G koji prosiruje ¢. Kako
slika X ¢ = A generatornog skupa X od Fy generise G, sledi da je Im ¢ = G.
Po Teoremi o homomofizmu sledi da je Fx /N = G, gde je N = Ker 6. O

Ukoliko je normalna podgrupa N iz prethodnog dokaza generisana kao nor-
malna podgrupa skupom rec¢i R ($to znaci da je N najmanja normalna podgrupa
od F'x koja sadrzi R) tada kaZzemo da je grupa G = Fx /N prezentirana parom
(X, R) (uodnosuna ¢ : X — A, bijekcijom koja identifikuje slova alfabeta X
sa stvarnim generatorima grupe (7). Teorija prezentacija grupa predstavlja jednu
od najznacajnijih tema kombinatorne teorije grupa, sa ogromnim primenama u
topologiji i geometriji.

Na primer, ({a}, {a"}) predstavlja prezentaciju cikli¢ne grupe Z,,. Takode,
na osnovu informacija sadrZanih u Primeru 1.10 nije tesko pokazati da

({a,b},{a",b*, abab})

predstavlja prezentaciju dijedarske grupe D,, (u odnosu na ¢ koje slovo a slika
na rotaciju p, a slovo b na osnu simetriju o).

svaka grupa je faktor
slobodne grupe

prezentacija grupe
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Primitivne grupe permutacija

Neka je G < Sx grupa permutacija na skupu X. Pravi podskup A C X je
blok grupe G ako ima bar dva elementa i ako za sve m € G vazi Ar = A ili
Am N A = @. Za G kazemo da je primitivna ako je tranzitivna i nema blok.

Propozicija B.1. Neka je G tranzitivna grupa permutacija na X. Tada G nije
primitivna ako i samo ako postoji netrivijalna (uniformna) particija p skupa X
(relacija ekvivalencije Cije sve klase imaju istu kardinalnost) tako da je svaka
permutacija iz G ujedno i permutacija skupa X /p (tako da je (xp)m = (x7)p
zasvex € X).

Dokaz. (=) Neka je A blok grupe G. Dokazimo da je tada {Ar : 7 € G}
¢ini traZenu particiju. Zaista, po uslovu tranzitivnosti, | J ..o Am = X. Gornja
familija skupova &ini particiju, jer € ArN Ao povlatidazo~! € ANAro~1.
Posto je A blok, mora biti Aro~! = A, tj. Am = Aoc. Iz definicije bloka sledi

da je ova particija netrivijalna, a takode je i uniformna, jer je |An| = |Ao]| za
svem, o € G.
(<) Trivijalno, posto je svaka klasa particije p blok grupe G. O

Posledica B.2. Ako je A blok grupe G < Sx, tada je | X| = k|A| za neko k > 2.
Stoga je svaka tranzitivna grupa permutacija prostog stepena primitivna.

Propozicija B.3. Neka je G tranzitivna grupa permutacija na X. G je primi-
tivna ako i samo ako su svi njeni stabilizatori maksimalne podgrupe od G.

84
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Dokaz. (=) Pretpostavimo da G, nije maksimalna podgrupa od G za neko = €
X; drugim re¢ima, postoji pogrupa H takvada G, < H < G. Definis§imo

A={ye X: zr=yzanekomw € H}.

Najpre, oito x € A, ali A mora sadrzati bar jo$ jednu tacku iz X, naime x7 za
proizvoljno m € H\G,. Dakle, |A| > 2. S druge strane, ako bi bilo A = X tada
bi za proizvoljno o € G\ H postojala permutacija 7 € H tako da je xm = xo.
No, u tom slu¢aju bi bilo zon~! = x, tj. or~! € H, $to je u kontradikciji sa
o ¢ H. Sada se lako proverava da je A blok grupe (G, pa ona nije primtivna.

(«=) Pretpostavimo da grupa G nije primitivna, i neka je x € X. Bududi
da iz dokaza prethodne propozicije sledi da svaki element od X pripada nekom
bloku od G, neka je A blok od G koji sadrzi . Defini§imo

H={neG: xm e A}

Jasno, H je podgrupa od G koja sadrZi stabilizator GG;.. Pri tome su obe inkluzije
G € H C [ stroge zbog tranzitivnosti G: postoji permutacija o € G tako da
jexo =y € Aiy # x (koja onda pripada H, ali ne i G), a takode postoji i
permutacija 7 € G tako da je x7 = z ¢ A (koja ne pripada H). O

Lema B.4. Svaka dvostruko tranzitivna grupa (permutacija na X) je primi-
tivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je grupa G dvostruko tranzitivna na X, ali da ima
blok A C X. Tada postoji m € G i dva razlidita elementa a,b € A tako da je
ar =aibr=c¢ A. Sadaje Aw # A,alii AN An # @. Kontradikcija. [

Lema B.5. Neka je G primitivna grupa permutacijana X i E # H < G. Tada
je i H tranzitivna grupa na X.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da grupa H nije tranzitivna. Tada postoji viSe
od jedne orbite 7, € X, i posto je H # E, bar jedna od tih orbita ima bar
dva elementa. Neka je A = z! jedna takva orbita. Dokazaéemo da je tada A
blok grupe G.
Neka je m € G proizvoljno. Kako je H < @, sledi da je za proizvoljno
o€ H,
Ao = (Amon™ 1)1 = An,

bududi da je momr~! € H i svaki element iz H fiksira svaku orbitu dejstva H
na X. Sada sledi da je A takode jedna od orbita dejstva H na X (posto je o

dvostruko tranzitivne
grupe su primitivne

tranzitivnost normalnih
podgrupa primitivnih
grupa
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fiksira). Zbog tranzitivnosti G je | J .. Am™ = X, akako je rec o orbitama, to je
{Am : 7 € G} particija skupa X (Ciju svaku klasu fiksira svaki element iz H).
Sada je A blok od G, kontradikcija. O

Glavna primena primitivnih grupa leZi u tome §to nam one, pod odredenim
dodatnim uslovima, daju “mehanizam” da dokazemo da je neka grupa per-
mutacija prosta. Ovaj mehanizam je poznat pod nazivom Ivasavina'? lema.

Teorema B.6 (Ivasava, 1941). Neka je G grupa permutacija skupa X koja
zadovoljava sledeca tri uslova:

(1) G’ =G.
(2) G je primitivna.

(3) Postoji x € X ¢iji stabilizator ima normalnu Abelovu podgrupu A < G,
takvu da sve njene konjugovane podgrupe n~' A, m € G generisu G:

G = <WL€JG7T—1AW> :

Dokaz. Pretpostavimo da je £ # H < (. Po uslovu (2) i prethodnoj lemi,
H je tranzitivna na X. Tvrdimo da je G = HG,. Zaista, nekaje m € G i
y = zm. Zbog tranzitivnosti H, postoji o € H tako da je y = zo; sada je
no~! € Gy, odakle sledi daje 7 € G0 C G, H = HG,. Dalje, pokazujemo
daje HA 9 HG, = G. Satimciljemnekaje 71 = o7 € G, gdeje o € G, i
T € H. Vaii:

Tada je grupa G prosta.

(o7) 'HAoT = [(07) 'Hor][(o7) Y Aor] = H(r A7),

jerje H < GiA < G,. Sada je zbog normalnosti H, 7-'Ar C HAH =
HHA = HA, pa dobijamo da je (o7)"'HAor C HA, $to je dovoljno da
konstatujemo daje HA < HG, = G.

Medutim, posto je A < H A, sledi da H A mora da sadrZi i sve konjugovane
podgrupe 7' Am od A, m € G, a sa time, po uslovu (3), i celo G, paje HA =
G. Po Prvoj teoremi o izomorfizmu dobijamo:

G/H =HA/H =~ AJAN H.

Kenkigi Ivasava (1917-1998), japanski matematiar
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Prema tome, faktor grupa G//H je izomorfna faktoru Abelove grupe A, zbog
Cega je i sama Abelova. No, sada po Lemi 3.32 sledi da je G’ < H, pa je zbog
uslova (1) H = G. Zakljucujemo da grupa G mora biti prosta. O
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Projektivne linearne grupe

Neka je IT skup sa bar tri elementa i A C P(II) neka familija podskupova od II.
Par I' = (I1, A) je projektivna geometrija — pri c¢emu elemente skupa II zovemo
tacke, a elemente od A prave — ako vaze sledeci uslovi:

(1) Svaki par razlicitih tacaka pripada tacno jednoj pravoj.
(2) Svaka prava sadrzi bar tri tacke.

(3) Za X C II neka C'(X) oznacava najmanji podskup od II koji sadrzi X i
koji sadrZi sve tacke svih pravih sa kojima ima bar dve zajednicke tacke.
Akoje X C Iliakosup,q € II\ X, p # g, tacke sa osobinom da je
p € C(X U{q}), tada postoji tatka r € C'(X) tako daje p € C({q,r}).

Najmanji kardinal « takav da postoji skup X C II od x + 1 tadaka za koji je
C(X) =11 je dimenzija geometrije I.

U narednom primeru razmatramo kanonicki na¢in da se od vektorskih pros-
tora konstruse projektivna geometrija kona¢ne dimenzije.

Primer C.1. Neka je V' = F™ vektorski prostor dimenzije n nad poljem F.
DefiniSimo skup tac¢aka II kao skup 1-dimenzionalnih potprostora od V', dok su
prave (A) 2-dimenzionalni potprostori od V, pri ¢emu “tacka” pripada “pravoj”
ako i samo ako vazi inkluzija odgovarajucih potprostora od V.

Tvrdimo da je T',,—1 (F') = (II, A) projektivna geometrija dimenzije n — 1.
Zaista, ako su U = (x) i U’ = (y) dva razli¢ita jednodimenzionalna potpros-
tora od V, tada su vektori x, y linearno nezavisni, pa je W = (z,y) potprostor
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dimenzije 2 (dakle, “prava”) koji sadrzi U i U’. Dalje, neka je W dvodimen-
zionalni potprostor od V' i neka vektori x,y € V Cine njegovu bazu. Tada su
potprostori (x), (y) i (x + y) razli¢iti (na primer, x + y € (x) bi znacilo da je
x +y = ax zaneko € F, pabibilo (1 — o)z + y = 0, kontradikcija) i
svi leze u W. Najzad, primetimo da je u ovom kontekstu C'(X) upravo familija
svih 1-dimenzionalnih potprostora koji leZe u potprostoru od V' generisanom 1-
dimenzionalnim potprostorima (“ta¢kama”) iz X . Prema tome, p € C(XU{q})
znaci da postoje (po parovima linearno nezavisni) vektori u, v,x1,...,xr € V
takodap = (u), ¢ = (v)i(x;) € X zasvel <i < k,kaoi

u=ao1x] + - + agxr + Pu.

Stoga, ako definiSemo r = (ayx1 + - - - + agxg), imamodau € (ayz1 + -+ +
aprk,v), tj. p € C({g,7}), kao §to je i trazeno.

Za par preslikavanja ¢ = (¢!, ¢(?)) kazemo da je automorﬁzam projek-
tivne geometrije I' = (II, A) ako je #) permutacija od IT 1 ¢(2) permutacija od
A tako da za sve p € I1, £ € A vazi p € £ ako i samo ako ¢ (p) € ¢(2)(¢)
(podsetimo se da po ranijoj konvenciji u ovom tekstu automorfizmi vektorskih
prostora deluju sleva na svoj argument).

Podsetimo se da smo u Odeljku 1.4 pokazali da je grupa Aut(V') auto-
morfizama n-dimenzionalnog vektorskog prostora V' nad poljem F' izomorfna
opstoj linearnoj grupi G L,,(F') regularnih kvadratnih matrica formata n nad F'.
Kao direktnu posledicu ¢injenice da se svaki linearno nezavsni skup vektora
moZze dopuniti do baze prostora, sledi da je za sve k < n grupa GL,,(F') tran-
zitivna na skupu svih nizova duZine k linearno nezavisnih vektora. Specijalno,
GL,(F)jetranzitivnana V'\ {0}, ali u opstem slucaju ne i dvostruko tranzitivna
na tom skupu (posto je nemoguce dva proporcionalna vektora preslikati na par
linearno nezavisnih vektora; jedini izuzetak ¢ini dvoelementno polje F5, gde su
svaka dva nenula vektora linearno nezavisna, pa je grupa G L,,(F») dvostruko
tranzitivna na V' \ {0}). Drugim reéima, za svako 1 < k < n, GL,(F) je
tranzitivna na skupu svih potprostora od V' dimenzije k.

U ovom smislu, sada svakom automorfizmu ¢ prostora V' (pa tako i pridru-
zenoj matrici Ay € G'L,(F') u odnosu na neku fiksiranu bazu od V') na prirodan
na¢in odgovara automorfizam ¢ projektivne geometrije I',,_1(F) kao rezultat
(tranzitivnih) dejstava ¢ na potprostore od V' dimenzije 1, odnosno 2. Neka je
sada Z,,(F') skup svih matrica A € GL,,(F') sa osobinom da automorfizam ¢4 :
x — Ax prostora V indukuje identicko preslikavanje na geometriji I';, — 1( ) (4.

¢  fiksira sve potprostore od V dimenzije < 2). Lako se vidi da je ¢ap )(t) =

automorfizam
projektivne geometrije
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QTA(Z')dTB(Z’) (t) za bilo koju tacku (i = 1) ili pravu (i = 2) t geometrije I',,_1 (F) i
A, B € GL,(F), paje A+ ¢4 (sirjektivni) homomorfizam grupa GL,,(F) —
Aut(T',—1(F)) ¢ije je jezgro bas Z,(F') < GL,(F'). Sada faktor grupu

PGLy(F) = GLn(F)/Zn(F)

zovemo projektivna (linearna) grupa (stepena n nad poljem F').
U daljem za matricu A i polje F' sa F' A oznacavamo kolekciju matrica {aA :
a€ Fi.

Propozicija C.2. Z,(F) = FE = Z(GL,(F)), tako da je PGL,(F) =
GL,(F)/FE.

Dokaz. Kako bismo dokazali da je Z,(F') = F'E potrebno je i dovoljno doka-
zati da je ¢4 identi¢ko preslikavanje na T',,_1(F) ako i samo ako je A skalarna
matrica, tj. A = aF zaneko o € F. Jasno je da sve skalarne matrice indukuju
trivijalni automorfizam geometrije I',,_1 (F); zato pretpostavimo, obratno, da je
A proizvoljna matrica takva da je ¢ 4 trivijalni automorfizam od I',,_1(F). Neka
jeei,..., e, baza prostora V takva da je pridruzena matrica od ¢4 € Aut(V)
bas A. Zbog toga za sve 1 < i < n vazi

Aei = ;€4

zaneko o; € F'. Zbog toga je a;; = 0 za sve j # i, tj. A je dijagonalna matrica.
Takode, za sve 1 < ¢ # j < n postoji 3;; € F tako da je

Alei + ej) = Bij(ei +ej),

paiz A(ei + ej) = Ae; + Aej = i€ + o e; odmabh sledi da je a; = 51']' = Q.
Drugim rec¢ima, svi dijagonalni elementi matrice A su medusobno jednaki, pa
je A skalarna matrica, A € F'E.

Pokazimo da skalarne matrice nad F' ¢ine centar linearne grupe G L, (F').
Ocigledno, skalarna matrica oo/ komutira sa svakom matricom. Obratno, pret-
postavimo da A komutira sa svim matricama iz GL,,(F’). Tada, specijalno, A
komutira i sa svakom matricom £;;, i # j, koja ima jedinice na glavnoj di-
jagonali kao i na polju (7, j), a nule na svim ostalim poljima: AE;; = E;;A.
Medutim, lako se uocava da je AF;; matrica koja se dobija od A dodavanjem
i-te kolone j-toj koloni, dok se F;; A dobija od A dodavanjem j-te vrste i-toj
vrsti. Ove dve matrice mogu biti jednake za sve @ # j ako i samo ako su svi
vandijagonalni elementi od A jednaki 0, a dijagonalni elementi medusobno jed-
naki. Sledi da je A skalarna matrica. O
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Podsetimo se da smo sa SL,,(F) oznacili normalnu podgrupu od GL,,(F')
koja se sastoji od svih matrica ¢ija je determinanta = 1, tzv. specijalnu line-
arnu grupu. Po Teoremi o korespondenciji, njoj odgovara (normalna) podgrupa
SL,(F)Zn(F)/Z,(F) projektivne grupe PG L, (F), koja je pak, po Prvoj teo-
remi o izomorfizmu, izomorfna sa

PSLn(F) = SLn(F)/SZn(F)a

gde je SZ,(F) = Z,(F)NSLy(F) = {aF : " = 1}. Ovu grupu zovemo
specijalna projektivna grupa (stepena n nad poljem F').
Sledeca propozicija se dokazuje analogno kao i prethodna.

Propozicija C.3. SZ,,(F) = Z(SL,(F)).

Znacaj specijalnih projektivnih grupa u teoriji grupa permutacija ogleda se
u slede¢em rezultatu.

Teorema C.4. Za svako polje F' i n > 2, grupe PGL,(F) i PSL,(F) su
dvostruko tranzitivne.

Dokaz. Posmatrajmo dve razli¢ite tacke geometrije I'y,_1 (F): p = (1) iq =
(x9); tada su vektori 1, 22 linearno nezavisni. Zbog toga, za svake dve razlicite
tacke p’ = (y1) i ¢’ = (y2) u I',_1(F) postoji matrica A € GL,,(F) takva da
je Ax; = y; zai = 1,2. Tako je dTA(l)(p) =9 icZTA(l)(q) = ¢/, odakle odmah
sledi 2-tranzitivnost grupe PG L,,(F').

Za grupe PSL, (F') posmatrajmo matricu B = A/det(A) € SL,(F).
Sada je Bx; = y;/d gde je d = det(A). Medutim, vazi (y;/d) = (v;), pa
imamo gbiB(l)(p) =7 i qbiB(l)(q) = ¢; zbog toga su i grupe PSL,(F) 2-
tranzitivne. O

Posledica C.5. Za sve n > 2 i proizvoljno polje F, PGL,(F') i PSL,(F) su
primitivne grupe.

Kao kulminaciju naSeg razmatranja projektivnih linearnih grupa, ilustru-
jemo Ivasavinu lemu iz prethodnog dodatka njenom najznacajnijom primenom:
dokazom da su specijalne projektivne grupe PSL,,(F') (sa dva sporadi¢na izu-
zetka) proste. Ovo je uvena Teorema Zordan-Mur-Diksona.

specijalna projektivna
grupa

dvostruka tranzitivnost
projektivnih grupa
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Teorema C.6 (Zordan, Mur, Dikson'*). Neka je F proizvoljno polje. Ako je
n > 2, a pritome nijen = 2 i |F| < 3, tada je PSL,(F) prosta grupa.

Prva dva dela dokaza ovog rezultata izdvajamo kao zasebna pomoc¢na tvr-
denja.

Lema C.7. Neka je H;;j matrica nad poljem F' &iji su svi elementi O osim pozi-
cije (i,j) na kojoj se nalazi 1. Za1 <i # j < nia« € F definisimo matrice

Zl'j(Oé) =F+ OéHij.
Tada ove matrice generisu SLy,(F).

Dokaz. Podsetimo se (iz linearne algebre) elementarnih transformacija ma-
trica:

o transformacije tipa I: zamena i-te i j-te vrste, odnosno i-te i j-te kolone;

o transformacije tipa II: dodavanje ¢-toj vrsti j-te vrste pomnoZene nenula
skalarom ae € F'i analogna operacija na kolonama, pri cemu je ¢ # j;

o transformacije tipa III: mnoZenje -te vrste (kolone) nenula skalarom o €
F.

Primetimo da se trasformacije tipa II realizuju upravo mnoZenjem matricama
Zi;(«) sleva (za operaciju na vrstama), odnosno Zj; () zdesna (za operaciju na
kolonama). Na sli¢an nac¢in, mnoZenje matricama

Pij = E+ Hij + Hji — Hij — Hjj
= (E+ Hij)(E — Hji)(E + Hij)(E — 2H;;) =

realizuje elementarne transformacije tipa I.

Sada koristimo jedan od osnovnih rezultata linearne algebre: svaka matrica
se putem transformacija tipa I i Il moZe svesti na dijagonalnu matricu. Pre-
ciznije, postoje matrice P i () koje su obe proizvodi matrica oblika Z;;(«) i Pj;
tako da je

PAQ =D,

4Kamij Zordan (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922), francuski matemati&ar; Ila-
jakim Mur (Eliakim Hastings Moore, 1862-1932) i Leonard Dikson (Leonard Eugene Dickson,
1874-1954), ameri¢ki matematiari. Zordan je najpre dokazao ovo tvrdenje samo za kona¢na
polja F' prostog reda; kasnije je Mur resio opsti slu¢aj za n = 2, a Dikson za n > 3.
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gde je D dijagonalna matrica sa dijagonalnim elementima redom dy, . ..,d, €
F,pricemujed;...d, = (—1)"det(A). Zapravo, matrice P, su proizvodi
matrica oblika Z;; (a) i E — 2H;;. Sada primetimo da vaZi sledeca jednakost:

Zij(a)(E = 2H;i) = (E — 2H;) Zij(—«)

zasve i # jia € F. Ove jednakosti omogucavaju da se u proizvodu koji
formira P svi faktori oblika ¥ — 2 H;; izdvoje sa leve strane, a da se u proizvodu
koji izraZzava () isto to uCini sa desne strane. Primetimo da su ¥ — 2H;; zapravo
dijagonalne matrice koje na svim dijagonalnim poljima imaju 1 osim na i-tom,
gde stoji —1. Zato je (E — 2H;;)? = E, tj. sve matrice £ — 2H;; su same sebi
inverzne. Dakle, mnoZenjem relacije PAQ) = D odgovaraju¢im matricama
ovog oblika sleva i zdesna dobijamo

PLAQ = Dy,

gde su P, @ proizvodi matrica oblika Z;;(«). Zbog toga vazi det(P;) =
det(Q1) = 1, pa ako za A odaberemo proizvoljnu matricu iz SL,,(F'), imamo
dajeidet(D;) = det(A) = 1. Nekasud),...,d,] dijagonalni elementi od D;.

Sada definiSimo preslikavanje wiaj’ﬁ : GL,(F) = GL,(F),i # j, a,p €
F\ {0}, sa:

X927 = (Ziy(a™ = 1)Z;(1) Ziy (1)) X [Zi(8) Zii (=B )).

Nije teSko proveriti da je za svaku dijagonalnu matricu X koja na i-tom di-
jagonalnom polju ima « a na j-tom polju 3, matrica X 1/1%’5 takode dijagonalna
matrica koja na svim poljima ima iste elemente kao i X osim i-tog dijagonalnog
polja na kojem ima 1 i j-tog polja na kojem stoji 8. Zbog toga je

d:d! dy..d _,.d
Dy 2oy, " = EL

ZakljuCujemo da postoje matrice P», ()2 koje se mogu predstaviti kao proizvodi
matrica oblika Z;;(c) tako da je

PAQ, = E,

odakle sledi A = P, 1Q2_ ! Prema tome, A je generisana matricama Zij(«), pa
one generisu grupu S L, (F). O

Lema C.8. Akojen >3, ilin=2i|F| > 3, tadaje PSL,(F) = PSL,(F).
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Dokaz. Ovde je dovoljno dokazati da je SL,,(F)" = SL,(F) (pod datim uslo-
vima za n i F'), buduéi da za svake dve grupe GG, H za koje postoji sirjektivni
homomorfizam ¢ : G — H, G’ = G povla¢i H' = H.

Razmotrimo najpre sluaj n > 3. Ako odaberemo indeks k ¢ {i, j}, tada
vazi

Zij(a) = Zip() 21 (1) Zig (=) Zyj(=1)

za proizvoljno o € F. Otuda je Z;j(a) = [Ziy(—a), Zj(—1)] bududi da je
Zpg(a)™t = Zpy(—a) za proizvoljne p # ¢ i a € F. Kako matrice Z;;(«)
generiSu S L, (F), sledi da je svaki element ove grupe proizvod komutatora, tj.
SL,(F) = SL,(F).

Preostaje da razmotrimo slu¢aj n = 2. Po uslovima leme je |F'| > 4, pa
postoji skalar § € F'\ {—1,0,1}. Neka je

510
D(O 5).

Tada direktnim racunom proveravamo da vazi
Zra(@) = D™ Zia(n) D Zna(p) ™" = [D, Zia(p) '] = [D, Za(—p)),

gde je 1 = a/(6% — 1). Sli¢no dobijamo da je i Z21(c) u izvodnoj grupi od
SL,(F), paisto kao i malopre zaklju¢ujemo da je SL,(F) = SL,(F). O

Dokaz Teoreme C.6. Po prethodnoj lemi, posmatrane grupe PS L, (F') zadovo-
ljavaju uslov (1) Ivasavine leme, a po Posledici C.5 i uslov (2). Prema tome,
dovoljno je dokazati da je zadovoljen i uslov (3), tj. da pronademo normalnu
Abelovu podgrupu A stabilizatora (u PSL,(F')) neke tatke projektivne ge-
ometrije I';,_1 (F') ¢ije sve konjugovane podgrupe generisu PS L, (F).

Neka je ey, . . ., e, bilo koja baza n-dimenzionalnog vektorskog prostora V'
nad F. Tada je p = (e;) tatka u I';,_; (F'); posmatracemo stabilizator G, u
PSL,(F). U pitanju je kolekcija svih koseta SZ,(F)A gde je A € SL,(F)
matrica takva da je Ae; nenula vektor iz (e1), tj. Ae; = «e; za neko o €
F \ {0}. Jasno, ovo je ekvivalnentno uslovu da matrica A mora imati o u
gornjem levom uglu, a sve ostale elemente prve kolone jednake 0 — dakle, ona
je oblika

« ﬁl Bn—l

Al
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gdesuf,...,n—1 € Fimatrica A’ je formata n—1 tako daje det(A4’) = 1/a.
Po teoremi o korespondenciji, sve ovakve matrice ¢ine podgrupu H od S L, (F)
(koja ocito sadrzi SZ,,(F')), pri ¢emu je G, = H/SZ,(F'). Posmatrajmo sada
homomorfizam grupa ¢ : H — G L,,—1(F") koji svakoj matrici A gornjeg oblika
dodeljuje matricu formata n — 1 iz njenog donjeg desnog ugla, ¢ : A — A’.
Jezgro ovog homomorfizma — kojeg ¢emo oznacliti sa K — Cine sve matrice
oblika
1 Bl <. Bn—l

: En—l

0

gde E,,_1 oznaCava jedini¢nu matricu formata n—1. Sada imamo daje K < H,
pa, po Teoremi o korespondenciji i Drugoj teoremi o izomorfizmu, za njoj od-
govarajucu podgrupu u PSL, (F) vazi SZ,(F)K/SZ,(K) < H/SZ,(F).
Primetimo da vaZi

L B oo Baa Ly oo a1
0 0
En—l En—l

0 0

1 fr+m Brn-1+ Tn-1

0

. Enfl 7

0

paje zato grupa K izomorfna F"~!, aditivnoj grupi svih (n—1)-dimenzionalnih
vektora nad F' — izomorfizam je

L B oo Baa

0 b
E o

. n—1

O 571—1

Sledi da je K Abelova grupa, odakle je SZ,(F)K/SZ, (K ) normalna Abelova
podgrupa stabilizatora GG,. Prema tome, preostaje da se pokaZe da sve njene
(u PSL,(F)) konjugovane podgrupe generisu P.SL, (F'); za to je dovoljno da
pokazemo da sve konjugovane podgrupe od K generiSu SL,,(F).
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Podsetimo se sada jednakosti iz prethodne leme:
Zij(a) = Zig(a) Zi;(1) Zig (=) Zij (-1).

Sve matrice oblika Zy(x), j > 2, a € F, su po definiciji sadrzane u K. Stoga,
ako je ¢, > 2, tada izborom k£ = 1 gornja relacija postaje

Zij(a) = [Zn () Z1;(1) Zn (—a)] Z15(—1),

pri Cemu treba primetiti da je matrica u uglastoj zagradi konjugovana sa matri-
com Z1;(1) € K. Zbog toga preostaje da se razmotri slucaj j = 1, tj. matrice
Zi(ar) zai > 2. UoCimo sada matricu

Bi=E — Hi1 — Hiy — Ha + Hu.
Veoma se lako vidi da je det(B;) = 1, tj. B; € SL,,(F), kao i da vaZi relacija
Zil(Oé) = Bi_lZli(—a)Bi.

Tako, i sve matrice Z;;(«) pripadaju podgrupama koje su konjugovane sa K.
Sada moZemo zakljuciti da unija svih konjugovanih podgrupa od K generise
SL,(F). Time je okoncan dokaz da grupe PSL,(F) imaju osobinu (3) iz
Ivasavine leme, pa ona sada implicira traZeni rezultat. O

Dve specijalne projektivne grupe izuzete iz prethodne teoreme zaista nisu

~

proste. Naime, ako Fy oznaCava dvoelementno polje, tada je PSLo(F5) =2
SLo(Fy) = Sg, dok je PSLo(F3) = Ay (gde F3 oznacava troelementno polje).



Grupe reda pq

Kako bismo opisali sve grupe reda pq za proste brojeve p < ¢, najpre moramo
opisati grupu automorfizama cikli¢ne grupe prostog reda. Podsetimo se (iz
teorije brojeva) da je ostatak r, 0 < r < n, primitivni koren po modulu n > 2
ako i samo ako

ror?, . e

(gde je ¢ Ojlerova funkcija) ¢ini redukovan sistem ostataka po modulu n (Sto
znadi da za svaki ostatak 0 < s < n takav da je (s,n) = 1 postoji 1 < k <
¢(n) tako da je r* = s(mod n)). Specijalno, za prost modul p imamo da je
©(p) = p — 1, pa gornji uslov izrazava da je 0,r,72,...,7P~! potpun sistem
ostataka po modulu p (svaki ostatak je zastupljen tacno jednom u ovom nizu).
Jedan od osnovnih rezultata teorije brojeva tvrdi da svaki prost modul p ima
primitivni koren, Sto se u algebarskoj terminologiji moZe izraziti uslovom da
je Z,; cikli¢na grupa, a da je primitivni koren njen generator. Drugim recima,
Z) = Zp-1 (odakle odmah sledi da modul p ima taéno o(p — 1) primitivnih
korena).

Lema D.1. Neka je p prost broj. Tada je Aut(Zy,) = Zy—1.

Dokaz. Svaki automorfizam ¢ € Aut(Z,) jednoznacno je odreden slikom pro-
izvoljnog generatora od Z,: na primer, ako je 1¢ = r < p tada mora biti
a¢ = ra(mod p) za sve 0 < a < p (pri tome, jasno, ne moze biti » = 0, jer
to rezultuje trivijalnim endomorfizmom, a ne automorfizmom). S druge strane,
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svako opisano preslikavanje Z,, — Z, jeste automorfizam: ono je oCigledno
endomorfizam, koji je pri tome joS i bijekcija jer p | r(a — a’) za neko 0 <
a,a’ < pimplicira a — a’ = 0, tj. a = o’. Prema tome, ako sa ¢, oznalimo
automorfizam odreden uslovom 1¢, = r, tada su sa ¢1 = idgz,, ¢2, ..., Pp-1
iscrpljeni svi automorfizmi grupe Z,,.

Posto sada znamo da je grupa Aut(Z,) reda p — 1, preostaje da pokazemo
da je cikli¢na. Primetimo da za proizvoljno k£ > 1 i ostatak a po modulu p vazi

a¢f = rfa(mod p) = rra(mod p) = ag,,,

gde je ry, ostatak * pri deljenju sa p, pa je apk = adr, tj. ok = ¢r,,. Ako sada
za r uzmemo bilo koji primitivni koren po modulu p, dobijamo da je

¢7‘1 = ¢7‘7¢7’2 = ¢72~7 e ’¢7‘p71 = ¢1 = gb];‘_l

neka permutacija prethodne liste svih automorfizama od Z,. Zato je Aut(Z,) =
(¢r) cikli¢na grupa. O

Teorema D.2. Neka su p < q prosti brojevi. Postoji tacno jedna Abelova grupa
reda pq, Lpq = Ly X Lq. Ako p t q — 1, ovo je ujedno i jedina grupa reda pq;
u suprotnom (ako p | ¢ — 1) postoji tacno jedna nekomutativna grupa reda pq,

poludirektan proizvod Z,, %, Zq odreden homomorfizmom 1 : 7, — Aut(Z,)

/p

koji generatoru grupe 7, dodeljuje automorfizam gz57(«q_ , gde je r proizvoljan

primitivni koren po modulu q.

Dokaz. Na pocetku, primetimo da su (p-,q-)podgrupe Silova P, () svake grupe
G reda pq cikliCne, tj. izomorfne sa Zj,, odnosno Z,, respektivno. Pri tome po
teoremama Silova imamo s, = 1(mod ¢) i s, | p, odakle zbog p < g odmah
sledi s, = 1. Prema tome, (Q < G je jedinstvena g-podgrupa Silova od G.

S druge strane, imamo s, = 1(mod p)is, | ¢. Ako je s, = 1, tada je i
P < G i odmah dobijamo da je G = P X @, tj. da je u pitanju Abelova grupa
Lipg = Zyp X ZLg. U suprotnom s, = ¢, Sto je sada oCito moguce samo ako je
q — 1 deljivo sa p; ako p t ¢ — 1 neabelove grupa reda pq ne postoje.

Prema tome, preostaje da razmotrimo slucaj p | ¢ — 11i s, = ¢ (kada pod-
grupa P nije normalna u G, jer ima ¢ konjugovanih podgrupa). Primetimo da je
PN @ = E, kao i da je zbog normalnosti @, PQ) = QP, pa je P() podgrupa
od G reda pq, zbog Cega je G = P(). Prema tome, GG je unutrasnji poludirektni
proizvod G = P X Q.
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Kako su P, @ cikli¢ne grupe, fiksirajmo neke njihove generatore, P = (a),
Q = (b), i posmatrajmo element a~'ba. Posto je Q@ < G, ovaj element mora
pripadati @), tj. mora biti
a tha = b*

za neko k < ¢. Pri tome je £k > 1, jer bismo za k = 1 dobili ab = ba i
G = Px(@Q. Kakou Pvazia? = 1,tou () morabiti b = a PbaP = br? pa sledi
da je kP = 1(mod ¢). To znaci da postoji primitivni koren r po modulu ¢ tako
daje k = r(@=1)/P_ S druge strane, primetimo da gornja relacija (a~*ba = b¥)
jednoznacno odreduje grupu G: ona obezbeduje da se svi njeni elementi mogu
(jedinstveno) izraziti u obliku a’b’ zaneko 0 < i < pi0 < j < ¢, kao i da je
mnoZenje tih elemenata dato sa

(az’bj)(aubv) — az’—i-U(a—uijU)bv — ai—l—ubjk“—l—v.

Neposredno se proverava da je ovim zaista zadata grupa od pq elemenata.

Dokazimo da dobijena grupa, do na izomorfizam, ne zavisi od izbora primi-
tivnog korena r. Neka je G}, grupa koja se dobija na osnovu relacije a = 'ba = b*
za k = r(@=1/P_a G, grupa koja je dobijena iz a~'ba = b’ gde je £ = sa=1)/P
za neki drugi primitivni koren s po modulu g. Medutim, tada je 7 = s'(mod q)
za neko t tako da je (t,q — 1) = 1 (pa tako, specijalno, p 1 t), odakle je
k = #(mod ¢). Posmatrajmo sada preslikavanje ¢ : Gj — Gy dato sa
(a'b)¢ = a'b zasve 0 < i < p,0 < j < q. Imamo da je

(aibj)g(aubv)g _ (atibj)(atuby) _ at(i+u)bjgtu+v _
= a0,

tj. € je homomorfizam grupa. On je bijekcija, jer (a’b/)¢ = (a¥b/")¢ povlati
(pored b/ = /') a¥ = a'’, odnosno p | t(i —i'), pazbog p f tsledip | i — i’ i
a' = a¥. Dakle, Gj, = Gy.

ZakljuCujemo da u slu€aju p | ¢— 1 postoji ta¢no jedna nekomutativna grupa
reda pq koja je poludirektan proizvod svoje p-podgrupe i g-podgrupe Silova;
koriste¢i Propoziciju 4.7 dobijamo da se on realizuje kao spoljasnji poludirektan
proizvod ba$ kao Sto je i navedeno u formulaciji (generator ciklicne grupe Z,
deluje na Z, automorfizmom x ). O

Primetimo da u slu¢aju p = 2 nekomutativni poludirektan proizvod Z,, x Z,
uvek postoji: to je upravo dijedarska grupa D,,.
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centralni niz

nilpotentna grupa
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podgrupa

Nilpotentne grupe

Uopstavajuéi pojam izvodne podgrupe, za dve podgrupe A, B < G definiSemo
njihov komutant [A, B] kao podgrupu od G generisanu svim komutatorima ob-
lika [a,b], a € A, b € B. Za niz podgrupa

G=Hy>H,>--->H,=F
kazemo da je centralni niz grupe G ako za sve 0 < ¢ < n — 1 vazi da je
[Hl'v G] < HiJrl-

Grupa G koja ima centralni niz je nilpotentna. Odmah ¢emo uociti da je svaki
centralni niz grupe normalan, ali da zapravo vaZi i viSe od toga.

Lema E.1. Ako je
G=Hy>H > --->H,=F
centralni niz grupe G, tada je H; < G za sve 0 < i < n.

Dokaz. Ako je [H;,G] < H;; tadajei [H;, G] < H;. Stoga, za sve g € G,
h € H;vazi h~'g~'hg € H;,tj. g~ hg € H;. No, sada je o¢ito H; < G. [

Naredna lema ¢e objasniti poreklo termina “centralni niz”.

Lema E.2. Neka je G grupai H < K < G, pri emu je H < G. Tada vaZi
[K, G| < H ako i samo ako je K/H < Z(G/H).

100
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Dokaz. K/H je sadrzano u centru od G/H akoisamo akozasvek € Kig €
G vazi kgH = Hkg = (Hk)(Hg) = (Hg)(Hk) = Hgk = gkH. Medutim,
poslednji uslov je ekvivalentan sa [k, g] = (gk) 'kg € H,4. [K,G] < H. O

Znadi, u centralnom nizu grupe G (ako on postoji) svaki faktor H;/H; 11
je Abelova grupa, jer je sadrzan u centru koli¢nika G/H; 1. (Stavise, svaki
koli¢nik H;/H;, i < j —koji postoji jer je H; < G — je Abelov, jer je sadrzan u
Z(G/Hj).) Zato odmah imamo sledece.

Posledica E.3. Svaka nilpotentna grupa je resiva.

S druge strane, svaka Abelova grupa GG je nilpotentna, jer je niz G > E
trivijalno centralan. Tako, klasa Abelovih grupa je sadrzana u klasi nilpotentnih
grupa, i pri tome je inkluzija stroga, jer je neabelova grupa (Jg nilpotentna: lako
se proverava da je niz

Qs> Qg = {1, -1} > {1}

centralan. S druge strane, klasa nilpotentnih grupa je sadrZana u klasi reSivih
grupa, i ta inkluzija je takode stroga, jer reSiva grupa Ss nije nilpotentna: imamo
da je S5 = As, pa bi naredni ¢lan njenog (hipoteti¢kog) centralnog niza morao
biti A3, no kako je [A3, S3] = Ag sledi da S3 nema centralni niz.

Sli¢no kao i u slucaju resivih grupa (gde je najkra¢i normalni niz sa Abelo-
vim faktorima bio niz izvodnih podgrupa), i za nilpotentne grupe moZemo kon-
struisati “kanonicke” centralne nizove koji su minimalne duzine. Zapravo, ima-
mo, za svaku nilpotentnu grupu, dva takva kanonicka centralna niza. Donji cen-
tralni niz dobijamo kada definiS§emo sledeéi niz podgrupa od G: Ky(G) = G i,
zasvei > 0,

Kini(G) = [Ki(@), G,

Propozicija E4. Grupa G je nilpotentna ako i samo ako je K,(G) = E za
neko n € N. Pri tome je, u slu¢aju nilpotentnosti, donji centralni niz najkraci
centralni niz grupe G, i za svaki drugi centralni niz

G=Hyo>Hi>..>H,=F

Dokaz. Dokazimo indukcijom po % samo poslednje tvrdenje, poSto sve ostalo
sledi iz njega. Zaista, Ko(G) = G = Hj. Pretpostavimo sada da je K;(G) <
HZ' za neko 1. Tadaje Ki-i-l(G) = [KZ(G), G] < [Hi, G] < Hi+1. O

donji centralni niz

nilpotentnost i donji
centralni niz



gornji centralni niz

nilpotentnost i gornji
centralni niz
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Gornji centralni niz podgrupa Z;(G) < G, i > 0, dobijamo tako §to defini-
Semo Zy(G) = E'i,zasvei > 0,

Zi1(G))Zi(G) = Z(G/Zi(G)).

Ova definicija logi¢ki ima smisla buduéi da po Teoremi o korespondenciji centar
grupe G /Z;(G) jeste njena podgrupa koja je oblika H/Z;(G) za (jedinstveno
odredenu) podgrupu H od G koja sadrzi Z;(G); kako je u pitanju normalna pod-
grupa od G/Z;(G), sledi da je H < G i upravo to H obelezavamo sa Z;11(G).

Propozicija E.5. Grupa G je nilpotentna ako i samo ako je Z,(G) = G za
neko n € N. Pri tome je, u slucaju nilpotentnosti, gornji centralni niz najkraci
centralni niz grupe G, i za svaki drugi centralni niz

G=Ho>Hi>...0H,=F
vazi H; < Z,—;(Q), gde je n najmanji prirodan broj za koji je Z,(G) = G.

Dokaz. Najpre, gornji centralni niz je zaista centralan zbog Leme E.2, bududéi
da Z;11(G)/Zi(G) = Z(G/Z;(G)) implicira da je [Z;+1(G),G] < Zi(G).
Zato Z,(G) = G za neko n povla¢i nilpotentnost grupe G.

Obratno, neka je G nilpotentna grupa sa centralnim nizom kao u formulaciji
propozicije. Indukcijom po i dokazujemo da je H,,—; < Z;(G). Zaista, H,, =
E = Zy(G). Pretpostavimo sada da je za neko i, H,,_; sadrzano u Z;(G). Kako
su (po Lemi E.1) H,_; i Z;(G) normalne podgrupe od GG, po Drugoj teoremi
0 izomorfizmu imamo sirjektivni homomorfizam ¢ : G/H,,—; — G/Z;(G).
(U pitanju je, u sustini, prirodni homomorfizam u odnosu na Z;(G)/H,—; <
G/H,_; koji za svaku podgrupu K takvu da H, ; < K < @, podgrupu
K/H,_; < G/Hp_; slikau (K/H,_;)¢ = KZ;(G)/Z;(G).) Bududi da je
[Hy—i—1,G] < Hy—;, po Lemi E.2, H,,_;_1/H,__; je sadrzano u centru grupe
G/Hy_;. Medutim, lako se pokazuje da za svaki sirjektivni homomorfizam
grupa ¢ : G; — Ga vazi Z(G1)y < Z(G2), pa je zbog toga

H, i 1Zi(G)/Z{(G) = (Hp—i—1/Hp—i)p < Z(G/Hp—i)p <

< Z(G/Zi(G)) = Zi+1(G)/ Zi(G).

ZakljuCujemo da je H,,—;—1 < H,_;—17;(G) < Z;11(G), §to okoncava induk-
tivni dokaz. Sada sledi da je G = Hy < Z,,(G), pamorabiti Z,,(G) =G. O
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Kao posledicu prethodne dve propozicije imamo da su za svaku nilpotentnu
grupu GG duZzine njihovih donjih i gornjih centralnih nizova jednake. Tu duZinu
zovemo indeks nilpotentnosti grupe GG. Primetimo da su grupe indeksa nilpo-
tentnosti 1 tano Abelove grupe.

Propozicija E.6. Svaka konacna p-grupa je nilpotentna. Pritome, ako je |G| =
p", tada je indeks nilpotentnosti G ne veci od n — 1.

Dokaz. Slucaj n = 1 je trivijalan, jer je tada grupa G Abelova. Zato pret-
postavimo da je n > 2.

Prema Posledici 3.10, centar Z1(G) = Z(G) ima bar p elemenata. Takode,
ako je Z;(G) # G, tada je Z;11(G) # Zi(G), jer je Zi4+1(G)/Z;(G) centar
netrivijalne p-grupe G/Z;(G). Otuda induktivno sledi da je |Z;(G)| > p' za
sve 1 < ¢ < n — 2. Prema tome, grupa G/Z,_o(G) je p-grupa sa ne vise
od p? elemenata, pa je stoga Abelova i zato jednaka svom centru. Odatle je
Zn-1(G) =G. O

Tako, Propozicija 7.14 (tvrdenje da su sve konacne p-grupe resive) je direkt-
na posledica prethodnog rezultata i Posledice E.3. NeSto kasnije ¢emo videti da
se jos neka znacCajna svojstva konacnih p-grupa ocituju kao posledice njihove
nilpotentnosti.

Propozicija E.7. Neka je G nilpotentna grupa.
(i) Ako je H < G, tada je H nilpotentna.
(ii) Ako je H < G, tada je G/ H nilpotentna.
(iii) Ako su G1 i G2 nilpotentne grupe, tada je i G1 x G4 nilpotentna.

Dokaz. (i) Po konstrukciji donjeg centralnog niza je K;(H) < K;(G) za sve i.
Specijalno, mora biti K,,(H) = E, gde je n indeks nilpotencije od G.

(i1) Ako je ¢ : G — L sirjektivni homomorfizam grupa, tada za sve pod-
grupe A, B < G vazi [A, Bl¢ = [A¢, B¢, pa je K;(L) = [K;(G)]¢. Zbog
toga K,(G) = E implicira K,,(L) = E. Rezultat sledi primenjujuci ove
primedbe na prirodni homomorfizam G — G/H.

(iii) Posto se lako pokazuje da je K;(G1 x G2) = K;(G1) x K;(G3), sledi
da je indeks nilpotencije grupe GG; x G2 jednak ve¢em od indeksa nilpotencije
grupa G, Go. ]

indeks nilpotentnosti

konac¢ne p-grupe su
nilpotentne

nilpotentne grupe i
konstrukcije
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Medutim, za razliku od reSivih grupa, nije tacno da nilpotentnost H < G'i
G/ H povladi nilpotentnost G: kontraprimer je grupa S3 koja nije nilpotentna,
ali to jesu kako Z3 = Ag < Sg, tako i S3/Ag = Zs.

Prelazimo sada na karakterizaciju konac¢nih nilpotentnih grupa.

Teorema E.8. Neka je G konacna grupa. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1) G je nilpotentna.
(2) G je (unutrasnji) direktan proizvod svih svojih podgrupa Silova.
(3) Svaka podgrupa Silova od G je normalna (i stoga jedinstvena za dato p).
(4) Za svaku podgrupu H < G vazi H < N(H).
(5) Svaka maksimalna podgrupa od G je normalna.
Dokaz. (1)=-(4) Neka je H prava podgrupa od G, i neka je
G=Hy>Hi>...0H,=F

neki centralni niz grupe G. Pri tome, H ne sadrzi Hy, ali sadrzi H,,, pa postoji
indeks i takoda H; £ Hi H;y1 < H. Tvrdimo da je H; < N(H), odakle sledi
tvrdenje (4).

Zaista, neka je a € H;. Kako je [H;, H| < [H;,G] < H;11 < H,toza
proizvoljno h € H vaZi [a,h™1] € H, pa tako i

a ‘ha = [a,h'|h € H.

Drugim re¢ima, a "' Ha C H,pajea € N(H).

(4)=(5) Neka je M maksimalna podgrupa od G. Po uslovu (4), M <
N (M), pamora biti N(M) = G, odnosno M < G.

(5)=-(3) Neka je p prost broj i P jedna p-podgrupa Silova od G. Tvrdimo da
je svaka podgrupa H od G koja sadrzi normalizator N (P) jednaka svom sop-
stvenom normalizatoru, H = N (H). Zaista, pretpostavimo da je a € N(H);
tadaje a~!Ha = H. Kako H sadr#i P (posto zadrZi N (P)), P je i p-podgrupa
Silova od H, ato vaZziizaa 'Pa < a~'Ha = H. Po teoremama Silova, P
i a=!Pa su konjugovane u H, tj. postoji h € H tako da je h~'Ph = a~! Pa.
Stoga je ah~!P = Pah~!,paje ah™' € N(P) < H; otuda sledi daje a € H.

Ako bi sada bilo N(P) < G, tada bi postojala maksimalna podgrupa M
od G koja sadrzi N (P), pa bismo imali N(M) = M. Medutim, po uslovu (5)
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je M < G, paje N(M) = G, kontradikcija. Zato mora biti N(P) = G, tj.
P 4G.

(3)=(2) Ovo je sadrzaj Leme 6.10.

(2)=(1) Ovo je direktna posledica Propozicije E.6 i tacke (iii) Propozicije
E.7. O

Na osnovu ove teoreme uvidamo da moZemo dokazati tvrdenje koje je mno-
go jace od Leme 7.13.

Posledica E.9. Svaka maksimalna podgrupa konacne p-grupe G, |G| = p", je

normalna i indeksa p (i, posledicno, kardinalnosti p™ ).

Takode, iz prethodnog dokaza moZemo izvuéi sledeci opis konacnih nilpo-
tentih grupa koji objasanjava zasto su one “skoro Abelove”.

Posledica E.10. Konacna grupa G je nilpotentna ako i samo ako svaki par
njenih elemenata uzajamno prostih redova komutira.

Nase razmatranje nilpotentnih grupa zavr§avamo ispitivanjem osnovnih 0so-
bina tzv. Fratinijeve'> podgrupe ®(G) date grupe G. Ukoliko G ima bar jednu
maksimalnu podgrupu, ®(G) se definise kao presek svih maksimalnih podgrupa
od G; u suprotnom, po konvenciji je ®(G) = G.

Propozicija E.11. Za proizvoljnu grupu G, ®(G) je karakteristi¢na podgrupa
od G.

Dokaz. Tvrdenje sledi iz ¢injenice da svaki automorfizam ¢ grupe GG indukuje
permutaciju na skupu svih maksimalnih podgrupa od GG. Zaista, ako su M7, Ma
dve razli¢ite maksimalne podgrupe od G, tada su M;¢ # My¢ takode maksi-
malne podgrupe od G. Stavise, ako je M makismalna podgrupa od G, tada je
M ¢~ takode maksimalna podgrupa od G za koju vazi (M¢~!)¢ = M. Otuda
je podgrupa ®(G) invarijantna za sve automorfizme grupe G (pri ¢emu je slucaj
®(G) = G trivijalan). O

Lema E.12. Za svaku grupu G, ®(G) se poklapa sa skupom svih elemenata
grupe G koji se mogu eliminisati iz svakog generatornog skupa grupe G, tj.

O(G)={geG: G=(AU{g}) = G=(A)zasve AC G}.

SPovani Fratini (Giovanni Frattini, 1852-1925), italijanski matemati¢ar

Fratinijeva podgrupa

opis elemenata
Fratinijeve podgrupe
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Dokaz. Pretpostavimo najpre da je g € ®(G); najpre posmatrajmo slucaj kada
GG ima maksimalne podgrupe i kada se g nalazi u svim maksimalnim podgru-
pama od G, pri ¢emu je G = (AU {g}). Posmatrajmo familiju podgrupa

F={H<G: ACH,g¢ H}.

Po aksiomi izbora (tj. po Cornovoj lemi), ako je F # &, tada F ima maksimalni
element M. OcCito, M # (. Pri tome je M maksimalna podgrupa od G, jer
M < K povla¢idaje A C Kig e K, odakle je K = G. No, tada je g € M,
kontradikcija. Znaci, familija F mora biti prazna: A C H povladi g € H, tj.
g € (A). Sledidaje G = (A).

U slucaju da G nema maksimalne podgrupe, polazimo od pretpostavke da je
g € G = (AU {g}) proizvoljan element i formiramo familiju F kao i malopre.
ZakljuCujemo da je F = &, jer u suprotnom JF ima maksimalni element koji bi
bio maksimalna podgrupa u G, pa je zato g € (A) = G.

Obratno, pretpostavimo da se g moZe izbaciti iz svakog generatornog skupa
grupe G (za koju mozemo pretpostaviti da ima maksimalne podgrupe — u suprot-
nom je tvrdenje trivijalno). Neka je H jedna maksimalna podgrupa od GG. Ako
bi bilo g ¢ H, tada bismo imali (H U {g}) = G. No, nasa pretpostavka
bi povladila da je H = (H) = G, kontradikcija. Prema tome, mora biti
ge M. [

Lema E.13 (Fratinijev argument). Ako je G konacna grupa, H < G, i P jedna
p-podgrupa Silova od H, tada je G = HNg(P).

Dokaz. Neka je g € G proizvoljno. Tada je g~'Pg < g-'Hg = H, pa je
g~ Pg takode p-podgrupa Silova od H. Po teoremama Silova, P i g~ Pg su
konjugovane u H, pa postoji h € H tako da je h~'g~'Pgh = P. Stoga je
gh € Ng(P),pajeg € N(P)h=' C N(P)H = HN(P). O]

Lema E.14. Neka je G grupa. Ako je Fratinijeva podgrupa ®(G) konacno
generisana i H < G takva da je G = ®(G)H, tada je H = G.

Dokaz. Pretpostavimo da je ®(G) = (g1, ..., 9gn). Tada je
G = <H U {gla <o 7gn}>;
pa uzastopnom primenom Leme E.12 sledi daje G = (H) = H. O

Znacaj Fratinijeve podgrupe u izucavanju nilpotentnih grupa ogleda se pre
svega u sledecem rezultatu.
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Propozicija E.15. Za svaku konacnu grupu G, ®(G) je nilpotentna grupa.

Dokaz. Neka je P jedna p-podgrupa Silova od ®(G). Kako je ®(G) < G, po
Fratinijevom argumentu je G = ®(G)Ng(P). Medutim, po prethodnoj lemi je
tada G = Ng(P). Zato je P < G, a samim tim i P < ®(G). Tvrdenje sada
sledi po Teoremi E.8. O

Za sam kraj, kao primenu Fratinijevog argumenta, dajemo jo$ dve karakte-
rizacije konac¢nih nilpotentnih grupa koje koriste Fratinijevu podgrupu.

Teorema E.16. Konacna grupa G je nilpotentna ako i samo ako je G' < ®(G).

Dokaz. (=) Neka je GG nilpotentna grupa. Tada je po Teoremi E.8 svaka mak-
simalna podgrupa M od G normalna, i pri tome, po Teoremi o korespondenciji,
G /M nema pravih podgrupa, te je zato G/M cikli¢na (dakle, Abelova), zbog
Cega je po Lemi 3.32 G’ < M. Dakle, G’ je sadrzano u svakoj maksimalnoj
podgrupi od G, zbog Cega je G' < ®(G).

(<) Neka je P neka p-podgrupa Silova od G. Defini§imo H = P®(G).
Ovo je podgrupa od G, jer je (G) < G. Za proizvoljne g € G i h € H sada
vazi

h™' (g~ hg) = [h,g] € G’ < (G) < H,
pa sledi daje g~'hg € H. tj. H < G. Primetimo da je P ujedno i p-podgrupa
Silova u H, pa je po Fratinijevom argumentu

G = HN(P) = N(P)H = N(P)P®(G) = N(P)®(G).

No, po Lemi E.14 sada sledi da je G = N(P), tj. P < G. Dakle, grupa G je
nilpotentna po Teoremi E.8. O

Teorema E.17. Konacna grupa G je nilpotentna ako i samo ako je G/®(Q)
nilpotentna grupa.

Dokaz. (=) Po Propoziciji E.7(ii), svaki koli¢nik nilpotentne grupe je nilpoten-
tan, pa tako i G/®(G).

(<) Neka je P neka p-podgrupa Silova od G. Tada, po Teoremi o ko-
respondenciji, P®(G)/®(G) mora biti p-podgrupa Silova od G/®(G) (ona je
zbog P®(G)/®(G) = P/(P N ®(G)) svakako p-podgrupa, a postojanje vece
p-podgrupe u G/®(G) u kojoj bi P®(G)/®(G) bila indeksa p* bi impliciralo
postojanje p-podgrupe od G kardinalnosti p*|P|, §to je nemogude). Zbog toga
je P®(G)/®(G) 4 G/P(G), bududi da je G/P(G) nilpotentna grupa, odakle

Fratinijeva podgrupa je
nilpotentna

konacne nilpotentne
grupe i Fratinijeva
podgrupa
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dobijamo da je P®(G) < G. Jasno, P je p-podgrupa Silova od P®(G), pa po
argumentu Fratinija sledi

G = (PB(G))N(P) = N(P)P®(G) = N(P)®(G).

Identi¢no kao i u prethodnoj teoremi, ovo implicira G = N (P), odnosno P <
G, pa zakljuCujemo da je G nilpotentna grupa. O
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