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Диофантове jедначине

Рjешавамо jедначину облика

ax + by = c ,

гдjе су a, b и c циjели броjеви.
Испоставља се да ова jедначина има цjелоброjна рjешења ако и
само ако d |c , гдjе jе d = нзд(a, b).
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Диофантове jедначине

Ако jе пар x∗, y∗ рjешење jедначине, онда су сва рjешења дата
формулом

x = x∗ +
b

d
t и y = y∗ − a

d
t, t ∈ Z

Примjетимо да се пар (x∗, y∗) може добити као

(x∗, y∗) =
( c
d
x1,

c

d
y1

)
,

гдjе jе (x1, y1) рjешење jедначине

ax + by = d
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Поступак рjешевања Диофантове jедначине

Рjешавамо jедначину облика

ax + by = c .

Како d = нзд(a, b), знамо да по Безуовом идентитету постоjе
x1, y1 такви да

ax1 + by1 = d .

Множењем претходне jеднакости са c/d добиjамо

a
( c
d
x1

)
+
( c
d
y1

)
= c ,

чиме добиjамо пар

x∗ =
c

d
x1, y

∗ =
c

d
y1

као рjешење почетне jедначине.
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Идеjа аритметике затвореног круга

Модуларна аритметика jе веома заступљен и користан апарат у
теориjи броjева. Основна идеjа се може сликовито представити
као аритметика затвореног круга, у коjоj напримjер имамо
броjеве од 1 до 12, а следећи броj 13 опет третирамо као 1 итд.

Дефинициjа
Нека jе m ≥ 1 цио броj. Кажемо да су циjели броjеви a и b
конгруентни по модулу m ако jе њихова разлика a− b
дjељива са m, односно ако m | a− b. Тада пишемо

a ≡ b (mod m).

Лема
Релациjа конгруенциjе по модулу m jе релациjа еквиваленциjе
на скупу циjелих броjева.
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Основне особине модуларне аритметике

Разлог због коjег користимо ознаку ≡ у модуларноj аритметици
jе таj што она има многе особине коjе подсjећаjу на jеднакост,
као што показуjе следећа лема

Лема
Ако jе a1 ≡ a2 (mod m) и b1 ≡ b2 (mod m) онда jе

a1 ± b1 ≡ a2 ± b2 (mod m),

a1 · b1 ≡ a2 · b2 (mod m).
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Примjер

Рачунамо 3188 (mod 13). Наивни, али практично немогућ
приступ би се састоjао од тражења вриjедности 3188 коjу би
потом диjелили са 13 да би се нашао тражени остатак.
Међутим, бирамо другачиjи пут. Наиме

32 = 9 ≡ −4 (mod 13), 34 = (32)2 ≡ (−4)2 = 16 ≡ 3 (mod 13),

па jе

38 = (34)2 ≡ 32 = 9 (mod 13), 312 = 3834 ≡ 9·3 ≡ 1 (mod 13).

Чињеница да jе 312 ≡ 1 (mod 13) jе од кључне вриjедности, jер
онда из 188 = 12 · 15 + 8, схватамо да jе

3188 =
(
312)15 · 38 ≡ 1 · 9 (mod 13).
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Примjер
Наћи последњу цифру броjа

199719981999
.

Нека jе N = 199719981999
. Задатак се заправо своди на

одређивање N (mod 10). Како jе 1997 ≡ 7 (mod 10), онда jе

N (mod 10) ≡ 719981999
.

Посматраjмо низ 71 ≡ 7 (mod 10), 72 ≡ 9 (mod 10),
73 ≡ 3 (mod 10), 74 ≡ 1 (mod 10), 75 ≡ 7 (mod 10), . . . ,
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Из претходног низа, видимо да jе

7a ≡


1 (mod 10) ако jе a ≡ 0 (mod 4)
7 (mod 10) ако jе a ≡ 1 (mod 4)
9 (mod 10) ако jе a ≡ 2 (mod 4)
3 (mod 10) ако jе a ≡ 3 (mod 4)

Из 1998 ≡ 2 (mod 4), слиjеди 19981999 ≡ 21999 ≡ 4 · 21997 ≡ 0
(mod 4), одакле закључуjемо да jе

N = 199719981999 ≡ 1 (mod 10).
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Лема

Нека су a, x , y циjели броjеви, при чему a 6= 0. Вриjеди

ax ≡ ay (mod m) ако и само ако x ≡ y (mod
m

нзд(a,m)
).

Лема
Нека су a, b, x , y циjели броjеви, a 6= 0, b 6= 0. Онда jе

x ≡ y (mod a) и x ≡ y (mod b) ⇐⇒ x ≡ y (mod нзс(a, b)).
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Рjешавање конгруенциjа

Теорема

Нека су a,m ∈ N, а b ∈ Z. Конгруенциjа

ax ≡ b (mod m) [еквивалентно са ax +my = b]

има рjешења ако и само ако d = (a,m) диjели b. Ако jе x0 било
коjе рjешење задате конгруенциjе, онда су сва друга рjешења
дата са

x = x0 +
mt

d
, t ∈ Z.

Посебно, ова рjешења формираjу тачно d класа конгруенциjе
по модулу m, а чиjи су представници

x = x0, x0 +
m

d
, x0 +

2m
d

, . . . , x0 +
(d − 1)m

d
.
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Риjешимо конгруенциjу 555x ≡ 15 (mod 5005).
Ако скратимо са 5 циjелу конгруенциjу, добиjамо 111x ≡ 3
(mod 1001).
Наjприjе, рjешавамо конгруенциjу

111x ≡ 1 (mod 1001).

Користимо Бланкишип методу[
111 1 0
1001 0 1

]
Ако помножимо прву врсту са 9 и то одузмемо од друге врсте,
добиjамо [

111 1 0
2 −9 1

]
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Рjешавање конгруенциjа

Одузимање од прве врсте друге, претходно помножене са 55[
1 496 −55
2 −5 1

]
На краjу, одузимањем прве врсте од друге, претходно
помножене са 2, имамо [

1 496 −55
0 x y

]
Дакле, имамо да jе 111 · 496 ≡ 1 (mod 1001).
Дaкле, jедно рjешење почетне конгруенциjе jе 3 · 49 ≡ 487
(mod 1001). На основу Теореме 1 имамо 5 неконгруентних
рjешења почетне jедначине

x ≡ 487, 1488, 2489, 3490, 4491 (mod 5005).
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Мултипликативни инверз по модулу

Jедан од наjважниjих поjмова у модуларноj аритметици уопште,
а коjи ће бити веома често коришћен и у опису теориjске,
математичке основе за криптографске системе jе поjам
мултипликативног инверза по модулу.

Лема
Нека jе a цио броj. Тада jе

a · b ≡ 1 (mod m) за неко b ∈ Z акко нзд(a,m) = 1.

Броj b називамо мултипликативним инверзом броjа a по
модулу m.

Напримjер, броjеви 1, 3, 5, 9, 11, 13 имаjу мултипликативне
инверзе по модулу 14.
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Теорема

(Кинеска теорема о остацима) Нека су m1,m2, . . . ,mr у
паровима релативно прости природни броjеви, те нека су
a1, a2, . . . , ar циjели броjеви. Тада систем конгруенциjа

x ≡ a1 (mod m1), x ≡ a2 (mod m2), . . . , x ≡ ar (mod mr )

има рjешења. Ако jе x0 jедно рjешење, онда су сва рjешења
система дата са

x ≡ x0 (mod m1m2 · · ·mr ).

Посебно, постоjи jединствено рjешење датог система по модулу
M, гдjе jе M = m1 · · ·mr .
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Нека jе nj =
M
mj

, за j = 1, 2, . . . , r . Jасно jе да jе нзд(mj , nj) = 1,
па на основу Леме 1 постоjи циjели броj xj такав да

njxj ≡ aj (mod mj).

Посматраjмо броj

x0 = n1x1 + · · ·+ nrxr .
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Очигледно, за оваj броj вриjеди да jе

x0 ≡ 0 + · · ·+ njxj + · · ·+ 0 ≡ aj (mod mj).

Дакле, x0 jесте рjешење датог система конгруенциjа.
Ако су x , y два рjешења датог система, онда jе

x ≡ y (mod mj) за j = 1, . . . , r .

Због чињенице да су mj у паровима релативно прости, слиjеди
да jе x ≡ y (mod M), што значи да jе рjешење jединствено по
модулу M.
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Примjер
Риjешити систем конгруенциjа

x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 4 (mod 11).

Наjприjе, имамо да jе

x0 = 77x1 + 55x2 + 35x3,

гдjе x1, x2, x3 задовољаваjу

77x1 ≡ 2 (mod 5), 55x2 ≡ 3 (mod 7), 35x3 ≡ 4 (mod 11),

односно

2x1 ≡ 2 (mod 5), 6x2 ≡ 3 (mod 7), 2x3 ≡ 4 (mod 11).
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Рjешавањем поjединачних конгруенциjа, добиjамо

x1 = 1, x2 = 4, x3 = 2,

што даjе x0 = 367. Према томе, сва рjешења система су дата са

x ≡ 367 (mod 385).
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Хвала на пажњи :)
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