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1 VBon

POGLEDATI I: Jasun Bypron - EJJEMEHTAPHA TEOPUJA BPOJEBA

Teopuja b6pojesa je TUCIUIINHA MaTeMaTUKe Koja ce 6aBU CBOjCTBUMA IUjesinX OpojeBa:
Z=A...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
Jeman oy HajBehnx maremarumdapa y ucropuju maremaruke, Kaps @puapux [ayc je pekao:
"MareMmaTuka je Kpasbhlla HayKa, & apUTMETHKa KPaJbUlla MaTeMaTuke.”

C 063upoM Ha TO J1a ce ca apuTMETUKOM cpeeMo BeoMa paHO y MIKOJIA, HEKO OU HEeOIpaBIaHO
IIOMUCJIAO JIa je TO 3aTO IITO je OBa MaTeMaTWJKa JIUCIUIIINHA jeITHOCTBHA. HampoTus, oHa je
je jeaHa oI KOMILIEKCHUJUX, i HEOIIXO/IHA Kao TeMeJb 3a OIIITe MATEeMATUIKO 00Pa30Bakhe.

BpojeBu cy BjepoBaTHO mpBa Jlamdka acorujaruja Ha maremaruky. Jleomosn Kpowmekep,
YyBEHU FHeMAUKU MATEeMaTH4ap, PeKao je

Bor je crBopuo mujese 6pojeBe, a cBe 0CTAIO TOBjeK.

V opurunaiy, na memadaroM Die ganze Zahl schuf der liebe Gott, alles Ubrige ist Menschenwerk.
[Tpumjerumo na je Zahl Ha meMadkoMm 6poj, a TO je pasJjor IMITO JaHAC KOPUCTUMO O3HAKY Z 3a
CKyII IujesiuX Opojena.

OBa km®puUTra je mucaHa ca »KeJbOM Jla JUTaJIall YCIJEeITHO MpaTh BeH TOK, ocjamajyhn ce Ha
eJIEeMEHTAPHU HUBO MaTeMaTHYKe MMCMEHOCTH, IOCTUTHYT y CPejIiboj mkoJyn. HapasHo, ocHOBHE
/b KibUTe 01 Tpebdasio ja Oyae mpoayd/puBambe YUTAJATKOD 3HAa U pa3yMHUjeBamba OBe MaTe-
MaTUYKe JTUCIUILIITHE.

[TPEIIOPYYEHE KIBbUT'E 3A HACTABAK PAJIA Y TEOPINJU BEPOJEBA.

Kao mrro je To ypaheno y KitapkoBoj Kibu3u, HaBOJIUMO Heke HepujereHe mpobseme u3 Teo-
puje 6pojeBa. MHOru o1 HaBeIEHUX Cy JAYTO HA TOj JIMCTH U MHOI'M MaTeMaTUdapu cy jypuinaim’
Ha Bux. 10 3HAYM J1a OM CBAKO PjelIeHe HEKOT O] IbUX OMJIO BEOMa 3aIlaKEHO Y MaTeMaTUIKOM
VHUBEP3yMYy, & U BaH mera. Muoru oj Tox mpobiema ce Tudy npoctux bpojesa. Ilomncjerumo ce
1a je npocm 6poj mujesin 6poj Behu ox 1 Koju je mjesbuB camMo ca 1 m caMUM CODOM.

1. (foadbazxosa xunomesa) Ceaku napan 1uo 6poj n > 2 je cyma HeKa JiBa 1npocra 6poja.

2. (Xunomesa o npocmum 6pojesuma - bauzanyuma) TlocToju GeCKOHAIHO MHOIO IIPOCTUX
6pojesa - Gimsanana. [Ako cy p u p + 2 npoctu 6pojeBH, KazxKkeMo Jia cy OAU3aHYU.|



3. Ilocroju /i GeCKOHAYHO MHOTO IIPOCTHX OpojBa obmka n? + 17

4. Tlocroju yin GeckoHaYHO MHOTO IpocTHX OpojBa obsmmka 2™ — 17 Ilpocrm 6pojeBu oBOr
obJinka ce HazuBajy Mepcenosu 6pojesu.

5. Ilocroju /mm GeckoHAYHO MHOrO IpocTHX Gpojsa obiuka 22" + 1?7 IIpocru GpojeBu oBor
obsinka ce HazuBajy Depmaosu 6pojesu.

Clark - NAVESTI



2 Ilpuponnu m ocrajm 6pojeBu

Y mareMaTuid, y CBUM Hb€HUM JIUCIUILINHAMA, cycpeheMo ce ca CKYIIOM Kao OCHOBHHM,
IPaJIMBHUM [I0JMOM M3 KOT'a HACTA]y OCTAJIM MATEMATUIKH ITOJMOBU. Y OIMUCHOM CMHUCJTY, KAXKEMO
Ja je CKyH kosexuyuja objekara Koje Ha3sMBaMO eJieMeHTHMa cKyra. HapaBHO, MaTeMaTUIKH
quCTYHIM e ojMax mocraBuTy nutaime [lIma je mo xoaexuyuja?. Vnak, ocjionuheMo ce, y 0BOM
cIIydajy, Ha CaMOpa3yMsuUB0oCm TOT TOjMA.

Cxyt ce MOXKe 3a7]aTH KOHKPETHUM HaBODEHEM IHerOBUX eIeMEHATa YHYTAD BUTHIACTUX 3a-
rpasia, kao B = {a,b,c,4,5,%}. Yecro He nocroju Heka "Be3uBHA” KAPAKTEPUCTUKA 38 €JIEMEHTE
HEKOI' CKyla, Bell je HBUXOBO 3ajeJHUYKO CBOJCTBO YIIPABO IPHUIAJIHOCT TOM cKyiy. CKyIoBe
OOUYHO 03HAYABAMO BEJIMKHM, a HBUXOBE €JIEMEHTE MAaJIUM CJIOBUMA.

Hanomumenmo Jia HEje BazkaH peJociies] HaBoljema ejileMeHaTa Tako ja ¢y ckymnosu {1,a,b} u
{1,b,a} jennaxu. Takole, Ha cKyn HeMa yTHIaja YKOIMKO BUIIECTPYKO HABOMMO MCTH €JIEMEHT,
a je Tako

{a,b,c} ={a,a,b,b,c} ={c,a,a,a,a,b}.

IMTpuMIEP 2.1 Ckyn A = {a,b,c,d} ce cacmoju 00 wemupu eaemenma, xkao u ckyn B =
{1,{1,2,3},{1,4},{7}} wuja cy mpu eaemerma maxohe ckynosu.

MebhyTum, 3a Heke cKyroBe Huje MOrylie KOHKPETHO HaBECTU CBE IHerOBe eJIeMEHTe, jep WX
nMa 6eCKOHATHO

N=1{1,2,3,...}.

VY onucy ckyna N je ca Tpu Tavyke 3ampaBo JI[ATO YIIyCTBO Kako HacTaBuTu Hu3. V3BjecHo, cBu
ouekyjy sa 4 nosia3um HakoH 3, ma rmoroM b, 6, 7 u Tako penom. Hapasno, npenosnajemo jia ce
paau o CKyIy IpupoaHux 6pojeBa. OBaj CKyIl MMa M3y3€TaH 3HAYA] 38 MATEMATHUKY VOIIIITE, a
mocebHO 3a TeMe KojuMa ce OABUMO y OBOj KEbU3H.

3a ckym

E={2,4,6,...},

TPHU TadKe CUMOOJIM3Y]Y JINCTY CBUX HAPHUX IMPUPOIHUX OpojeBa.
Cem Habpajama ejieMeHaTa HEKOI CKYIIa, OH ce MOKe 3aJaTu U nmoMohy ojpehenor mpasuia,
IIOILY T

A ={n|n €N u 36up nudbapa 6poja n jexxsax 11}.



ITPpuMIEP 2.2 Cryn npupodrnur 6pojesa ce mooice depunucamu wa caedehu wavum:
1. 1eN.
2. Axo je x € N, onda je x +1 € N.

3. N cadporcu uckpywuso one bpojese xoju ce mozy dobumu npumjerom npasuia 1 u 2.

Hpumjehyjemo da ce npasuasuma 1 u 2 eenepuwy ceu bpojesu xoju npunadajy cxyny N,
dox ce npasusom 3 obesbjehyje da Hnuwma dpyeo ne mooice nohu y ckyny N.  Ja nuje
npasuaa 3, ne ou snasu da Au je buao xoju dpyeu 6poj, aru u we camo bpoj, y cxyny N.

JesHa o1 olIceXKHMjUX PacpaBa Koja JInjesin MaTeEMATUIKU CBUjET je IIUTAb€ Ja JIU HyJIa IPUIIAJIa
CKYITy TpupoaHux OpojeBa. ¥ 0BOj KIbU3U HOJPAa3yMUjeBaMO Jjia Hysa HUje IPUPOIaH Opoj, a
KOPHUCTHMO O3HAKY

No = {0,1,2,...}

3a CKyI IpUpoJHUX OpojeBa mpoiiupen HyjgoM. KibydHu CKym 3a Teopujy OpojeBa Kojom ce
06aBUMO je CKym nujesnx Opojena

Z={.,-3-2-1,01,23,.. .}

CKynoBH paIMOHAJIHIX
m
Q:{g\mEZ,neN},

K peajnux 6pojeBa R Hemajy mocebaH 3Hadaj y TeMaMa oBe Kibure. Peasm 6pojeBu R mory
npuragaT cKyiy paruonaanux Q win ckyny I, upayuonasnux 6pojesa. Vpammonaasnu 6pojeBu
Ccy OHHU Koje Huje Moryhe mpejictaBuTu y oOJIUKY pa3joMKa maror y jgedununuju ckyna Q, kao
mTo je Ha mpuMjep V2. Jlokas ma je /2 mpalmonasaH ce JI0Ka3yje MATEMATHIKIM CPEICTBAMA
KOje OCTaB/haMO 3a KacHUje.
Axko je A ckyn u x ejleMeHT cKyiia A, ToO 3amu-
cyjeMo x € A, MOoYNM KaJ T HUje eJleMEeHT CKYIa
A, ouja mmmemo x ¢ A.
CkyrtioBe, Kao u ojiHoCce Mehy HBUMa 4eCcTO UJIy-
crpyjemo nomohy BenoBux nmjarpama.
Axko je cBaku ejnemeHT ckyma A yjemHo u eje-
MEeHT cKyma B, oHja kaxemo 1a je A MOJACKYTI
ckyna B u osnauaBamo A C B. VY 0BOM ciy4ajy
KaxkeMo Jia je B Hagckymn ckyma A.
6 IlBa ckyna A u B cy jennaka, numemo A = B,
AcB akoje AC Bu B C A. VY cnyuajy jna auje A = B,
= To 3amucyjemo A # B.
Yxkomuko je A C B, amun A # B, oHa KaxKeMo
Cmmka 2.1: A je mogckyn B Ia je A mpaBu MOACKYN cKyna B, a To o3Hada-
Bamo ca A C B. Tpusnjamnn momckymoBu CKyma
S cy npazan ckyn () u cam ckyn S. Ako A mumje noxckyn B, numemo A € B.
Ha mpuwmjep, 3a HaBemene ckymoBe 6pojeBa, 3HAMO 18 BaXKu

NCZCQCR.



IIpecjek jpa ckyna A u B je CKyIl KOjU CaJpK1 eJIEMEHTe KOjU TIPUTIaJIajy CKymy A u cKymy
B, a o3nauasamo ra ca AN B.

VYuuja asa ckyna A u B je ckyn Koju odyXBara CBe eJleMeHTe U3 CKyla A U CBe ejieMeHTe
ckyna B, a osnauaBamo je ca AU B. JacHo, Tume cy oOyxpalieHU U eJleMeHTH U3 IIPecjeka 0Ba
JIBa CKyTIA.

-y
> - ™~

(a) upecjek ckymosa (b) yuuja ckymnosa

Cruka 2.2
Haxie,

ANB={z|z€Auze B}, AUB={z|z€ Auwm x € B}.

ITpPuMJIEP 2.3 Heka je A = {*,a,4,12}, B ={2,4,a,b,c,d}. Onda je

ANB={2,a}, AUB = {%,a,b,¢c,d,2,4,12}.

Bumumo na je yauja nBa ckyna yBUjek CKyIl, KOju oOyxBaTa cBe muxoBe ejgeMente. Mehyrum,
MOXKE Ce JIeCUTHU Jia HeKa JiBa CKylla HeMajy 3ajeqHudkux ejemeHara. [llTa je y Tom ciyuajy
mpecjek TakBa ABa cKyma?! AKO 3axTjeBaMo Jla U TPECjeK IBa CKyma 0baBe3HO Oyje CKyIl, OHIa
O TO 3HAYUJIO J]a MOPAMO JIa YBEJIEMO I0jaM CKyla 6e3 ejieMeHaTa.

Ckyn Koju HeMa ejleMeHaTa ce HasMBa IPa3aH CKYIl M o3Hadaba ca (). Y HekoMm cmuciy,
mpaszan ckyn Mehy ckymoBmMma je amasoruja mysme mehy O6pojeBuma. CKym Koju HEje TTpasaH je
HeIrmpa3aH CKYII.

IIPUMJIEP 2.4 Hexa je A ckyn. I[lowmo npadan ckyn Hema esemeHama, onda je jacko da
je mpasan cxyn nodekyn ckyna A, Kao wmo je u ceaxu cxyn nodckyn camoe cebe, 00HOCHO

DCAuACA

Taxohe, spujedu da je

AUD=A, uAND=0.




3a Heku npupogaH 6poj N, AHAJOTHO IIPETXO/HO] JedUHUIIN]e TpecjeKka, OJIHOCHO YHUje JIBa
CKyTIa, MOXKeMO jJedrHucaT mpecjex

Alﬂ-~ﬂAn:{x|$€Ai 3aCBaK0i€{1,...,n}},
OJIHOCHO YHHjy KOHAYHOr Gpoja CKyIoBa
A1U---UAn:{x\:z:eAi 3aHeKoi€{1,...,n}}.

JlBa ckyma cy AMCjyHKTHA akO je BbUXOB IPECjeK Ipa3aH CKyI. 3a JUCjYHKTHY yHHUjy
ckynosa A u B kopuctumo ozaaky A W B. Omumiruje, KoJieKinja cKymnosa je meljycobHo mauc-
JjyHKTHa axko cy 6UJI0 KOja JiBa YjaHa Te KOJIEKIIMje JUCjyHKTHA.

A %

(a) pasmmka ckynosa (b) nmaprunuja ckyuna

Cimka 2.3

Pasznuky nBa ckyna B u A unHe cBU ejleMeHTH CKynia B Koju ce He HaJiaze y ckymy A.
Haxkie,
B\A={z|zeBux¢A}

ITpuMIEP 2.5 Hexa je S cxyn ceux napruxr npupodnux 6pojesa, ol ckyn ceux pjewersa
jednavure
(z — 2)%(z — 6)(3z — 21)(x — 11) = 0.

Owuzaedno, T ={2,6,7,11}. U3 osoz caujedu SNT = {2,6}, SUT = {7,11,2,4,6,...},
S\T = {4,8,10,...}.

Konekmuja ckymnosa je mapTunuja ckyma S ako je meljycoOHO MUCJYHKTHA M aKO je yHHUja
Te KosleKIuje jexnaka ckymy S. Ha npumjep, na Comnu [2.3]Buaumo na je

O=A,UAyJA3J AU As.

Heka je A mopckyn ckyma ). Komniaement ckyna A y oxnocy Ha € je 3anpaso ckyt 2\ A,
IIITO TITO O3HAYaBAMO Ca

A= {z € Q|z¢ A}



[TpumjeTnmo Jia KaJ| KOPUCTUMO O3HAKY A€, OHJIa U3 KOHTEKCTa 3HAMO y OJTHOCY HA KOjU HAJICKYII
padyHamMo KomrieMmenT garor ckyma A. Takobe, jmako 3akmpydyjemo ga je Q. = A lJ A

ITPuMIEP 2.6 Cxynosu E u O, napHux u HenapHur npupodHuxr bpojesa, npeicmassajy
jedny mapmuyujy ckyna npuoduur 6pojesa, jep

ENO=0uEUO=N.

HexaproB nmpou3Bon, S X T, HenpasHux ckymnosa S u 1’ ce cacToju of ejleMeHaTa 0OJIMKA
(s,t), npu gemy je s € S, at € T. Enemenr s 30BeMO npea KOMNOHEHMA WA NPEA KOOPOU-
HAMa, 8 eJIeMeHT t dpyaa Komnorenma i dpyaa xoopdunama ypeheror mapa. 3a oBe ejleMeHTe
KOPHUCTHMO APYTHM THII 3arpaje y OMHOCY Ha CKYIIOBE, YUMEe MCTHYEMO jeIHYy BasKHy Pa3JIHKYy.
3a pasymKy o CKylla y KOM pejocien Huje 6ura, na je {s,t} = {t,s}, 3a ypebhene napose,
pejrocsies; efeMenara je Baxkad u (s,t) # (t,s). Takse enemenrte HasuBamo ypeheHu maposu.
ATpubyT ypehenu pona3u OTyj IITO 3HAMO INTA je Ha IPBOj, a IITa je Ha JPYroj HO3HUIUjUA Yy
(s,t). Hakie,

SxT={(s,t)|se S, teT}.

ITPuMJIEP 2.7 Hexa je S = {a,b,c}, T = {1,2}. Onda je

SxT={(a,1),(a,2),(b1),(b2),(c,1),(c,2)}.

Huje Temko 3ak/byunTn Ja je 3a IPOU3BOJbAH CKyl A
AxD=0xA=0.

Hedununujy lexkapToBor mpomsBoia MOXKEMO VOIIITUTH HA MPOU3BO/bAH OpOj CKYyIIOBA.
Heka cy Ay, Ao, ..., A, Henpasau ckynopu. OHJa je

A1><A2x---xAn:{(al,ag,...,an)\aieAi,izl,Q,...,n}.

Enemenre dekaprosor npoussoia A1 X Ao X - -+ X A, Hasupamo ypeheuum n—ropkama. Ako

jeA1 =Ay=---=A, = A, tana ymjecro Ay Xx Ay X -+ x A = A X A X -+ X A numemo camo

A",

ITPUMJIEP 2.8 Hexa je Ay = As = R. Onda je
R?={(z,y) | = €R, y € R}.

Cryn R? npedcmasma 01o wimo y eaemenmapio] 2eoMempuju. 306emo pasam, 0ok ckyn
R3 npedcmasma npocmop.

Kopucrehn Hekn ckyn Kao OCHOB, MOYXKEMO I'DAJIUTU HOBE CKYIIOBe Ha paziuuute Hauuue. C
THM Yy Be3U, MHTEPECAHTAH je KOHIENT JaT y ciegeheM npumjepy.




ITpuMIEP 2.9 Hexka je ckyn A = {1,2,3}. Ilocmampajmo cxyn Q xoju ce cacmoju 00
ceux nodckynosa ckyna A. Huje mewrxo ymepdumu da je

0= {@, (1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2, 3}, {1,2,3}}.

Ckyn cBuX MOACKYIIOBa CKyna A, Kao y NPeTXOJHOM IpPUMjepy, ce Ha3uBa MapTUTUBHU
cKymn u o3navaBa ca P(A).
Ha kpajy oBor ojajespbKa, IOHAB/HAMO O3HAKE 3a CKYIOBE OPOjeBe KOje CMO MCTAKJIN:

N - ckymn npupoauux 6pojera,

Np - ckyn npupoaux 6pojeBa y3 yK/byunBame Hyse, onHocHo Ng = N U {0}.
Z - ckynu nmjeaux 6pojesa,

Q - ckyn pammonaaHux 6pojeBa,

I - ckyn upanuonanux O6pojesa,

R - ckym peannux 6pojeBa.

MebhyTum, mu heMo ce y 0BOj KibU3U yIJIABHOM OAaBUTH IMPUPOIHUM U IHje MM OpOjeBUMA.

Penarmuje

Huje pujerka cutyarmja 1a eleMeHTe HEKOT CKyTia A acouupamo ca HEKUM eJIeMEHTHM CKYTIa
B, ynme ce ycnoctasiba onpehena pesauyuja ta asa cKyna. OBaj KOHIIENT HIIyCTPYjeMO y CJejie-
hem npumjepy.

ITPuMJIEP 2.10 Hexa je A ckyn pujexa, a B ckyn dporcasa. 3adajemo pesavujy p xao:
(a,b) € p axo u camo axo pujexa a € A npomuue xpos semny b € B. Onda:

1° (Mymnas, Cpbuja) € p, (dynas, Mahapcxa) € p, (Bema, Lpna Topa) € p.
2° (Bosea, Umanuja) & p, (/Tum, Jancka) &€ p.

Hexa je P ckyn nydu, a S cxkyn yauuya y Hexom 2pady. Jedpunuwemo peaauujy 6 maxo
wmo p € P u s € 5 nosesicemo na ouexusany HauwuH

(p,s) € 0 axo u camo axo ocoba p cmanyje y YAuYY S.

[IperxomHo onucanu KOHIENT, peJialyje JBa cKyia, Moryhe je jneduHHCcATH HA KOHAYHOM
6pojy cKyroBa.



JAEoHUINIA 2.1 Hexa cy Aq, Ao, ..., A, ckynosu.

1° Peaavuja p dyorcure (aprocmu) n wad ckynosuma Ay, As, ..., A, je 6uro koju noo-
ckyn ckyna Ay X As X -+ x A,. Cneuujaaro, axo je n = 2, onda je p 6buHapHa
peaavyuja 1ad ckynosuma Ay u As.

2° Ymgecmo (a1, a9, ... ay) € p nuwemo p(ai,as,...,a,) u kadrcemo da cy (ai,as, ..., an)
Y PEAGUUIY P.

3° Axo je p bunapna peaayuja, onda ymjecmo p(ay,az) nuwemo ai pas u KarHcemo oa
je a1 y peaayugu p ca az. Y cynpommom, axo (ai,az) € p Kadicemo da ay nuje y
PEAGUUIU P Ca Q3.

ITpuMJIEP 2.11 Hexa je A1 ckyn cmanosnuka, As ckyn epadosa y Llprnoj Topu, a As
ckyn mapxu aymomobunsa. Hexa je a; € A1, as € Ay u ag € As.

3a mpojky (a1,as,as) kadrcemo da je y peaavuju 6 axo ocoba ay scusu y 2pady az u
nocjedyje 603uUN0 MAPKE Q3.

Ha npumjep,

(Vpow Ilasuhesuh, /Jarunosepad, Ieorco) € 6.

IIPUMIEP 2.12 Hexa je p nodckyn 00 R? dedurucan na caedehu navun
(x,y,2) € p ako u camo axo x +y + z = 1.
Crxyn p moorcemo npedcmasumau Kao
{(a,b,1 —a—0b)|a,beR}.

Jacno, y numarey je pasan y npocmopy R3.

Bunapme penamuje nmajy mocebHy BaXKHOCT U UM IOCBENyjeMO HAPOUUTY TMAXKILY.

JESUHUILIMIA 2.2 Hexa je p C A% 6unapna perayuga.
19 Axo je sa ceaxo x € A, x px, onda kadicemo da je p pedaercusHa pesayuja.

2° Axo 3a ceaxo x,y € A 3a xoje je x py epujedu da y px onda xKascemo da je p cume-
MPULHA PEAAUU)A.

3% Axo sa ceaxo x,y € A 3a xoje je x py u Yy px epujedu da x =y onda Kaxcemo da je
P AHMUCUMEMPUYHA DEAAUUIA.

4° Axo 3a ceaxo x,y,z € A maxo da x py uypz, spujedu da T pz, oHda Kaxtcemo 0a je
p MPAH3UMUBHA PeAGUU)A.




AEOoMHUINIA 2.3 Hexa je p 6unapha pesavuja Ha cyny A. Ownda je p peaauyuja
1° exeusaseHuuje ako U CaMO KO je PePAeKCUBHa, CUMEMPUYNHA U MPAH3UMUEHA,

2° napuujaaroz ypeherba uau nopemra ako u CaMo axo je pePaercusHa, GHMUCU-
MEMPUYHA U MPAHSUMUBHA,

3° momananoz ypeherba uau AUHEAPHO2 TLOPEMKA GKO U CAMO KO j€ MO PEAAUU)A
napyujasroe ypehera za xojy epujedu da 3a ceaxo T,y € A umamo 0a je T py uu

yp.

ITpuMJIEP 2.13 V ckyny yujeaux 6pojesa, dedpurucara je pesauuja p Ha caedehu Havwum
apbea®+7b=b%+Ta.
Peaauuja p, 3a ceaxo a,b,c € Z je
1° Pegrexcusna, jep je a® + 7a = a® + Ta;

20 Cumempuuna. Uz apb umamo da je a®> + 7b = b% + 7a, na je b*> + Ta = a® + 7b,
wmo 3navu da je bpa;

3° Tpansumuena. Us apb ubpc caujedu a® + 7b = b? + Ta, xao u b + Tc = ¢ + 7b.
Axo dodamo Tc na obje cmpane jednarocmu Y npeom UdeHmumemy U 3aMujerumo
b2 + Tc ca 2+ Tb, umamo a® +7b+ Tc = b2 + Tc+ Ta = ¢® + 7b + Ta, odaxse je
a’ +7c=c?+7a. Hdaxne, apc.

Tume je moxaszano da je p pesavuje exeusasenyuje. Bunso 6u unmepecanmmo odpedumu
xaace exeusaseryuje. Ha npumjep, nuje mewxo saxpywumu da axo je a +b =7, onda je
apb 3a yujese bpojese a u b. a au epujedu obpamo?

ITPUMJIEP 2.14  1° Pearauuja cAuMHOC MPOY2A06a J€ PEAGUUIG EKBUBANEHULIE Y CKYNY
CEUT MPOY2A064a.

2% Peaauuja napanseanocm npasux je pesduuje exsusareryuje Yy cKyny CeUuxT npasux y
jednoj pashu.




AEOUMHUIINIA 2.4 3a damy 6unaphy pesavyujy 0 nad ckynosuma A u B, xascemo da je
19 ynusepsaana, axo je 0 = A x B
2° npasna, axo je O = ()
3° udenwmumem, axo je 6 = {(a,b) | a = b}

Hneepsna peaauuja peaayuju 6 je nodekyn cxkyna B X A, a depunuwemo je xao

6=t = {(b,a) | (a,b) € 6}.

ITpuMJIEP 2.15 Hexa je A = B =7, a p bunapra pesayuja dedunucarna na A X B xao
apbea®+ b2 +1>0.

Ouuzaedro, ceaxy nap yujesur 6pojesa 3a0060.506a4 PEAAUUTY P, NG je Y NUMAY YyHUueep-
3AAHA PEAAUUIA.
Penauyuja 0 na A x B dedpunucana

absa+b=05

je owuenedHo NPAsHG Pesauuja, jep HE nocmoju nap uujesux b6pojesa koju 3a0060/6a6a
3adamu Ycaoe.
Penauyuja 1 na A X B dedpurucarna

apbsa—-b=0

je udenmumem.

ITPUMIEP 2.16 V ckyny X dedpurucana je peaayuja p na caedehiu HauuH
zpyesr—yeX

Henumamu epemy peaayuge p y cxyny X axo je
a. X=Nyp; 6. X =7




ITpuMIEP 2.17 Hexa je dam wenpasan cxyn A. Ilocmampamo bunaphy peasavujy “nood-
cxyn 00", C, na napmumuerom ckyny P(A) ckyna A, odnocro ma ckyny ceux rwezosur
nodcxynosa. To sanavwu da cy dsa nodckyna S u cxyna A %y peaayuju” axo u camo axo je
SCT.

Howmo je pesavyuja "nodckyn 00” pedaeckusna, GHMUCUMEMPULHE U MPAH3UMUCHE,
onda je mo peaayuja (napyujasnoe) nopemxa. Mehymum, oo nuje peaauyuja auneaproz
nopemxa jep S u T moey bumu nodckynosu, maxeu da numu je S CT numu je T'C S.

Ha npumjep, axo je A = {a,b}, onda je P(A) = {0, {a},{b},{a,b}}. ¥V osom cayuajy
jacwo je da {a} nuje nodcxyn 0d {b}, xao nu obpammo.

ITpuMIEP 2.18 ITocmampajmo bunapny peaavujy 6 na ckyny A = {1,2,...,100} degu-
HUCAMY Ca
(k,m) € 0 & k dujeau m,

sa (k,m) € Ax A. Jlaxo ce saxnwyuyje da je peaayuja 0 pesayuja napyujasnoz nopemxa.
Mehymum, (2,3) € 0 xao u (3,2) € 0, na 060 nuje peaayuja Mmomasroz nOPEMKa.

Ha au je peaayugja 0 dedpunucarna na ckyny N pesayuja napyujasnoz nopemxa? A ma
ckyny 7.7

AEOUMHUIINIA 2.5 Hexa je p peaauuja exsusarenyuje va ckyny A. 3a esemenm a € A,
crRYn

lal, = {a € Al apa}

HA3UBAMO KAACOM EKBUBAAECHUUJE EAEMEHMA & Y 00HOCY HA 3G0aMY PEAGUUTY p.
KoauvHuuku cKyn uiu CKYn KAGCA EKBUBAAEHUUIE 3G DEAGUUTY P je

Afp={ld][ac A}.

VKOJIMKO je M3 KOHTEKCTa jaCHO O KOjOj pesaliuju ce pajii, OHJa ce yMjecTo O3Hake [al,
KOPHUCTH caMo [al.

IMTpuMIEP 2.19 V ckyny Z* = Z \ {0} dedpurucana je peaauuja
xpy<axy>0,z,y€Z\{0}.

Hoxazamu da je p peaayuja exsusanreryuje. Odpedumu Kaace eKsUBANEHUUIE EAEMEHATNG
-1 u 1.

[-l]={z|z€Z, <0} ={-1,-2,-3,...}
Nl ={z|z€Z, x>0}={1,2,3,...}

Onuenedno, 0680 deuje Kaace EKBUBAAEHUUTE NOKPUBATY UUJEAU CKYN HA KOM je DeAquuja
decpurucana, na je

z*/p = {[-1],[1]}-




JIEMA 2.1 Hexa je p peaauyuja exsusanenyujena ckyny A, a a u b dsa pasauvuma ese-
menma u3 A. Onda

1. [a] = [b] axo u camo axo (a,b) € p.
2. [a] = [b] axo u camo axo (a,b) & p.
[a] = [b] wau [a] N [b] = 0.

Jloxas. Paznmukyjemo mBa ciydaja

1. Enementn a u b cy y penanumju p. Axko je x € [a], omHOCHO a px, OfHOCHO T pa 360r
cuMeTpuaHOCTH penaruje p. OHJla U3 CBOjCTBA TPAH3UTUBHOCTH PeJjIallije p CIAUjeIu J1a je
xpb, mrro 3naun na je v € [b]. Hakie, [a] C [b]. Ananorno, 3akspyayjemo ga je u [b] C [a],
u3 dera caujeau jaa je [a] = [b].

2. Esemenrtu a u b nucy y penanuju p. Ilpernocrasumo na je x € [a]N[b]. Caujeau 1a je apx
Kao u b px, ogHocuo x pb 300r cumerpuanocTu pesanuje p. Ha ocHOBY TpaH3uTHUBHOCTH,
u3 apx uxpb, 3axipydyjemMo fa je pb, mMTO je KOHTPAIUKIH]jA Y OHOCY Ha IMPETIOCTABKY.

Haxae, [a] N[b] = 0.

Kako je a pa, 3a cBako a € A, onjia cy ejiementu ckyna A/p, nnade nojckynosu A, HerpasHu.
Ha ocnoBy oBor umamo ciemehe Tpheme.

JIEMA 2.2 Hexa je dama p pesavuja exsusanrenyuje va cxyny A. Onda je A ducjyrrmma
YHUJA KAACA EKBUBANCHUUJE Y 00HOCY Ha aMYy PEAGUUTY p.

Jlokas. okasyjemo na je A/p naprunumja ckymna A. ITomrro 3a cBako a € A Bpujeau n1a je a € [al,

OHJIA
Utabe U W
acA [aleA/p

C zpyre crpane, umamo ja je [a] € A, 3a cBako a € A, na je

A=J{apc U [ca

acA [aleA/p
Kako cy, na ocnoBy Jleme esilemenTn A/p nucjyHKTHI nojacKynosu A, mmamo Ja je
A= | la].
laleA/p
]

[Iperxomna Teopema HaM yKa3dyje Ja Kjace eKBUBAJEHIMje Ha ckymy A y omHocy Ha mary
peanyjy eKBUBAJIEHIIM]e p YUHE 3aIpaBo HapTuijy Tor ckymna. OBo TBpheme je o1 m3y3eTHOT
3HAYAja U IPUMJEH/BUBO j€ Y MHOTHM ODJIACTUMA MaTEeMAaTUKE.




404 DyHKNOHTje

ITojam gyHryuje nau npecaukxasarsa je jeiad oJf OCHOBHUX y MaTeMaTuim. OyHKIMja mpe-
CTaBJba HEKO NPABUAO NPUOPYAHCUBGHA eleMeHaTa ckyna A ememenTnMa ckyma B. Csaka (yHK-
Irja je 3ampaBo OWHapHa peJalja HaJ cKymoBuMa A m B, amm Koja 3aj0BoJ/baBa oipehena
CBOjCTBa HaBeeHa y cienehoj neduHUIA)N.

JE®UHUIINIA 2.6 Hexa je A # 0 u B # 0, a f peaauyuja, nodckyn 00 A x B xoja
3a006006a6a c60jcmeo da 3a céaro x € A nocmoju mauno jedarn y € B mako da (x,y) € f.

Tada [ nasusamo npecaurasarse us A y B u osnauasamo f : A — B. Vkoauxo
je (z,y) € f, mo sanucyjemo ca f(x) = y. FEaemenm x nazusamo opuzumaa, 00k 3a
enemenm y = f(x) xaoicemo da je caura esemenma T npu npecaurasary f, 00nocHo
epujednocm funkcije y mauxu x.

Axko je f : A — B, ouma A 3oBemo momeH, a B komomeH mnpeciukapama f. Camka
dyskuuje, y osnamm I'm(f) nan f(A) je ckyn {f(x) | z € A}. Cryn cBux dyHKImja u3 cKymna
Ay ckyn B o3mauasamo ca B4,

3a mpeciukaBama f : A — B ug: C — D kaxkeMmo Ja cy jeqHaka, a zamucjemo f = g,
ykosmko cy A = C, B = D u 3a cBako z € A Bpujequ f(z) = g(x).

Nnentnuka dyskuja Ha ckymny A, idy C A x A je nedunucana sa id4(x) = x, 3a cBaku
x € A

ITpuMIEP 2.20 Kao wmo je ucmakxnymo y npemxodnoj deduruyuju, ceaxa Gynruuja
jecme peaauuja, aat 06pammo He Mopa 04 8AHCU.

1° Bunapna peaavyuja {(1,a), (2,b), (3,b)} je dynruuja depunucarna na cxkyny A =
{1,2,3}. Cryn cauka, odnocro spujednocmu ose dynruuje je cxyn {a,b}.

2° Bunaprna pesayujae wad cxynom Q

x={(z,9) €QxQ|z =1y}

nuje gynkuyuja. Haume, 3a x = 4, nocmoje y = 2 uy = —2 3a xoje cy (4,2),
(4,-2) € x.

3° Pesayuja {z, 2% + 2+ 1) | 2 € R} C R? je dynryuja jep us x = u caujedu
?+z+l=u’4u+1

u 3a ceaxo x € R nocmoju 22 + x +1 € R. Jaxae, osdje ce padu o dynxuuju
r — f(x) = 22+ z + 1 xoja npecauxasa R y R. Cryn cauxa je f(R) = [3/4,00).




JE@UHULUIA 2.7 Heka je f : A — B npecaukasare. Axo je f(A) = B, onda xastcemo
da je f ma uau cupjexmueHo, odnocHo da je fcupjexuuja.

Axo 3a ceaxo a1,a2 € A u ay # ay epujedu da je f(ar) # f(a2), onda xascemo da je f
1-1 uau UHJERMUBHO NpecAuKasatbe, 00HoCHO 0a je [ unjexuyuja.

Yroauxo je f cupjexmueno u unjekmueno, onda 3a f xascemo da je f bujexmuesHo,
odHnocHo da je [ bujexuuja.
Bbujexyuje cxyna A y cebe Hasusamo nepmymavuje.

ITpuMJIEP 2.21 Hexa je f : Z — N npecaurasare depunucaro ca
f(z) = a2

Oso npecaukasare nuje urjexmusro, jep je, na npumjep, f(—1) = f(1). Taxobe, f nuje
Hu cupjekmueno jep 2 nuje y ckyny Im(f). 3anpaso, youasamo da je cauka Pymruyuje
Im(f)={1,4,9,...} npasu nodckyn xodomena N.

JAEouHULUIA 2.8 Hexa cy dame gpynxuyuje f : A — B ug: B — C. Komnosuyuja
dynxyuja f u g, y odnayu g o f je crkyn

(go f)={(z,2) | nocmojuy € B 3a xoje je f(x) =y u g(y) = z}.

C o63upom Ha TO 512 cy f u g dyHKIH]je, JAKo ce IoKasyje Ja je u komnosunuja dyskimja (go f)
Takohe dyHKIH]ja, U TO

(gof): A—C,

3a kojy je (g o f)(x) = g(f(z)). Haume 3a cBaku x € A mocroju tauHo jejan y € B 3a Koju
je f(x) = y, a Takohe 3a taj y € B rauno jegan z € C takaB ja je g(y) = z, ojaxie je
uctymen ycios n3 Jedbunnnuje [2.6] 1a 3a csaku x € A nocroju Tauno jesan z € C' Takas jga
je (z,2z) € go f. Cueneha Teopema mucTHYe BazkKHO CBOJCTBO ACOUUJAMUSHOCTNU KOMIIO3UIIUjE
PEC/INKABAIbA.

TEOPEMA 2.1 Hexacy f: A— B, g: B— C uh:C — D npecauxasaroa.
Onda je
ho(gof)=(hog)ef.

Zoxas. Ba npousBosbHO x € A Bpujeau

(ho(gof))(x)=h((go f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x)

OJlaKJie CJInje/in TBpheme. |




Omnepartuje

Ca 1mojMoM orepariija ¢MO ¢e CyCpeJid joIll Y OCHOBHO] IIKoJin roBopehn o cabuparby, O/1y3u-

Malby, MHOXKeIbY U Jujesberby. OBaj mojam npornupyjemo ciaenehom gedununimjom.

JAeouHULUIA 2.9 Hexa je A nenpasan cxyn, an € N. @ynuxuyuja f : A" — A ce naszusa
N—apHa ONEPAUUIA UAU ONEPALUIe AGPHOCTIU N Ha cryny A.

Y eayuagy xad je n = 1, xaorcemo da je y numary yHapHa, a xad je n = 2 bunapHa
onepayuja.

ITpuMIEP 2.22 Qynxuyuja f : Z — 7, depunucana ca
fla) = —a
je ynapra onepavuja na Z. Pynwxvyuja g : 7 X 7, — 7. depurucana ca
g(z1,22) = z122 + z% =1

je bunapna onepayuja Ha 7.

V ciyuajy 6unaprux omeparuja, * : A2 — A, cIMYHO Kao M KOJ peJlalldja, KOPHUCTH Ce

JIpyraduja HOTaluja, ma yMjecTo *(x,y) OOUYHO MUIIEeMO T x Y.

ITpuMIEP 2.23 [lomohy cmandapdrnur bunaprux onepayuja (cabuparse, 00ysumarve, mMHo-
orcere) Ha CKyny yujeau 0pojesa, MOHCeMo Yeooumu HO8e ONepayuje Ha CKYNY Uujeaus
bpojesa. Ha npumjep,

axb=ab+a—-1.

Onuenedno, mo2yhnocmu 3a ysoherve HOBUT ONEPAUUIA UM DECKOHAYHO, QAU Je NUMAIHE
MOMUBAYUTE, OOHOCHO CMUCAG 3G MAKO KOHCMPYUCEHE ONEPAYUUJE.

Hasodumo v npumjep jepne onpavuje apnocmu 4, oonocno npeciuxasarse u3 R* y R.
Kopucmumo noznamy, demepmunanmny Gyrnuryujy

(a1,a2,as3,a4) — det (al a2>

as aq4




IMTpuMIEP 2.24 [locmampajmo ckyn A = {1,2,3} u ckyn céuxr nepmymayuja wa 060Mm
ckyny. Kao wmo snamo, padu ce o bujexmusrnum npecaurasarouma ckyna {1,2,3} y cebe,
me UT MONCEMO HA NPUPOIaH HaYUH npedcmasumu Yy 0bAuKy

12 3
=)

2dje cy 1, j, k pasaunwumu eaemenmu ckyna {1,2,3}. Ha npumjep,

. 12 3
Z‘1_(1 2 3)

je udenmuyuKa nepmMymayuja, Yy Kojoj ce ceaxu easemenm npecaukasa y cebe. Ckyn ceux
NePMYMaAYUJa Had CKYNom 00 8 esemenma 03Ha asamo xao S3 u 3namo da ur uma 3-2-1 =

6. C%'y’n’ S3 = {Zd7 fl)f27f37f47f5}; 20]'6 cy

. 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Zd_<1 9 3>’f1_<1 3 2>’f2_<3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
f3:(2 1 3)’f4:<2 3 1>’f5:<3 31

Hocmampajmo xKomnoszuyuje nepmymayuja wa Ss, nonym:

12 3 12 3 12 3
f3of4_<2 1 3>O<2 3 1>_<1 3 2>_f1

Haxae, xomnosuyuja dsuje pyrxyuje je ovuzaedno bunaprna onepayuja wa ckyny S3. YV
caedehoj mabeau cy dame cee onepayuje Ha NOCMAMPEHOM CKYNY:

o Wd fi i i i N
id | id fi fi i fi h
fHld f i i A [
folid fi fi i i S
sl fr i i A N[
falid fr fr AL A [
fs | fi i i i N[

ITPuMJIEP 2.25 Hexa je S menpasan ckyn, a P(S) weeos napmumusnu ckyn. Ha nap-
MUMUBHOM NOCMAMPAMO NPECIER, YHUJY, PA3AUKY CKYNOSA Ka0 OuHApHE ONnepavuje

(A1, A2) = A1 N Az, (A1, A2) » A1 U Ay, (A1, 42) = A1\ Aa.
2dje cy Ay, Ay € P(S). C dpyze cmpane, Komnaemenm je ynapra onepayuja 1a P(S)
A — AC

sa A € P(S).




245 Ha moyerky 0jemnte mpupojaH 6poj...

Ha nouerky maremarutike bubnuje ckyn yujeaux 6pojesa Z nma cuary Pujeun, kao mro je
To pekao Kponekep: Boe je cmeopuo yujeae bpojese, cge 0cmano 4osjex.

Cmatpamo jia ¢y ocHoBHe ocobune N u 7Z omrireno3nare, Te ux HehieMo 1MocebHO UCTUTIATH.

JlBa ekBUBaJCHTHA MPUHITUIIA, [IPUHIIUAI TO0OPOT ypelhermal u [IpUHINIT MaTeMATHIKe NHIYKITHje,

cy mocebHO BarkHa 3a JOKa3mBaibe TBphema Koja Cy y Be3U ca MPUPOIHUM OpOjeBHMA.

TTPUHIUTI JOBPOT YPEBEKA 3A CKVYII IPUPOJHUX BPOJEBA N: Csakxu nenpastu
nodcxyn cxyna N cadporcu wajmarou esemerm.

WNako oBaj nmpuHIUII jecTe ycarjaiieH ca Beh (popMuUpaHuM IpejicTaBaMa O TPUPOIHUM HPO-
jeBUMa, y3UMa Cce Kao I0JIa3HU, OHaj U3 KOT Ce M3BOJIe CJIOKEeHUju 3aKspydnu. irycrpyjemo ra y
HapeJIHOM IIPUMjePY.

ITPuMJIEP 2.26 Hajmaru esemenm ckyna A = {14,5,8,16777,64,6} je 6poj 5.
Hajmaru enemenm cxyna B, ceux npupodnuz 6pojesa wuju je 36up yugapa 10, je 6poj
19. Cxyn B je 6eckonauan. Ha npumjep, ceu bpojesu obauxa 10...09 npunadajy B.

Kao mrro je ucrakuyTo, npuHIun 106por ypehema je ekBuBaeHTaH IPUHITUITY MATEMATUIKE
nuayknuje. To 3Ha4YM J1a je, aKCHOMATCKUM YCBajamb-eM jeJIHOI O OBa JIBa IPHUHIIMIIA, Moryhe
JOKa3aTH OHaj JPYTH.

ITPUHOIMIT MATEMATUYKE UHAYKIWIJE: Heka je P(n) tBpheme koje ce ojnocu Ha
npupogaH 6poj . AKO Cy UCIYHEHU YCIOBU

(a) P(no) je TauHo;

(6) ITox mpermnocraBkom Jia je P(i) Tauno 3a npupojse 6pojese ng < i < k 3a HEKHU pH-
poja 6poj k (MHAYKTUBHA IIPETHOCTABKA), TadaH je ucka3 P(k + 1);

oHza je TBphembe P(n) TadHOo 3a cBaKO M > Ny.

Haxne, npunyun mamemamuyke undyxyuje mim ckpaheHo WHIyKIMja| je CpejcTBO KOjuM
JIOKa3yjeMo TBphema Koja ce 0JIHOCe Ha IPUPO/IHE OPojeBe, MPETIIOCTaB/baMO IIOYEBIIN OJf OJIpe-

henor npupomHor 6poja ny. YKOJIUKO YCIUjeMO Ja JTOKaXKeMO Ja Ta9HOCT HeKor TBphema P(n)
3a novernu ciy4daj P(ng), tume cmo 3akspyuniu IIMU (a). dpyru jamo uHAyKIMje KOju O3HA-
gasamo ca IIMMU (6) je noka3 Jia u3 NpeTnocTaBke O TAYHOCTU TBpherma 3a HpupojHe Gpojese
3aKJ/ByYHO Ca HEKUM TPHUPOJHUM Opojem k cimjemu u TBpheme 3a k + 1, npu demy je k > ng.
Haxkon mro ce kommierupa IIMU (a) u IIMU (6), 3aksbydyjemo na je ucka3 P(n) tadan 3a
cBe TIpHUPOJIHE OpojeBe n > ny.



Cruka 2.4: jmoMuHe - WIyCTpalija MaTeMaTHIKe WHIYKIIje

CMKOBUTO, IPUHITAI MaTEMATHIKE UHYKITHje WIYCTPYjeMO TaKO IIITO MITO 3aMUCIIMO Oec-
KOHavYaH HU3 nmopehannx jgomuba. IIpermocTtaBuMo j1a je o6opera IpBa IOMHUHA Yy HU3Y, OJHOCHO
Ja je ocrapen kopak ITMU (a). Ako cy jmomuze Tako nopebhane ja je naj upsux k obaBesHO
y3pokyje naz (k + 1)—e, mro oarosapa xkopaxy IIMMU (6), onza je jacuo ga he obapamem npse
Yy HU3Y Nacmu 1UjeIn HUS.




ITPUMIEP 2.27 3a ceaxu npupodnu 6poj n, epujedu mephere

n(n+1)

L2+ dn=——

mephere P(n)

Ouuzaedto, MosHcemMo NPosjepasamu mayHoCm UCKa3a 36 nojedunavwte spujedHocmu Kao
wmo cy P(1), P(4), P(12),... Mehymum, maxo ne nocmusicemo onwmocm, He ymep-
hyjemo easrcerve mepherwa P(n) 3a ceaxu npupodan 6poj. Ilompebar nam je npucmyn
Koju mo obesbjelnyje, 0d nojedurauHo2 Ka ONUWMEM, & KOjU je cadpiHcar Y npeicmasbeHom
NPUHYUNY MAMEMAMUIKe uHoyKyuje.

e Budumo da je 3a n = 1 mepherwe mauno, jep

= 1(1+1)
= 5
wume je nomephen npsu xopak, IIMH (a).

o Jlpyeu xopax, IIMU (6), nowure undykmusrom npemnocmaskom da je P(k) mauno,
odnocro da epujedu

1+2+---+k:w.
Kopucmehu npemxzodno, moorcemo aujesoj u decnoj cmpanu dodamu k + 1. Tume
dobujamo
1+2+--+k+(k+1)= k(k;l)+(k+1),
odaxae je

(k+1)(k+2)

2 9y
wmo snauu da je P(k+ 1) nomspheno. Tume cmo ucnyruasu u dpyeu ycaos uHoyk-
yuje, IIMHU (6), na je mepherwe P(n) dokasano 3a ceaxo n.

1+2++k+(k+1)=

ITpuMIEP 2.28 Axon > 5 onda 2™ > 5n.

Jlokas. Jacuo, oxje je P(n) uckas ma je 2™ > bn, 3an > 5, na je ng = 5. Jlaxie, nuremo

P(n) =2">b5n uny=>5.

Kao mrro je naBezieno y camoj nedbunuimju, P(n) yBujek npeicTaBba ucka3, OOUUHO HejeHAKOCT
WJIN jeIHAKOCT, & MOBPEMEHO M HEKY KOMILTHKOBAHU]Y TBPJIIbY.

V oBom city4ajy, axo je n = 4 onya P(n) nocraje uckas 24 > 5-4 xoju je merauan! MehyTum,

san =5, P(n) je nckasz 25 > 5-5 mm 32 > 25 mWTO je TauHO, Ma CMO THME YCTAHOBHJIN TATHOCT
kopaka IIMMU (a).

Y musby g jjokaxkeMo o Koju ce ogaocu Ha IIMU (6) nodpasymujesamo na je

P(n) rauno3a 5 <n <k.



Jlaxsie, MHYKTUBHA TIPETIOCTABKA j€ Jia
20> 5i3a 5<i<k. (2.1)
Hokazyjemo Taunoct P(k+ 1). Kako je 1o ungyTusHoj npernocrasiu tadno P(k), omHOCHO
oF > 5k,

OHJIA MHOXKEFHEM JIMjEBE U JIECHE CTPaHe HejeTHAKOCTH ca 2 1o0ujamMo
2k+1 > 10k. (2.2)
He ry6umo u3 BU/Ia J1a je HAIT IMUJb 12 ToKaxkeMo a je Tauno P(k+ 1) ommocno 25+ > 5(k+1).
Jacno, 5(k + 1) = 5k + 5, na ako nokaxkemo ja je 10k > 5k + 5 oHja MOXKEMO UCKOPHCTUTH

HejesHakoCT (2.2) 3a KOMILIETHPabe JI0Ka3a.
Kako je 10k =5k + 5k u k > 5 o 1| ouga k > 1 u 3aro bk > 5. Caujemun

10k = 5k + 5k > 5k + 5 =5(k + 1).

Haxkure,
2k > 10k > 5(k + 1),

I1a
oF+L > 5k +1). (2.3)

mro 3Haun ja je P(i) tauno kaj je i = k + 1. IIpema Tome, KOpUCTEXKU MHILyKTUBHY [IPETIO-
craBky (2.1) mokazasnu cmo (2.3). Tume je nokazan u kopak I[IMU (6), a To 3HaUM 1a je METOIOM
MaTeMaTHuKe MHIYKIHje JoKasaHo ga P(n) Baxu 3a n > 5. Konauo, cimjenu na 2" > 5n 3a
n > 5. |

BJE2KBAHKA

(1]

* ‘ HoxkazaTtu na je 2" > 6n 3a n > 5.
(2]

[ ]

JokazaTu 1a je
142+ +n=—"7""

zan > 1.




JokazaTu 1a je

1)(2 1
12+22+32+_”+n2:”(n+ )6(”+ )’

ako n > 1.

Hoxkazaru 1a ako 0 < a < b onga 0 < a™ < b" 3a cBako n € N.

_'E]

Pjereme. aaaa |

Hoxkazaru ga n! < n™ zan > 2.

e 1

Jokazaru ja ako cy a and r peasjau 6pojesu u r % 1, onya za n > 1

a (1""+1 — 1)

a+ar+ar®+--+ar’" =
r—1

]

10" -1

Hokazaru ma 111---1 san > 1.

n

g

o0
JokazaTu ga axo je n > 12 oHma n MOXKe OMTH HAIIMCAHO Kao 30up OpojeBa 4 u

5. Ha npumjep, 23=5+5+5+44+4=3-5+2-4.

IIpebpojuBocT M HEMPEOPOjUBOCT

Y ommreMm ciiydajy, CKyll MOKe MMaTh KOHAYHO mjin OECKOHAYHO MHOrO ejemMeHara. Y
caydajy na je S HempasaH W UMa KOHAYHO MHOTO €JIeMEeHAaTa, TO 3aIliCyjeMo

S =A{z1,z2,..., 2},



riaje n o3HadaBa Opoj ejgemeHaTa TOr ckyma. Koi OECKOHAYHMX CKYIIOBa MMaMO JIOJAATHY KJia-
cudurarmjy. Hamme, GeckoHAUHOCT CKylia MOXKe OuTu mpebpojuBa mwin HerpebGpojuBa. 3a
3aCHOBAHUjU, IPEIU3HUjU YBUI Yy OBE IO0jMOBe O1 OMJI0 HEOIIXOIHO HAIIPABUTH 030M/bHU]Y MaTe-
marudky npumpemy. llokymmahemo ma oBe m0jMOBE OCBUjETIMMO KPO3 HEKOJUKO YIIEUAT/hUBUX
mpuMjepa.

3a ckyn S hemo pehm na je IpeGPOjUB YKOJIMKO MOCTOJU HAYWH Ja €IeMEHTE TOT CKYIa
MMOCTABUMO Y HU3

L1y L2y eeyLmy s

OJTHOCHO J1a 33 CBAKHU €JIEMEHT a € S OJIpeIMMO HheroBy TadHy mosutinjy y uugy. [lapam 6pojeBu
mamu of1 20 ce mory nopeharu y Huz

2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18.

Hakite, y nutamy je KoHadaH cKyl ca 9 esemenara. Mehyrtum, moryhe je ma y HU3 cMjecTumo u
beckoHadHe cKymoBe. Ha mpumjep, ckym nujennx OpojeBa je Moryhe cTaBUTH y HU3

0,1,-1,2,—2, ..

qnmMe 06e36jehyjeMo 1a ce TauHO 3HA MO3UIUja CBAKOT Iujesior 6poja. Permmo, 6poj 426 je Ha
952-0j nozunuju, MoK je -125 Ha 249-0j nosunuju. Ouurienna je PyHKIEja KOjoM ce omapehyje
[IO3UIHja TOjeIMHIX IUjesiuX OpojeBa.

AKO mak/bUBHje IOCMATPAMO KOHIIENT MPeOPOjUBOCTH, OHIA PA3IUKyjeMO Caydaj Kal je
IOCMaTpPaHu CKyIl S

1. KonagaH. Y 0BOM ciiyuajy ejieMeHTe CKyIa S MoKeMo nopeharu y HU3 Ha [MO3UIHAjaMa

1,...,n,

rjje je n 6poj eeMeHaTa y ckyia S.

2. Beckonayan. Enemente ckyma S y oBoM ciydajy pehamo Ha mosurmjama

1,2

g Ly oee e

WspaxkaBajyhu ce je3smkoM IpecnKaBarba, BUIUMO Ja Y IPBOM C/Iydajy IOCTOjU OUjeKImja
ckyna {1,...,n} ca ckynom S. VHTepecanTHO je Ja je u CKyIl panuoHaaHuX 6pojeBa GECKOHATHO
npebpojuB. Y ciaemehem aujarpamy je mpeicTaB/beHa TeXHUKa IpedpojaBarba PaInOHAJTHIX OPO-
jena.




s
15
S
15599
LSS S

Kao mrro ce Bujm u3 qujarpama, nosiaszehu o imjesor hoika u pesioM 6pojumo CBe eJieMeHTe
u3 cKyna panuoHajgHux 6pojesa. Hapasao, mexn enemenrtu monyr 1 u 2/2, wau 1/3 u 2/6, ce
HOHABJBAjY, aJIU IIPECKAIEMO CBE OHE Koje cMo Beh BUjeu, 0HOCHO IIPETXOAHO YBPCTUIIN Y HUS.

s <— 1w N <— =

<—— ot

Onu cy npenpranu. Tako j0/1a3uMo 710 HU3A

1211%343211%%%1
17172737 ’1’17273?4757 ) i 75""

3a pasjiuKy oJf CKYIIOBa KOjU C€ MOTY Cnax06amu y HU3, IOCTOje OHU CKYIIOBH 34 KOje TO Huje
moryhe. ¥ TuM ciydajeBuMa, caMo 3a/laBaibe CKylla OOMYHO BPIIUMO Ha aJITeDHATHBAH HAYUH,
kopuctrehu onpeheno crojctBo P koje ompehyje eemenTe ckyma

{z | = 3anoBoBaBa P}.

Ha mpumjep, ckyn peasnnx 6pojesa u3 unrepsadia [0, 1] ce moxke 3amucar kao {z | 0 < x <
1}. 3a passuky o1, Ha pUMjep, CKyIla palioHaJIHIX OpojeBa, oBaj Kyl Huje Moryhe cniakoBaTu
y un3. I[IpermnocraBuMO CympoOTHO, [la IOCTOjU HU3 KOjuM cy obyxBaheHnm cBU OpOjeBU M3 J1aTOr
cKyna

di1 diz diz dyy
do1 doa dog day
d31 dsz d3z d3g
dar dyz daz dag

ePeee

ITocmarpajmo peasinu 6poj KOjU je KOHCTPYUCAH Ha, cjeiehn HadnH
x = 0.b1b2b3by . ..

npu deMmy je b; m3abpaH Tako ma ce pasjukyje on mudpe di, IITO 3HAYA JA C€ T CUTYPHO
pasymKyje of ¢—Tor 6poja y mpeTxomHoM Hudy, 3a ¢ = 1,2,.... [lakie, x ce M0 KOHCTPYKIIUjH



pasJuKyje oJ cBakor 6poja M3 IMPETXo[HOI HI3a, a uilak npunaia uarepsaiy [0, 1]. To smaun na
MPETXOIHNM HU30M HECY 00yxBalienn cBu OpojeBu M3 JATOT MHTEPBAJIA, 114 j€ TTOCMATPAHU CKYTI
Henpeopojus.






3 Penanuje, onepanuje, npecjnKaBamba

AEeUHUIINIA 3.1 Hexa je A # 0.

19 Cxyn p, nodckyn cxyna A", Ha3uB8aMO N-APHA PEAGUUIA UAU DEAGUUIE OYHCUHE
n ckyna A. Cneyujaano, axo je n = 2, onda je p buHapHa peaauuja ckyna A;

2° Ymgecmo (ay,az,...,an) € p nuwemo p(ai,az,...,a,) u KaAcEMo 06 CY eAeMEHMU
n—mopke (a1,as,...,a,) Y Peasuyuju p.

3¢ Axo je p bunapna peaayuja, onda ymjecmo p(ai, az) NUWEMO a1 p az.

IIPuMJIEP 3.1 Hexa je p nodekyn 0d R3 dedpurucan na credehu navum
(x,y,2) € p ako u camo axo r +y+ z = 1.

Jla au moorceme pehu o xaxsom nodckyny npocmopa R3 ce padu? Ja au je p=R32

Onu Koju uMajy HEKo PeMITOOHO UCKYCMBO U3 Jujess MameMamuke Koja ce 306€ aGHa-
AumuKa 2eomempuja he aako npenosnamu da ce padu o pasnu y npocmopy R3. Taxobe,
epao ce aaxo ymephyje da p # R3, jep, ma npumjep, xoopournammu nouwemar, 00HOCHO
mauka (0,0,0) uszsjecno ne npunada pesayuju p.

JE®UHULNIA 3.2 Heka je A # 0 u B # 0, a f nodckyn 00 A X B xoju 3adosonasa
ceojcmeo da 3a ceaxo r € A nocmoju mavwno jedan y € B maxo da (x,y) € f.

Tada f nasusamo npecaukrasarse us A y B u osnavwasamo f : A — B. Yxoauxo je
(z,y) € f, mo sanucyjemo ca f(x)=1y.

Axo je f: A — B, onda A 308emo domen, a B kodomen npecaukasara f.




ITpuMIEP 3.2 Heka je A ={1,2,3,4,5}, a B ={z,y, 2z, w}. Perayuja

f=1{1,2),(2,2),(2,9), 3, w), (4,2),(5,2)}

Huje npecaurasarve jep 3a 2 € A nocmoje dea esemenma u3 y,w € B, maxo da
(2,2),(2,y) € f.

ITpuMIEP 3.3 Heka je A ={1,2,3,4,5}, a B ={x,y,z,w}. Perayuja

g = {(1756)7 (2,%), (3,11)), (4’ Z)}

nuje npecaukasare jep 3a b € A ne nocmoju esemenm y us B maxo da (5,y) € B.

ITpuMJIEP 3.4 Hexa je A ={1,2,3,4,5}, a B ={z,y,z,w}. Peaayuja

h = {(1,1‘), (2,%), (3,11}), (47 2)7 (57 Z)}

jecme npecaurasarve jep 3a ceaxo r € A nocmoju mauno jedarn y uz B maxo da (z,y) € B.

[Tpernocrasumo aa je garo npecaukasame f: A — B, a A’ C A. Onga je ckyn
f(AY) = {f(a) |ac A’}
cimka nogckyna A’ npeciukasamem f. Y Ilpumjepy BUIUMO JIa je

Cx0/IHO TOMe, MOKEeMO IOCMATPaTH U PECTPUKIM]y HnpecinkaBama f Ha ckyn A’ Kojy o3na-

qaBaMo ca f| 4/, a TO 3HAYM Ja je JOMEeH IIpecInKaBarba
fly:A—B
ckyn A') 1ok je xomomen f(A’) C B.

ITpuMIEP 3.5 [locmampajmo npecaurasare f: 7 — Q dedpunucaro xao

f(z) =z/2.

Hexa je ckyn ceux napruzr npupoonux bpojesa, odnocno A = {2n | n € N}. Jacwo je,
A C Z. Huje mewrxo 3axnmywumu da je f(A) = N.

AeovHniniA 3.3 Heka je f: A — B.
a. Axo je f(A) = B, onda xasicemo da je [ cupjexuyuja uisu Ha.

6. Axo 3a ceakxo ay,az € A u a; # ag epujedu da je f(ay) # f(az), onda f 306emo
uHjeryuja usu 1-1.

6. Yroauxo je [ cupjexuuja u unjexyuja, onda 3a [ xasrcemo da je bujeruuja.




3.0.1.

HajjenmocraBuuju npumMjep OujeKImje je WIEHTUYKO MpecankaBame 14 : A — A nedununcano
ca
I4(a) = a,

3a CBaKO a € A.

HATIPTATU HEKE ITPUMJEPE!

Hexka je f : A — B 6ujeKTuBHO Ipec/nKaBambe. YCTAHOBHMO IpeciuKasame f ' : B — A
Tako 1mTo 3a b € B medunumemo

) =,

upu demy je a jexumHcTBeHU esieMeHT ckymna A Tako ma f(a) = b. Csakako, jeJMHCTBEHOCT
eJIeMEHTa @ MPOCUTUYE U3 unibeHutle na je f oumjekrnuja. OBako HedUHUCAHO PECIUKABAE
f~! masmBamMo MHBEP3HO Npec/AMKABAHC y OJHOCY Ha IpecinKaBambe f. OUHIVIETHO, OHO je
jemHO3YHATHO oxpeheno mpecankaBameM f.

Arkoje f: A— Bug: B — C, onna MOXKeMO Je(DUHUCATH U KOMIIO3UIIN]Y MTPECIUKABAA
g o f Koje mpescTaB/ba mpecankaBambe 3 A u C, a geduHumeMo ra Kao

go fla) = g(f(a)).

JIEMA 3.1 Hexa je f: A — B bujexuuja.
a. Hneepsno npecauxasarwe f~1: B — A je 6ujexyuja.

6. Komnosuyuja f~ o f = I, dox je fo f~1 =1Igp.

ITpuMIEP 3.6 Hexa je A=RuB={y|y€eR uy>0}. Onda je

f=A(z,2%) |z € R}

NPECAUKABAE KOJE HA3ZUBAMO NAPGOOAG.

Bunapne penamnuje

AEoHULINIA 3.4 Hexa je p 6unapra pesayuja ckyna A.
Axo je 3a ceaxo x € A, x px, onda xascemo da je p peaercusHa pesauuja.

Axo 3a ceaxo T,y € A 3a xoje je x py epujedu da y px onda Kaxicemo da je p cume-
MPUYHA PEAAUUJE.

Axo 3a ceaxo x,y € A 3a xoje je x py epujedu da y px oHda Kaxcemo da je p cume-
MPUUYHA PesaUU)a.

Axo 3a ceaxo z,y,z € A maxo da x py uypz, epujedu da x p z, oHda Kaxcemo da je
£ MPAH3IUMUBHA PEAAUUIQ.




3.0.2.

AEOVMHUIINIA 3.5 Bunaphy peasauujy xoja je pehaekcusHa, CUMEMPUYHA U MPAH3U-
MUBHA 306EM0 PEAAUUJA EKBUBAAEHUU]E.

Bunapny pesauujy xoja je pedaekcusHna, aCUMEMPUYHA U MPAGHEUMUCHE 306EM0O De-
AQUUJG NOPEMKG, .

ITpuMIEP 3.7 Hexa je p bunaphna pesayuje 1o Z depunucana ca
apb axo u camo axo 2 | a — b.

Onda je p peacuuja exsusaseryuge.

ITPpuMJIEP 3.8 Hexka je p 6unapra peaayujo wa N dedpunucara ca
apb axo u camo axo a | b.

Onda je p 3anpaso pesauyuja 0JebUBOCMU, G KOJG J€ PEAGUUIE NOPEMKG.

Omneparnuje

JAE@eHULNIA 3.6 Hexa je S menpazan cxyn u n npupodan 6poj. Tada npecaurasaroe
f 8" — S 30semo onepauyuja dyscumne n cxyna S. Cneyujaano, yxoauxo je n = 1,
onda je f ynapra, a axo je n = 2, onda je f bunapra onepavuja cxyna S.

ITPuMJIEP 3.9 Heka je [ 6Gunapna pesayuja wa ckyny S. Ymjecmo f((x,y)) = z, y
NPUHUUNY KOPUCTIUMO 3anuc T fy = .

Taxo je, na npumjep, onepayuja cabupara, 4+, bunapra onepauyuje wa R uw xopucmumo
yobuuajenu sanuc T +y = z ymjecmo gopmannoe +((z,y)) = z.

ITpuMIEP 3.10 Hexa je f : S — S npecauxasarve. Tada je f onepaavyuja dyorcune 1 xojy
306eM0 YHAPHA ONEPAUUIQ.

Ha npumgep, npecauxasarve f : 7 — 7 depunucaro kao f(x) = —x je ynapha onepa-
yuga xojom ce, 3a ceaxo x odpehyje eaemenm f(x) ca ceojemeom da x + f(x) = 0.




AEOMHNIINIA 3.7 Hexa je x 6unapra onepayuja ckyna S.

e Axo je 3a cee x,y,z uz S
xx(y*xz)=(rxy)*z,

Kaotcemo 0a je 0nepayuja acouujamueHa.

e Axo 3a cee x,y u3 S sascu
THY=Y*1T

Kaogicemo 0a je onepavuja KomymamueHa.

ITpuMJIEP 3.11 Ha ckyny Z, onepayujae cabuparsa je u aCoOUUJaAmueHa U KoOMYymamueHa,
0% 0dy3umare Huje Hu JedHo Hu IPpY20, Jep Y ONWIMEM CAYYAJY HE SANHCU

r-(y-2)=(@-y) -z z-y=y—=z

IMTpuMJIEP 3.12 Hexka je S = {1,—1}. Cabupare u odysumare nucy onepayuje ckyna S
jepl4+1¢Sul—-1¢S8.

Ca dpyee cmpare, Huje mewro ymepdumu 0a cy U MHOHCEWE U Jujeserbe acouuja-
MUBHE U KOMYMamueHe onepayuje na S.

Oneparnuje Ha CKyIIOBUMAa

Y oxpehenuMm curyaimjaMa, pasMaTpaMo U MpecjeK, OJHOCHO YHUjy OECKOHAYHO MHOTO CKY-
oBa, Hajuerilie Heke pebpojuBe KoJieKIuje ckynoBa. Ha mpumjep, ako Ham je 3a cBako n € IN
JIaT CKyI S;,, OHJIa

ﬂSn:SlﬂSQH---:{x|x€5’k3aCBaK0k:€]N},
n=1
USn:SlL_JSQU"':{IE|.’E€Sk3aHeKOk€IN}.
n=1

JlBa mocebHO KopucHa TBphema 3a ckynosue omneparnue cy de Mopranosu 3akoHU

c Cc
(Usn> =55 (ﬂ Sn) =Jss
n n n n
HaBOﬂI/IMO HEKe OCHOBHE 0COOMHE CKYIIOBHUX onepaLu/Ija

a. SNT=TNS,SUT=TUS,

6. SN(TUU)=(SNT)U(SNU),



B. SU(TNU)=(SUT)N(SUU),
r (S =29,

a1 SNSe=0, SUSc=Q,

. SNQ=5,SuUQ=Q.



4 JjessuBoct

Y Teopuju 6pojesa, o1 MOCEOHOT UHTEPECA Cy CBOjCTBA CKYIA IIPUPOIHUX OPojeBa

N={1,2,...},
Kao ¥ CKyIla Iujeux Opojesa
Z={...,-2,-1,0,1,2,...}.

[Tojam 1je/bUBOCTH je OCHOBHM U jeJIaH OJI HAjBasKHUJjUX Y Teopuju OpojeBa.

JAEeuHULUIA 4.1 Hexa cy a u b yujeau 6pojesu, a # 0. Yrosuko nocmoju yuo 6poj m
maxas da
b=am,

onda kasicemo da je b djessus ca a. To sanucyjemo ca a | b, a wumamo a dujeau b. Axo
b nuje djewus ca a, onda nuwemo atb u wumamo a we dujeau b.

Crueruduuan cirydaj u3 nperxoiHe nedbunuimje je kaj je b = 0. 3a 6mao koju 1uo 6poj a
paziauuaut ox Hyse, Buaumo ga je m = 0. Taunwmje, 3ak/bydyjeMMo 1a CBakd mujean OpPoj a
pazmmaut of, uysie nujesu 0. Takobe, Bumumo ma je 1 nujesu cBaku mujesn 6poj.

Yrosmmko b # 0, oHJ1a 3aK/bydyjeMo Ja b uMa caMo HeHyJITe Jjejnore. Y TOM CIIydajy, ako
je a mjemwmmarn, oumga je To mu —a. Jakie, 3a b # 0, ajeauonu ce MOTy TPYIUCATH Y TMAPOBAMA
(a,—a).

Jlaxko ce youaBajy m ocTaja OCHOBHA CBOjCTBA JjeJbIBOCTH.

JIEMA 4.1 Hexka cy a,b,c, m,n yujeau 6pojesu maksu da je ¢ | a uc|b. Onda

c|am + bn.

Zloxas. Tlomro je a = ck1 u b = cko 3a ki, ko € Z, TO je oHza
am + bn = ckym + ckan = c(kym + kan),

ITo 3Hauu jga ¢ | am + bn. [



JIEMA 4.2 Hexa cy a, b, c yujesu 6pojesu.

1. Axoa |b ub|ec, onda
alec.

2. Axoa|bub|a, onda

a=0>b usua= —b.

Zloxas.

1. Iz a|bcmmjenn b= aky, 3a k) € Z, aus b | c, cmujeau ¢ = bka, 3a ky € Z. Jakie,
Cc = bkg = (akl)kg = a(klkg),
IITO 3HAYM Ja a | C.

2. Izalbub]|a,onra
a:bklnb:akg,

3a ki, ky € Z, onakiie je a = a(k1kz), mro 3naun jga cy kiks = 1, ogHocHo
ki=ko=1wnmm k| = ky = —1,

quMe je TBpheme J0Ka3aHo.

ITpuMJIEP 4.1 Hexa cy a,b,m € Z.

(a) Axo je m # 0, onda a | b axo u camo axo ma | mb.

(6) Axoa|b ub+#0, onda |a| < |b|.

Pjewerve

Tepherve nod (a) caujedu dupexmno u3
b= ka axo u camo axo mb = mka, 3a m # 0.
Y mephery nod (6), caujedu da cy u a u b nenyamu yujeau bopjesu 3a koje epujedu da

je b= ka, 3a nexo k € Z xoje je maxohe pasauvwumo od nyse. Kaxo je |ka| = |k|la| > |al,
mume je u doxazarno mepherse.

WNako cy cama neduHunmja, Kao 1 OCHOBHA, CBOjCTBA JIje/bUBOCTHU j€JIHOCTABHU, ITOCTYIIAK TPa-
JKerba J[jesmiana 1aTor Opoja Moxke OuTu m3y3eTHO Texkak. Hawmme, me mocroje edpukacHu mo-
CTYIIN, OJJHOCHO OHU KOjU Y Pa3yMHOM BPEMEHY pjelliaBajy oBaj 3a/laTak y ommreM ciydajy. OBo



ce TI0OCeOHO OJIHOCH Ha Besinke OpojeBe. HapaBHo, mocToje n3y3eTHO BeJIMKU OpOjeBU YUjU Ce JIje-
smonu jaxo Hainaze. Ha npumjep, a = 269936 nna njestmore o6imka 2¢, rje je i = 0,1, ..., 65536.
MebyTum, Hanazkeme ajemuara 6poja a + 1 = 269936 41 koju uma 19729 mudapa je usyserno
TEIKO, 114 Ce OBaKBU IIpod/ieMu Hajderrhe pjernaBajy KopuiihemeMm padyHnapa. Tako ce 100miio
na je, Ha nmpuMjep, m = 825753601 jeman on mjemmrana + 1.

Caneneha TeopeMma je jenua on k/byuyHux y Teopuju 6pojeBa, ma ce mpernopy4yje Ha-
CTAaBHUKY /Ia Ca MAa*KHOM U JIeTaJbHO U3BEe HEH JOKAa3.

TEOPEMA 4.1 (Teopema o dujemery ca ocmamkom). Hexa cy a u b yujeau bpojesu, npu
wemy je b > 0. Onda nocmoje jeduncmeenu yujeay 6PoOjESU, KOAUNHUK ¢ U OCTNAMAK
r, maxsu da je

a=qgb+r u 0<r<hb.

Aoxas. Jenna moryhnoct je ja je a gjesbuBo ca b, na je y Tom ciyd4ajy a = bg, u3 dera ciujejn
ga je v = 0. IpermocraBumo sia TO HUje CJIy4aj, OIMHOCHO Jia ¢ Huje JjesbuBo ca b. Ilocmarpajmo
CKyTI

S={a—bm :meZ}={a,atbat2b,...}.

Axo je m = —|a| — 1, onza je uspas a — bm = a + |a|b + b npuponan 6poj, ma ckym S caapKu u
upupogse 6pojese. Ilo mpunmumy go6por ypehema ckyna npupoanx 6pojeBa (CBaKM HeIpasaH
nojckyn y IN cagpxku munumasnan ejgement), ckyn S N IN caap:ku HajMarby eJIeMeHT, KOjU je
obsimka 7 = a — bq, 3a HeKH mEjean OPoj ¢, OJAKIIe je

a=0bqg+r, y3ycioB r>0.

Iokaszyjemo na je r < b. IlpermocraBumo cymporHo, ja je v > b. Ciyuaj r = b uckjpy4ayjemo,
jep 6u Tazma a 6uno gjesbuBo ca b. Ownga je v > b. Mehyrum, y Tom ciaydajy jer —b < ru
r—be SNIN, mro 6w 6UIO0 y CYIPOTHOCTH Ca MPETIIOCTABKOM O MUHUMAJHOCTH €JIeMEeHTa 7.
Haxkute, r < b.

Jlokakumo jeaumHCTBEHOCT mapa O6pojesa ¢, r. llpermocraBuMo CynpoTHO, J1a MOCTOJH (1,71
KOJU 33/10BOJ/bAaBa UCTE YCJIOBE Kao ¢,r. Heka je, He ymamyjyhu ommmroct ja je r1 > r. U3

qb+T:q1b+Tla

cajenn

blg—aq)=mr—r
Kako je nmujeBa cTpana mperxojHe jeqHakocTu Beha of mysie, a b je npupoman 6poj, TO je oHIA
q— q1 € IN takohe npupoman 6poj. Mehyrum, To nmosimadn ga je r{ —r > b, OHOCHO 114 je 11 > b.

OBO je KOHTPAIUKIMja y OFHOCY Ha UYUEEHUILY Ja je 71 Mamu o b.
|

Cajta moxxkemo obpasiutu u ciydaj b < 0, jep je y Tom ciaydajy —b > 0, na npema mpeTxo/iHOj
TeOpEMU TIOCTOje jeTUHCTBEHN ¢* U r, TaKO J1a je

a=—bg"+r0<r<-—b.

3a g = —¢*, mmamo a = bq + r. KomOunyjyhu oBO U pesystar mpeTxoHe TeopeMe, CJI]jeH:




IHocipEauUIA 4.1 Hexa cy a u b yujeau bpojesu, npu wemy je b = 0. Onda nocmoje
jeduncmeenu yujeau 6pojesu, q u T, maxeu 0a je

a=qgb+r u 0<r<|bl.

ITperxoana TeopeMma nMa U3y3eTaH 3Ha4aj y Teopuju OpojeBa n OpojHe IpUMjeHe ¥ JI0KA3y KOM-
IUIEKCHUjuX TBphema. JeaHa o1 OCHOBHUX IOCJEIUIA je U IOjjesia CKyIla Iujesnx 6pojeBa y
KJIace Y OJIHOCY Ha JIjeJbUBOCT IIPeMa HEeKOM 3asiaToM Opojy k. Hamme, cBu nujenu OpojeBy y
OJIHOCY Ha J[jeJbUBOCT IIpeMa Opojy 5 ce Mory KiiacuduKoBaTH y oHe Koju jajy ocratak 0, 1, 2, 3
win 4 IPpUJINKOM Jjesberba ca 5. Jlakiie, nmamo 5 Kjiaca y KOHKPETHOM CJIy4ajy, a k y OIITeM,
KaJa IMoCMaTpaMo MKYI IEjenx OpojeBa y OIHOCY Ha Juje/berbe ca OpojeMm k.

IIPUMIEP 4.2 Jlokazamu da je 6poj m® —m, m € IN, djenwus ca 30.

Pjememe. Kako je m®> —m = m(m — 1)(m + 1)(m? + 1), Bumumo Ja Ha jiecHOj cTpaHu
MMaMO IIPOM3BOJ TPHU y3aCTOIHA MPHUPOJHA Opoja, Ia je OHjga JaTh u3pas3 Jje/buB ca 6.
OcraJio je jour ja ce mokazke ja je 6poj Jje/bus ca 5.

[IpousBosban mujenn 6poj m uma obauk bk, bk + 1, bk + 2, 5k 4+ 3, uinu bk + 4. Axo je
m obsmmka bk, bk + 1 wiu 5k + 4, ouya je jacHo ja je m, m — 1, ogaocHO m + 1 ;1jespbuBO
ca 5. Y mpeocTanamM CaydajeBHMa, ako je m jejaHaxo bk + 2 wu 5k + 3, uspaz m? + 1 je
J1jeJbUB ca o. |

IIpuMIEP 4.3 Joxazamu da nu 3a jedan yuo 6poj n, 6poj n® + 3n + 5 nuje djesus ca
121.

Pjememe. Kaxo je n? +3n +5 = (n —4)(n + 7) + 33, onga suammo 1a cy 6pojesu n — 4
u n + 7 oba gjepusa ca 11 wnn muujegan. Oba cy ajepuBa ca 11 ako m camo ako n Jaje
ocrarak 4 npu jujesbemwy ca 11. Crora, umu je (n —4)(n + 7) gjessuso ca 121 nim Huje Hu
ca 11. Kaxo je 33 mjessupo ca 11, aju muje ca 121, oHaa je 3aK/bydaK OUUTTICIAH. |

IIPUMJIEP 4.4 Jlokasamu da n? + 2 nuje djesuso ca 4 nu sa jedar yujesu 6poj n.

2 genapan, na je Takas u n? + 2. Crora, He

Pjememe. Axo je n menapan 6poj, oHIa je U 1
MOXKe OuTH njesbuB ca 4.
Vkosmko je n mapan 6poj, ouga je n? ajessus ca 4, amun n? 4+ 2 maje ocraraxk 2 mpn

njepersy ca 4. |

IIPUMJIEP 4.5 Hahu mpu nocaedwe yugpe 6poja 799,



Pjememe. Hajupuje, npumjerumo ma je

79999 _ £4-2499+3 _ £4-2499 3
IITO UCTHYE BasKHOCT U3pa3a obimka 74" v naroM konrekcry. IlomTo je 74 = 2401, onza je
74 = (14 2400)" = 1 + n - 2400 + (;‘)24002 Ry

N3 nperxosne cyme yodaBaMo Ja ce CBH CabUPIM IIOYEBIN O Tpeher djaHa 3aBpIIABAjY
ca HajMarmbe YeTHPHU HyJie, IITO 3HAYN Jla He YyTUIY HA MOCTeIIbe TPU Iudpe MOCMaTPaHOT
6poja. Jakie, ma 61 oxpeauin Hociaeame Tpu mudpe 6poja 74" 10BoBHO je mocMaTpaTn
n3pas

1+ n - 2400. IomTo je

14+n-2400 =24n-100+1=(...m)-100+ 1 = ...m01,

raje je ca (. ..m) 3ampaso IpejcTaB/beH 6poj 24n, a m werosa nociema mudpa. Y HaleM,
KOHKPETHOM CJIyUajy, 3a mocMarpano n = 2499, caujenu 24n = 59976, na je m = 6. 3Haun,

6poj 74" ce 3aBpmasa ca 601. Ha xpajy,

79999 — 742499 73 — ([ 601)(343) = (... 143),
IIITO 3HAYM JIa Ce TpaxKeHu O6Poj 3aBpinasa ca 143. |
BJE>KBAHKA

Bjexb6anka

1. Ha qm mocroje nujesn 6pojesu a, b u ¢ Taksu ja a | be, amu a b u afc?

2. ITlokasaru na 3a HemapHe 6pojeBe a u b mocroje 1ujenn O6pojeBu s u t, TakBU Ja a = bs + t,
raje je t menapan u |t| < b.

3. Axko cy a u b upupojuu 6pojesu, onza je alb! | (a + b)!.

4. Hokaszaru na je 3a npupojad 6poj k, mpoussox P = (a+ 1)(a+2)---(a + k) ajesbus ca k.

5. Jokazaru

DyHKIMje 3a0KPYKNBaba

Heka je a peanan 6poj. @yukimja dorwe yjeaobpojro, y o3nanu |al, je najsehu nmo 6poj koju
jé Maiby WIN jeJHaK JTaToM Opojy a.

Cinuano, dyHKIMja 20pte yjeaobpojro, y o3Hamu [a] je HajMamwu 1uo 6poj Koju je Behin uan
jenHak marom Opojy a.

OgBe jedunnIje MOXKEMO JTATH U Y CKYIIOBHOM OOJIUKY:



|| =max{m € Z | m < z},

[x] =min{n € Z | n > z}.

N3 came nedununuje oBux QyHKIMja, 3aK/byIyjeMO Ja 33 IPOU3BOJHAH peasiaH Opoj a BpH-
jenu
la] <a<l|al+1u [a] —1<a<][al

Ako je x peasian 6poj, onja je dyuknuja {x}, Kojy HazsuBaAMO passomweru Juo ox x, redu-
HucaHa ca

{z} =2 —|z].

VY cnenehoj semu cy jate Heke 0 OCHOBHUX OCOOMHA OBUX (DyHKIH]A.

JIEMA 4.3 Hexa je x peasan, a k yuo 6poj. Bpujede caedehe ocobure
1. |k] =k =[k].
2. [x] = || +1, ako x & Z.
3. |lx+k| = x| +Ek.
4. [z + k] =Jz] +k.
k k—1 .
5. ng = —5 ) awolje k nenapan.
k E+1 ,
6. [5-‘ = —5 1 oo je k nenapan.
7. |2x] = |z] + L:c—i— }J
2
8. {x+k}={z}.

HajBehu 3ajegHmaKm Ajesmmialg



AEOMHNIINIA 4.2 Heka cy a u b yujeau 6pojesu 00 xojux je bap jedarn paszauuum od
nyae. Lujeau 6poj d 306emo 3ajednuuku djeaunay, od a ub axo d | a u d|b. Hajsehu
mely wuma ce 3o6e najeehu 3ajednuuru djeaunay, u osnauasa ce ca H34(a,b) uaiu

(a,b).

Iocebro, deuruwenmo u3m(0,0) = 0.

Cauuno depunuuwemo u wajeehu 3ajednuuru djeaunay; yujeauxr bpojesa by, ba, . .., by,
00 Kojux je bap jedar PasAuMUm 00 HYAE, G 03HAUABAMO CA

u31(by, ba, ..., by) uau (by,ba, ... by).
Bpojesu by, ba, ..., b, cy peaamuero npocmu axo je
u3a(by, by, ..., b,) = 1.

Bpojesu by, b, ..., b, cy peramusro npocmu y naposuma axo je u3a(b;,b;j) =1 3a
ceaxo t,j 3a xoje je 1 < i < j < n.

ITPuMIEP 4.6 Bpojesu 12,8, 15 cy peaamusHno npocmu, aiu HUCY PEAGMUSHO NPOCTU Y
naposuma, jep na npumgjep, H31(12,8) = 4.

Hamomena Yo6yuyhe, kan rog nanumenmo H31(by, bo, . . ., by, ), mogpasymujesalieMo Ja je ycjios
3 mperxogHe jeduHuImje, 1a je bap jeman ox 6pojeBa b; pa3aIudnUT O HyJIe, UCIYIHEH.

TEOPEMA 4.2 Heka je d = u3pa(ay,ag,...,a,). Onda je d majmarsu nosumuenu ese-
MEH, CKYNA

S = {a1t1+a2t2+--~+antn | t1,to,...,1pn € Z},

na nocmoje yujeau 6pojesu th,th, ..., t, maxo da je
d= alt'l + agté + ...+ ant%.
Zoxas. Heka je s Hajmamu nmo3uTuBHEu ejieMeHT ckyma S. Ilokasyjemo na je d = s. Hajupuje,

JIOKAYKUMO JIa je CcBaku ejieMeHT u3 S jjesbuB ca S. Jlako ce youaBa ja 3a nMpous3BObHO T € S
Bpujeau © — ls € S, 3a cBako | € Z. Tume je n

x — [EJS es.
S
ITommTo je

OHJIA je
x
0<z— L7J3<s.
S




M3 nocie1me HejeTHAaKOCTH, yBakaBajylil YMibeHUILY /12 je § HajMarbi HO3UTUBHE eJIEMEeHT CKyIla,
S, camjeqn na je x — |x/s|s = 0, mro 3Haun ga s | x. Coujeau na s | a; 3ai=1,2,...,n, na je
crora s < d. Ca gpyre cTpaHe, 3HaMO Ja je

S = ai1u1 + aU + ...+ Apln,

3a Heke oxrosapajyhe u; € Z, 1 = 1,2,...,n. U3 ycioBa na d | a;, i = 1,2,...,n, caujeau ja
d < s. Crora, 3akjpy1dyjeMo na je d = s. |

JlakJie, mpeTxoaHa TeopeMa yCTaHOB/baBa MOIYNHOCT IpHUKa3a 3a Hajselier 3ajeHuIKOr Jje-
molia H34(a1, ag, . . ., ay) IUjesaux 6pojeBa aj, as, ..., G, y OOIHMKY 1jes06pOjHe JIMHeApHe KOM-
bunarmje

H34(a1,a2,...,0,) = a1u] + Au2 + ... Aplp,

3a oarosapajyhe u; € Z, i = 1,2,...,n. OBo upejcrapbaibe HajBehier 3ajeIHUYKOr JIjeTHona
ckyna O6pojeBa ce y JuTepaTypu Ha3uBa Be3yoB mieHTUTET.
[Tpumjernmo na u3a(aq,az, ..., a,) > 1. Takobhe, ejleMeHTAPHOM aHAJIN30M 3aKJbYUyjeMO JIa
je
usa(ay, as,. .., a,) = H34(+a1, fag,. .., tay),
IIITO 3HAYU Ja CYy CAMO AIICOJIyTHE BPHUjeIHOCTH OpojeBa OuTHe 3a HajBehn 3aje THUYKY J1jesTrialr
JaTor ckyna bpojesa.

ITocbEaULIA 4.2 Csaxu 3ajednuvku djesunat, yujesur 6pojesa ai,as, . . ., 0, OUjeal
H34(a1,a2,...,0,).
Jloxa3. Tlomro cBaku 3ajequuyku t mjenuniar Opojesa aj, as, .. ., G, Yj€IHO AUjEN U CBAKY IIje-

J06pOjHY JInHeapHy KOMOMHAIN]y OBHUX GpojeBa, ouja t | d, raje je, mpema nperxosnoj Teopemn

E3

d =wun3x(ai,az,...,a,) = ajug + aguz + ... + aply,

3a ojuromapajyhe u; € Z, 1 =1,2,...,n.

IHocibEaunA 4.3 3a yujene bpojese ay,as, . . ., ay 6pujedu

u3a(ay, as,...,a,) = H34(a1, a2, . .., p—2, H34(Ap—1, ap))

Jlokas. CBaku 3ajeJHIYKN JJEJIUIALL Gp_1 U Gy j€ yjeaHo u mjenuiarn H34(an—1,a,). Takobe,
CBaKM Jijeuial H34(Ay—1, Gy) j€ YJeIHO JJeIUIAl dy—1 U Gn. 3aK/byIyjeMo JIa CKYIOBI

{a17a2a . 7an} )48 {CLl’CL?’ <.y n—2, H3ruq(a’n—1a an)}

AMajy WCTHU CKYI 3ajedHudkux jjenmiana. Crora, mMajy M 3ajeIHUYKU HajBehu 3ajelHUYKN
Jjenuian H3T. |



ITpuMIEP 4.7 Jloxasamu da ce padsomuu

12n + 1 21n + 4
U
30n + 2 14n + 3

HE MO2Y CKPAMUMYU 1 36 jedar npupodar 6poj.

Pjememe. [Ipernocrasumo na d aujenu 6pojese 12n+1 u 30n + 2. Tayga d qujenu u caky
JINHeApHY KOMOHMHAIIN]Y OBa JBa Opoja, Ia CIIeNnjaaTHo

d|5(12n+1) — 2(30n +2) = 1,

omakJie ciaujenu na je d = 1, yuMme je JOKA3aHO Ja CE€ JIaTH Pa3joMaK HE MOXKE Masbe
CKPaTHUTH.
CudHO ce JI0Ka3yje U 3a JApyru pasjioMak, jep je

d|3(14n +3) —2(2In+4) = 1.

|
JIEMA 4.4 Hexa je d = v3a(ay,az,...,a,), 2dje cy aj,as, .. ., a, yujeau 6pojesu. Onda
Je
H3] (ﬂ a2 a—”) =1
g g .
Taxohe, epujedu
H3a(may, mas, . .., ma,) = md,
36 ceaky yuo 6poj m > 0.
Zloxas. TlpermocraBumo ma je
(a1 as an) L
H3O | —, —...,— | =
Aa d
u k> 1. Ciujenn na je
al = kdtl, ag = kdtQ, ey Qp = kdtn
ma je
a] ag an)
H3a | —,—,...,— | > kd>d
A < a’d’ U d) T ’
ITO je KOHTPAJIUKIMja y OJHOCY Ha npernoctasKy. Ha ocnoBy Teopeme 3aKJ/bydyjemMo Ja je
H31(mai, mag, ..., Ma,) HajMabH ITO3UTHBHA OPOj OOJIMKA
mayx1 + magxe + - - + mapx, = m(arxy + agre + - - - + anky),
rije ¢y I1,T2,...,Ty € Z. Kaxo je najmamu npupogan 0poj obymka a1x1 + asxa + -+ + GnTy

yIpaBo d, cjaujenn Ja je
H34(mai, mas, ..., ma,) = md.




JIEMA 4.5 Hexa a, b, ¢ u r yujeau 6pojesu 3a xoje epujedu a = bq + r. Onda je

u3na(a,b) = w3n(b,r).

Hoxas. Axo nujenu 6poj d aujesn Gpojese a u b, ouna, na ocuosy Jleme[4.I] cimjenu na d nujesn
u a — bq omuocuo r. Hakie, d mujesm b u r. To 3uaum j1a

u3za(a,b) < usna(b,r). (1)

O6puyTo, ako d gujesn b u v, caujeny ja d gujesin a, U3 Yera 3aK/by4dyjeMo 1a d Iujed u a
u b. Tume cmo mokasaau ma je
u3(b,r) < m37a(a,b). (2)

U3 (1) u (2), ciujenn tBpherme
u3xa(a,b) = w3xa(b,r).

|
JIEMA 4.6 Hexka cy a, b, m yujeau b6pojesu maxeu da u3x(a,m) = w3m(b,m) = 1. Tada
je u3a(ab,m) = 1.
Zloxas. V3 ipeTriocTaBku, a Ha ocHOBY Teopewme [4.2| cimjemu
1 =axg+ myo
1 =bx; +my
W3 nperxomme aBuje jeHAKOCTH 10OMjaMO
abrox; = (1 —myo)(1 —my;) = 1 — mt,
raje je t = yo + y1 — myoy1. Cana, u3
abror; +mt =1
3akJbydyjemo ja je u3a(ab,m) = 1. |

JIEMA 4.7 Hexa cy a u b y3ajammno npocmu yujeau 6pojesu.
(a) Axoa|cub|ec, onda ab| c.

(6) Axo a | be, onda a | c.

Zloxas.



(a) Kaxko je 1 = ax + by 3a Heke nujesie 6pojese, oHa je ¢ = cax + cby. Mebhyrum, ¢ = as u
¢ =bt, na je ¢ = abtx + absy = ab(tx + sy).

(6) Kao u mog (a), umamo na je ¢ = cax + cby. Ilomrro a | a u a | be, onna u3 nare jegaakocTn
ciujenu a | c.

1. Akocya#0ub+#0, onna je

0 < u3x(a,b) < min{]al, |b|}

0 EyKAngoB aJiropuTam

VY cinemehoj Teopemu je onmcaHa KOHCTPYKTUBHA, MPAKTHIHA [IPOIEIypa 3a Tparkeme HajBe-
her 3ajeTHUYKOr JIjesTHONa JiBa IHjeaa 6poja.

TEOPEMA 4.3 (Eykaudos arzopumam). Hera cy a u b > 0 yujesu 6pojesu. IIpemno-
cmasumo da je ysacmonnom npumjenom Teopeme [§.1] dobujen nus jednarocmu

b = aqy +71, O<ri<a
= r1q2 + 12, O0<ro<r
71 = rog3 + 73, 0<rg<ry
ri—g = Tj—lgj+rj7 0<T’j <Tj-1
Ti-1 = Tigj41-

Tada je u31(a,b) jednar rj, 00HOCHO NOCAEOWEM HENYATIOM OCTNAINKY.

Jloxas. YouaBaMo Jia y OMIITEM CIyUajy, pell v EyKInmoBoM anroputmy m3riiena
Ti = rit1Qi+2 + riv2, 0 <7ripo <7rigr, 3ai > —1,

yKoJimKo Aedunuinemo na je r—1 = b, a g = a. Kako je Hu3 ocrataka r; crporo onamajyhu,
onJia je m3BjecHo Ja he 3a HeKH pupoJian 6poj j OUTH 7 TOCIeIIbI HEHYITH OCTATaK, OJHOCHO
rj+1 = 0. Ha ocnopy ﬂeMeaaKJLyqyjeMo na je

H31(7, T34 1) = H3A(Ti41,Tit2),
13 4Yera MpOM3UIIA3U HA3 JeHAKOCTH

H31(r_1,70) = ... = H3A(7},7j+1) = H3A(rj4+1,0) = rj.




Algorithm 1 Eykmumos anropuram

1: procedure EucLiD(a,b) > u34(a, b)
2 r < amod b

3 while r # 0 do > Mmamo ofrosop ako je r jegaako 0
4 a<$b

5: ber

6 r <— a mod b

7 end while

8 return b > =31 je b
9: end procedure

JIEMA 4.8 3a ocmamxe y Eyxaudosom arzopummy sasicu peacuyuja

1
it < 57’1' 1=-—1,0,1,2,....

3a 6poj xopaxa j y Eykaudosom arzopummy spujedu j < 2logs a.

Joxas. Moryha cy nBa ciydaja:

I Ti4+1 E 1/2Ti
Kako je riyo < riy1, onga je riro < 1/2r;.

11 Tit1 > 1/27%'
OBo 3HaYM J1a je y KOPaKy JUjesberba 13 Ca 141, KOJUIHUK jeJHAK 1, 0JIHOCHO

ri=1-1ip1 +rigo.

Opnasre je
Tigo = Tj — Tig1 < T4 — 1/2” = 1/27‘1'.

Ha ocHOBY mpeTxo HOT, 3aK/byIyjeMo

ako je j nmapno. Kako je rj_1 > r; > 1, To je 3a HemapHo j

ri_s  Ti_5 0
2 < gz J R
ST < 5 < 1 < < 2G-1)/2
aKJle, y CBAKOM CIydajy je a = 1o > 29/2 na je j < 2log, a. |
2

Kopucrehu Eyknnos anropuram, moryhe je najsehu 3ajeuudaxu Jjesusall Jsa Opoja U3pasuTu
Ka0 IbUXOBY JIMHeapHy KoMmOunanujy. ¥ cienehem npumjepy je Jar MOCTyIIaK Kako je To Moryhe

VPaIUTH.



IIpoummmpenn Eykiammaos asroputaMm. Pjemnema jeHnaunne
ax + by = uzn(a, b)
MOry ce epuKacHo nodbutu y ciegehem mocrynky. Ako je
r-1=a, ro=0b; ri=ri—2—qmri-1;
x_1=1, wo=0; x;=wi—2— qiTi-1;
Y-1=0, wo=1 ¥ =Yi-2— GYi-1;

OHJIA je
axi+byi:rz~7 Z’:—l,O,l,...,j‘i‘l,

rije je j MHIEKC Be3aH 3a EyK/mIoB ajgropuraMm, IpecTraB/beH y Teopemu

ITPUMIEP 4.8 Odpedumu najsehu 3ajednuyxu djeaunay, 3a 6pojese 4056 u 1848 u npu-
Ka3amu 2a Kao wurosy NUHEAPHY KOMOUHAUUJY.

Pjemnieme.

4056 = 1848 - 2 4 360

1848 = 360 - 5 + 48
360 =487+ 24
48=24-2+0

v g | | Y

w N = o
(@)
1
(@]
—_
—_

Jaxse, mmamo 1a je
36 - 4056 — 79 - 1848 = 24.

|
W3 EykaumoBor ajnropurMy jyjesberba BUIUMO Ja, 3a IpupoaHe 6pojese a, b mocroje jemaun-

cTBeHU OPOjeBU @, TAKO 11
a=bq+r19, 0 <7 <b

Jacuo je na je ¢ = [a/b]. Mehyrum, rpancdopMalinjomM mpeTxo[HOr 3ammuca MokeMo 0be36uje-
qutu hopMy y Kojoj je ocrarak yBujek Mamu oj b/2. Hauwme, ako je r > b/2, onna

a=bg+b—mr
npu yemy 1 < b/2. Jlakje, y cBakoM ciydajy, 3a IPOU3BOJbHA JBa OGpoja a, b umamo
a=bg+ruma=>blqg+1l)—r =bg1 —m

upu gemy cy 0 < r,r; < b/2. Youumo ia oBUM HOCTYIIKOM 0be36jelyjeMo jeuHCTBEHOCT T1apa
q,T OMHOCHO ¢1,71. Tako mobujamo mojudukoBanu EyK/IngoB ajgropuram y KOM CY OCTAIA
HajMambH 10 allCOIyTHOj BPUjEeTHOCTH.




JIEMA 4.9 3a dame yujene 6pojese a u b > 0, nocmoju jeduncmsen nap q,r, maxo 0a

. b b
a=bq+r, npu vemy epujedu — 3 <r< 3

BaaskuHIINI MeToaa

Y wianky Amepuukor mareMaruukor mMjeceunuka us 1963. rogune, Bruamkunmun (W.A.
Blankinship) je m1ao Beoma jesrocTaBaH METO/ 3a HAJAXKEHE HAJMAHET 3ajeTHIYKOT CaIPyKA0Ia
nBa 6poja, kao u Koedunmjenata oxrosapajyhe smueapue komouuaruje. [Ipumjepu u onuc me-
TO/la KOju camjelie cy mnpeysern u3 kmure Kiapka, Enementapua Teopuja 6pojesa. (HABECTU
LIUTAT!)

3a mare mujesie 6pojeBe a > b > 0 mOUMHBEMO Ca MATPHUIIOM

WsBomuMO esemenmapre MampuiHe onepatuje Had epemama Tako IITO jeJHO] BPCTH 10/1a-
jEMO JIpyTy, IPETXOIHO ITIOMHOXKEHY ca HEKUM OpojeM, a ca IM/beM Ja JI00MjeMO jelIHy OJI JIBHUje
dopme

NJIn

Jlakite, Kpajibu Wb je ma ce nodbuje Hysa y npBoj Kojgonu. OBaj MeTon rapaHTyje Ha je d =
u3z(a, b) = y1a + y2b.



ITPuMIEP 4.9 Hexa je a = 35, b = 15.
35 1 0
15 0 1
Hpumjemumo da je 35 =15-2+ 5, na je

35+ 15(—2) = 5.

Axo nommootcumo dpyey epemy ca —2 u dodamo je npsoj epcmu, dobujamo

5 1 =2
15 0 1

Kaxo je 3-5 =15 uau 15+ (—3)5 = 0, onda mmoorcumo npsy epcmy ca —3 u dodajemo je

dpyeoj epcmu, npu wemy dobujamo

Cada, moocemo pehu da je
u374(35,15) =5

5=1-35+(-2)-15.

Kako paam Baaskinumn meTos:

IToueBmm O/ MaTpHuIie

a 1 0
b 0 1
AMaMO I
a=1-a+0-b
b=0-a+1-0.

VYV i—ToM Kopaky BJIaHKWHIITHI MeTOAe, TMAMO MATPHUILY

a;  U; Uj
bi S; tl'

U IIPDU TOM BpUje/Ia /12

a; = u;a + ’Uib,
b; = s;a + t;b.

Youasamo na u34(a, b) | H31(ay, b;). Takobe, yubamo na, y ckiamy ca garum TpascdopMmari-

jaMa Ha BpCTaMa, YBHjeK BpHjean

uiti — V;iS; = 1.




[TocmaTpajMo Kpajiby MaTpHUILy
|:0 X :E2:|
d v y2|

T1ys — Toy1 = 1, x10 + x2b =0 u y1a + yob = d,

s

ciujequ ja je b = x1d u a = —xed. Baksmyuyjemo ja d | #34(a,b). Kako je Beh nokazano na
H3x(a, b) | H3a(a;, b;), ouna H3a(a,b) | H34(0, d), onHocHo H3A4(a,b) | d. Crora, d = H3x4(a, b).

SAOATAK 4.1 Ucxopucmumu BaawkuHwun memody 3a nopHasaxcere Hajeehez 3ajed-
HuwKoe djeauoua u odzosapajyhe auneapre Kombunayuje y bBesyosom udenmumemy 3a
(1) a =267, b= 112
(2) a =216, b= 135

(3) a=11312, b = 11321

IIpuMIEP 4.10 Jloxazamu da je a® + 1 djeaunay, 6poja a®> —1 3a m > n, a da je 3a

a,m,n €N, m=#n

2, axo je a HenapaH,

H3,11(a2m+1,a2n+1) = { :
1, axo je a napan.

Pjememe. [Ippo TBpheme y 3a1aTKy ce M0Kasyje nHAyKImjom 1o m > n. Kako je (a?” +
D" —1)=a®"" =1, crmjemn ma a2 +1 | " — 1. Jakue, ako a?’ +1 | a? — 1, onsa

a®" 1| <a2k — 1) <a2k + 1) =a2" 1,

quMe je TIPBU U0 TBphema JOKa3aH.
Ako je m # n, onza je jeman ox 6pojesa m,n Behn. Heka je To, Ha npumjep, 6poj m.
Kopucrehu nperxossy TBp/Imby, IMaMO Ja je

" —1=k(a® +1),

IITO 3HAYU 1A je
" + 1=k +1)+2,

oJlaKJie CJUjeTu Jia je H3[, (a2m +1, a®" + 1) ngjenmmnar; 6poja 2. To 3Hadm ja cy jeaune
nsuje moryhuocrn 1 mnn 2.V cayuajy, 1a je a mapan, omga cy 6pojesn a® + 1,a®" +1
HenapHu, na Hajpehu 3ajeHuyaky jjesusal mopa outu 1. Y ciiy4ajy 1a je a HelapaH, OHJIa
cy mocMarpanu OpojeBu mapHu, 1a je HajBehn 3ajeqHuydKky jjeaual 2.

Hanomumemo j1a ce y 70Ka3y HUIITA CYIITHHCKA HE OU IIPOMUjEHUJIO HU Jia CMO IIPET-
IoCTaBU/IM J1a je n Behu, ceMm mTo 6u M U Ny TPETXOIHOM MOCTYIKY 3aMUjEHUIH MjecTa.



1. Ucnurarn na mau Bpujenn jga ako a | (b+ ¢) owma a | b wim a | ¢, vaje ¢y a, b u ¢ uujenn
6pojeBu.

2. Joxkazaru na je 6ap jeman ox 6pojeBa a, a + 2 wm a + 4, a € Z njesbus ca 3.
3. Hokaszaru ja 3a nupupogan 6poj n u 1uo 6poj a, Bpujenn ja H34(a,a + n) aujeau n.
4. Hokazatu ciiejeha Tephema

a. Ako je a memapam muo 6poj, onga 24 | a(a? — 1).

6. Ako cy a u b Hemapuu mujesm 6pojesu, onya 8 | a? — b2

B. AKo je a 1mo 6poj Koju HEje JTje/bUB HU ca 2 HU ca 3, OHJa
24 | (a® + 3).

r. Ako je a o 6poj onma 360 | a?(a? — 1)(a? — 4).

Hajmamu 3ajeJHUYKN caaprKaJiall

HEoHUIINIA 4.3 3ajednuvru cadporcanay, dsa nenysma 6poja, a u b, je yuo 6poj
¢, maxas da a | ¢ ub | c. Axo cy oba 6poja, a u b, nenyama, onda ysujex nocmoju
NO3UMUEHU 3ajedHuYKYy cadparcanay, Kkao wa npumjep |ab|. Cazaacno mome, nocmoju u
Hajmareyu 3ajednuyry cadpatcaray, H3c(a,b), odnocro najmaru nosumuehu 6pojl Koju
300606060 080 YCA06A

(1) Axoa |l ub]|l.
(2) Akoa|cubl|ec, npu wemy jel >0, onda | < c.

Yecmo ce ymjecmo u3c(a,b) xopucmu u oznaka [a, b].
Caununo, depuruusemo Hajmarot 3aje0HUYKY CadPAHCALAY, HENYATMUT OPOJesa a1, ag, . . . Gn
U 03HANABAMO CG [A1,a2, . .., Ap].

CrojcTBa HajMamber 3ajeIHUYKOr CcaJp:Kaola Cy y oapeheHoM CMUCTy Be3aHa 3a CBOjCTBa
Hajseher 3ajeHUYIKOr Jjenolia, o ce noreplhyje u ciaenehiom reopemonm. Ilomrro je H3m(a, b) =
u3xa(|al, |b]), a H3c(a,b) = u3c(|al, |b|), onma 6e3 yMamema OMIITOCTH MOXKEMO CMATPATH JIa CY
a u b mpupomau 6pojesu.

TEOPEMA 4.4 Axo cy a u b npupodnu 6pojesu, onda je

H3za(a, b) u3c(a, b) = ab.

Jlokxas. Heka je d = nu3xa(a,b) u | = H3c(a,b). Hdokasyjemo ma je % HAjMAbU 38)jeJHIIKA
cagpxkaJian 6pojesa a u b. Axo je e =a/d u f = b/d, onna
ab  (de)(df)




OuursiesHo, nobujern 6poj def je mosuTuBaH, ma je TOTPEOHO JIOKA3ATH A je TO 3alPaBO HAaj-
MAaIbU 3ajeIHIIKN CaIpKaJjal garux opojesa. 11pso,

def = (de)f = af udef = (df)e = be,

mro 3ua4n Jia je a | def u b | def, na je def 3ajenunaknu cajpxkasarn 6pojesa a u b. lokasyjemo
Ja je TO 3allpaBO HajMarbW 3ajeITHIYKU CaJIp>Kasiall.

[Tpermocrasumo sa a | ¢ u b | ¢, 3a ¢ > 0. Tlorpebuo je nokazaru ja je def < c¢. Ha ocuoBy
TeopeMe umamo jia je d = au + bv, 3a nujese 6pojese v u v. Ha ocroBy Tora nmamo

c cd cd clau+bv) ¢ c
—_— e = — = — = =1 71)’
def  (de)(df) ab ab b
mro je 1muo 6poj, na 3akspydyjemo ga je def | ¢, omrocno def < c. |
JIEMA 4.10 Csaxu 3ajednuvku cadpotcanray 6pojesa ai,as, ..., a, je djenus ca
H3c(a1,ag,...,ay).
Jloxas. Heka je N = u3c(ay,as,...,a,). IIpermocraBumMo ja moCToju 3ajelHUUKN CaIprKaJIall

M narux GpojeBa koju Huje majesbus ca N. Onia je
M =qN +r,

raje je r upupogan 6poj u r < N. Hakme, r = M — gN. Hexka je i npousBospan 6poj u3 cKyma
1,2,...,n. lomro cy M u N caapxkaonu 6poja a;, oajga je M = x;a; u N = y;a;. Onmarie je

r=M—gN = (z; — qyi)ai,

ojlaKJjIe 3aKJbydyjeMo jna a; | r3a i = 1,2,...,n. Cunjeau ja je r 3ajeHUYKN CaJprKajal 3a
bpojese a1, a9, ..., an, Mamu o1 IN. To je cynporHo npermocTaBsBim j1a je N HajMambn 3aje IHTIKI
cajpKaJiar 6pojesa ai, ag, . .., a,. 3Haun, N | M. |
JIEMA 4.11 3a npupodne bpojese ay,as, ..., a, epujedu
H3xa(a,as,. .., a,) = H34(H34(A1, 02, . . ., Ap_1), Qy)
Jlokas. Heka je t = u3ng(ay,ag,...,ap—1), a
s =w3a(u3n(ar, ag, ..., an-1),an) = H34(t, ap).

[Tormrro je s ajenuress t u ay,, a t AjesiuTe/b CBAKOT OJ1 IOCMaTPAHUX OPojeBa aj, g, - - - , Ap—1, OHIA
je s 3ajeITHUYKH JjeuTelb a1, ds, . . . , 4,. Heka je s’ mpoussosban mjemuresb 6pojeBa aq, as, . . . , Gy.
Ha ocnosy Hocne;u/me cmjenu na s | t. Kako s | ap, ouga s’ | u3xa(t, ay,), ogrocHo s’ | s.
To 3maun ma je s 3ajeqHUYKH JjeanTe/b OpojeBa ai,as,..., 0, Ca OCOOMHOM Ja je JIjeJbUB Ca

IIPOU3BOJBHUM 3ajeJHUYKHAM JIjeJINOIEeM IIOCMaTpaHux OpojeBa. To ylIpaso 3Hadm ja je s =
H31(a1,a2,...,a4,). |



JIEMA 4.12 3a npupodne bpojese ai,ao, ..., a, 6pujedu

usc(a, ag, . ..,a,) = H3c(H3C(A1, 02, . .., A1), Cp)
Jlokas. Heka je N = m3c(H3c(ai,as,...,an_1),a,). Ounursenno, N je caipxkamal 6pojesa
ai,a9,...,a,. Heka je M mpousBo/ban cajpzKaJjal, Opojesa ai,ds,...,a,. llomTo
H3c(ay,ag,...,an—1) | M ua, | M,

omnga Ha ocHOBY Jleme caujenu Ja
H3c(H3c(a1,az,...,an-1),a,) | M,

ompoco N | M. Hakie, N je 3ajeJlHUUKH cajprKajall ai,ds,...,d, TakaB Ja JUjejid CBAKI

JIPYTH 3ajeTHIIKN caprKaall qarux opojesa. Coujenn, nmo nedununmju, na je N = H3c(a, ag, . . .

e IlpencraBspame 1ujesinx 6pojeBa y oapehenoj 6a3m

ITompasymujeBan oOJMK IMpejicTaB/bamba OpojeBa je y deyumastom OOJIUKY, IITO 3HAYHA J1a
3aImc HeKor Opoja KOpUCTUMO ochosy win 6a3y 10, ma 3amnuc oxpehenor Opoja, Ha HpuUMjep
3567, 3Havu:

3-10°+5-10%+6-10" + 7 10°.

He mocToju jacan passior 300r wera 6u 3a mpeicTaB/bamke OpojeBa KopucTtuau ocHoBy 10, n3yses
To mrro umamo 10 npcrujy #a pykama. Ilosnaro je na cy Basuiionru kopuctuim ocuoBy 60, 10K
cy Maje kopuctuie ocuoBy 20. ¥ cBujeTy padyHapa, KOPUCTUMO OCHOBY 2.

Creneha Teopema ykasyje Ja cBaku mpupoiaH 06poj Behum ox 1 Moxke Outm Oas3a mpeacTa-
BJbarba.

TEOPEMA 4.5 Hexa je b npupodan 6poj echu 0d 1. Ceaxu npupodar 6poj n ce mooice
Hanucamu y o6AuKy
n = apb® + ap_1b" "1+ + a1b + ao,

edje cy aj yujesu bpojesu mareu da 0 < aj <b—-13aj=0,1,....k uap #0.

ITocibEaUIIA 4.4 Ceakxu npupodarn 6poj je mozyhe, Ha jeduHcmseeH Ha“UH, NPedcma-
8UMU Ka0 cymy cmenena 6poja 2.

IIPUMIEP 4.11 Haliu cee npupodue 6pojese a makse da je a'® + 1 djeswuso ca 10.




Pjemieme. Heka je r ocrarak npu mgujesbery npupojuor 6poja ca 10. Jlako je Bumjeru jia
je a'¥ 4+ 1 njemuso ca 10 axo u camo ako je 7' 4 1 gjessuso ca 10. Iomro cy moryhnocTu
3a r u3 ckyma 0,1,...,9 onma IUPEKTHOM IPOBjePOM 3aKJBYIYjEMO JIa CY CaMO

30 41 u794+1

njessuBu ca 10. Jlakie, cBu 6pojeBu a obsmka 10k +3 u 10k +7,3a k =0,1,2,... cy oHn
3a Koje Bpujean 1a je a'® + 1 mjessuso ca 10. |

1
ITPuMIEP 4.12 /Jlokazamu da nocmoju beckonayuar ckyn opojesa obauka t, = §n(n—|— 1),

n=1,2,... maxas da cy ceaxa d8a eseMeHMG MO2 CKYNA PEAGMUBHO NPOCA.

Pjememe. Ilokazahemo 3ampaBo ma nocroju 6eckoHadan pacTyhn HU3 TparKeHor ObJIMKa, ¥
KOM Cy CBaKa J[Ba €JIEMEHTA PEJIATUBHO IPOCTA.
Hajnpuje nokasyjemo ga ako IOCTOjU M TaKBUX OpojeBa

tkl <tk2 < < Uy,
KOjU Cy PeJATHBHO IpocTH, oHxa moctoju t € IN, Takohe obimka %n(n + 1) 3a weko n € N,
TaKaB Jla je peJaTUBHO IIPOCT ca CBUM OpOjeBUMA

2790 72 / A
Hexka je s = tg, Tk, - - - tk,,- IlocMaTpajmo Opoj

o 2 1)2(23 2 (s 1)(25 4 1).

Ouurnemno, 6poj t je onrosapajyher obiuka u mpoussosn je dakropa s + 1 u 2s + 1 Koju
Cy PeJIaTUBHO IIPOCTHU Ca S, & THME H ca CBAKUM o bpojeBa ty, ,tk,, ..., g, KOJH yIeCTBY]y
y npousBoay. Tume cMmo mokaszasu ja mocrojehu ckyr of m OpojeBa MOXKEMO ITPOIIUPUTH
ca HOBUM 1y, ., = t, a Jla OCTaHy 3aJI0BOJ/beHE CBe TpakeHe ocobune. Ha onmcanu naqun,
IIOCTYIIAK ce HacTaB/ba 3a m + 2,m + 3, ...

Ha mpumjep, ako mounemo ca HajMamuM O6pojem t; = 1 nmamo HE3
ty =1,to = 3,t4 = 10,t13 = 91,199 = 253, . ..

Yy KOM Cy CBaka JBa Opoja peIaTUBHO IPOCTA. |
IIPUMJIEP 4.13 Axo cy a u b dea pasaunuma yujesa 6poja, onda nocmoju beckoHauHo
MH020 npupodnux bpojesa n € N maxsux da cy a +n u b+ n pesamusro npocmau.

Pjemieme. Heka cy a u b aBa pasnuuanra nujesia 6poja u #Heka je a < b. [Hocmarpajmo 6poj

n=(0b-ak+1-a.



3a J0BOJBHO BeJIKO k, 1 je mpupojan 6poj. Tume cy u
a+n=(b-ak+1, b+n=0b—-0a)(k+1)+1

rakolje npupomunu 6poesu. Ako d|a+nud|b+n,onnad|b—a. Hawe, usd|a+nu
d|b—a, cujenu na d | 1, onaxie je d = 1. Hakue,

u3g(a+n,b+n) = 1.

3Hauu, 0JabupoM JI0BOJHHO BeJIUKOT Opoja k mobujamo ofarosapajyhu 6poj n 3a Koju Bpujein
na cy a+n u b+ n pelraruBHO IIPOCTHU. |

IIpencrasuru najsehn 3ajegumaku jjesusal 6pojea 93 u 81 y OOIMKY IHUXOBE JIMHEADHE
KOMOUHAIje.

2. Jlokazaru ja cy n u n + 1 pesaTuBHO TpocTH 3a cBako N € N.

10.

Hoxkazaru na cy n! + 1 u (n+ 1)! + 1 peratusno npoctu 3a csako n € N.

Heka cy a u b y3acronnu nujesin 6pojesu u n nupupojgan 6poj. lokasaru ja je H3m(an +
b, bn + a) wenapan 6poj.

Heka cy a u b nujenu 6pojesu. Ako je u3na(a,b) = 1, nokazaru na je H3m(a + b,a — b) < 2.

. Joxazaru ma je mn(m* —n*) njemus ca 30 3a ceako m,n € N.

Axo cy a, b u ¢ nmjesn 6pojeBu TakBu jga je H34(a,b) =1 u ¢ | a + b, nokazaTu na je
u3x(a,c) = u3n(b,c) = 1.

Ako cy a, b m m umjenn 6pojeBn Takeu ja je H34(a,b) =1 uw m | a, jokazaru na je
u3a(m,b) = 1.

Heka cy m, n u a nupuponuu 6pojesu, npu demy je a > 1. Ilokazatu 1a je

u3a(a™ —1,a" — 1) = ™A 1,
Axo cy x u y peannu 6pojesu, onja je |x +y| — |z] — |y] jennako 0 wim 1, nokazaru ja je

lz+yl = [z] + [y, {z+y} <{z}+{y}.







9 Jumodanrose jennadmHe

TEOPEMA 5.1 Hexa cy a,b u ¢ yujeau b6pojesu. Jeduauuna
ax +by=c

uMa yjeaobpojna pjewersa ako u camo axo dlc, 2dje je d = uzn(a,b).
Axo je nap x*,y* pjewere jednauune, onda cy cea pjeuwersa ama GopMyAoM

2dje jet € 7.
IIpumjemumo da ce nap (x*,y*) moorce dobumu xao

« % _ (C € )
(2%, y") (dﬂfo,dyo ;
2dje je (xo,yo) pjewerve jednavure

ar+by=d

Jloxas. Ako d|a u d|b, onna je d|ax + by, omHocHo d|c.

O6pHuyTo, Heka d|c u ¢ = kd. VI3 Eykauiosor ajaropurMma ciamjeiu ja nocroje nujean 6pojesn
7, S TAKO 114

d =ra+ sb.

Onasne ciujenu na kd = (kr)a + (ks)b, mro 3naun na je x* = kr,y* = ks pjememe nare
jeTHadIHE.

OcraJio je joIr jia IOKaXKeMo JIa, Ce IPEKO jeIHOT Iapa, pjellieiba MOI'y TeHEPUCATH CBa OCTAJIA.
Hajmpuje, jtako ce n3Boan s1a ako je £*, y* pjereme jeanadanie, OHIa CY U X, Y, JATUM (POPMYIaMa



Takohe pjerrema UcTe jeIHAYNHE.
Ca apyre cTpane, ako je
ax + by = ax™ + by* = c,

OHJIa BpHUjeIn

a b
a(x —z*) = b(y* — y), ogHOCHO g(a: —z*) = g(y* — ).
[Tormrro je
(@20 =1, onaaje & |y
H3A(—,—) =1, onma je — — .

pis qd Aa ) d Yy Yy

a
Opasne caujenu na je y = y* — gt. 3aMjeHOM OBOT' W3pa3a 3a Y y IOYETHY jeqHadnHy, Kao U
3aMjeHoOM ¢ = ax™ + by*, nobujaMo TpaxkeHu uspas r = x* + gt.

Ha kpajy, ounrsiesHo je ja ako je (g, yo) pjeniemne jeHadHe
ax +by =d,

OHJIA je U Tap
« % _ (C_C )
(%, y") <d$07dy0 ;

pjeleme oYeTHE jeJIHAUNHE

ax + by = c.
|
ITPuMJIEP 5.1 Pujewumu jednavwuny 27z + 59y = 20.
Pjememe. Kako je H31(27,59) = 1, onga ce u3 npomupeHor EyKIngoBOr ajropurMa
nobuja rg = —24, yo = 11 kao pjernemna jegHaImHe
27x + 59y = 1.

Ha ocuoBy TeopeMe CJIMjeJIN 12 je OIIIITe Pjellere IIOYeTHE jeJHaYNHE JIaTO ca

x = —480 + 59¢t, y = 220 — 27¢, t € Z.



6 Konrpyenmuje - padyH ocTaTaka

Teopujy kourpyennuja je yseo Kapa @puupux ayc (1777-1855), jenan o najsehux marema-
Tuvapa cBux BpeMena. OH je Takohe yBeo M 03HAKY 3a KOHI'DYEHIUje KOjy U JIaHAC KOPUCTUMO.

JAE@uHULUIA 6.1 Axo yujeau 6poj m # 0 dujeau passuky a — b, onda xascemo da je a
Konepyermar b modyao m u nuwemo a =b (mod m). ¥V npomuserom, xaxrcemo da a nuje
Konepyenmar b modyao m u nuwemo a Z b (mod m).

JIEMA 6.1 Pesrauuja xoHepyeryuje no mModysy m je pesquuje exeusaaseHyuje Ha cryny
yujeaur 6pojesa.

Zloxas.

Penanuja je pediexkcusna. 113 m | 0 caujenu m | a —a, na je a = a (mod m) 3a cBako
a €.

Penamnuja je cumerpuuna. Heka cy a,b € Z. Ako je a = b (mod m), onga je m | a — b,
ITo 3Ha4M Ja je u m | b — a, onakie je b = a (mod m).

Pesnanuja je rpansutuBHa. Hekacy a,b,c € Z.Axkojea =b (mod m) ub = ¢ (mod m),
OHJIA je
mla—bum|b—c,

omakJe je a — b = mki, b — ¢ = mky 3a Heke 1ujesie O6pojese ki u ko. CabupareM JIMjeBUX
U JIECHU CTpaHa MOCJIe/be JBuje jemHakocTu, aobujamo a — ¢ = m(ky + ko) mro 3madn ja
je a = ¢ (mod m).
|
Jlakje, npema AepUHUIN]H KOHIPYEHIUje U IPETXOMHO] JeMU, 3aK/byIyjeMo J1a Cy mujean 6po-
jeBU a m b y WCTOj KJIaCH €KBHBAJICHIIjE [0 MOJIYJIYy 1 aKo M caMo ako je a = b (mod m),

OJTHOCHO aKO OBa JIBa Opoja J1ajy UCTU OCTATAK MPUIHKOM JIHjeberba ca M.
Moryhu ocTamu npuamkoM auje/bemba mujeaor opoja ca m, cxomno Teopemu cy

0,1,...,m—1.



To cy 3ampaBo npeacTaBHUINIA KJaca €KBUBAJEHIIMje Y OJIHOCY HA YCIIOCTaB/beHy pesamujy. Ha
upumjep y Kjacu ekBupaseHnuje ocrarka r, 0 < r < m Kojy o3HauaBaMo ca [r] ce Hasaze cBu
nujesi 6POjeBU KOJU J1ajy OCTATaK 1 IPUJINKOM JIHjesberha ca 1M, IITO je

[r] ={r+km|keZ}.

Osnaunmo ce Zy, CKyIl Kjaca eKBHBaJICHIje, OHOCHO Zy, = {[0],...,[m — 1]}. U3 npak-

THYHUX Pa3/Iora, BPJIO 9eCTO, YMjeCTO O3HAKe KJIaca, KOPHCTHMO CaMO IPEJICTaBHUKE KJIaca, I1a
mumeMo Zy, = {0,...,m — 1}

JIEMA 6.2 Hexa cy a,b, c,d yujeau 6pojesu.

1. Axo je a =b (mod m) u c=d (mod m), onda je

a+c=b+d (modm),a—c=b-—d (modm), ac=bd (modm).

2. Axo je a=b (mod m) u d | m, onda je a =b (mod d).

3. Axo je a =b (mod m), onda je ac = be (mod mc) 3a ceaxu ¢ # 0.

IIperxoana jema je KJbydHa y pasyny ocmamaxa. ¥ ciaeaeheM mpuMjepy ce UCTHUIY HEKe O

IbEHUX YIIOTPEOHUX BPUjETHOCTH.

IIPUMJIEP 6.1 Pauynamo 38 (mod 13). Hauehu, aau npaxmuuwno nemoz2yh npucmyn
6u ce cacmojao 00 mpasiceroa epujednocmu 3188 xojy 6u nomom Jujesusu ca 13 da 6u ce
nawao mpasicenu ocmamak. Mehymum, Jema[6.2 nam cyeepuwe dpyearuju nym. Haume

32=9=-4 (mod 13),3*=(3?)2=(-4)?=16=3 (mod 13),

na je
BF=03%2=32=9 (mod13),32=3%3"=9.3=1 (mod 13).
Qurvernuya da je 312 = 1 (mod 13) je 00 xwyune spujednocmu, jep onda us 188 = 12-15+8,
cxeamamo da je
318 — (312)'5.35=1.9 (mod 13).

ITPUMIEP 6.2 Joxasicumo da je a(a + 1)(2a + 1) djenuso ca 6 3a csaru yujeau 6poj a.
Jlupexmmom nposjepom, na npumjep axo je a =2 (mod 6) onda je

ala+1)(2a+1)=2-3-5=0 (mod 6),

wmo 3Hauu da je npouseod djesus ca 6. CAUYHO MOHCEMO MPOSJEPUMU U 30 0CMANE
ocmamxe {0,1,3,4,5} no modyay 6 u ymepdumu da he y cearom 0d mux cayawjesa npo-

u3600 a(a + 1)(2a + 1) 6umu djesus ca 6.



ITPuMIEP 6.3 Hahu nocaedry yugpy bpoja

81999

1997199

Pjemieme. Heka je N = 199719981%% Bajarak ce 3anpaso cBoju Ha ofpehusame N (mod 10).

Kaxko je 1997 = 7 (mod 10), onza je
N (mod 10) = 71998"%

Ca apyre crpare, u3 muza 7' = 7 (mod 10), 72 =9 (mod 10),
73 =3 (mod 10), 7 =1 (mod 10), 75 =7 (mod 10),..., BummmMo 1a je

1 (mod 10) akojea=0 (mod 4)
- 7 (mod 10) akojea=1 (mod 4)
9 (mod 10) akojea =2 (mod 4)
3 (mod 10) akojea=3 (mod 4)

U3 1998 = 2 (mod 4), cimjegu 19981999 = 21999 = 4. 21997 = ( (mod 4), omaxse saxmyuy-
jemo s1a je
N =1 (mod 10).

ITPuUMIEP 6.4 Jloxasamu da je 11 - 14™ 4+ 1 caooicern 6poj 3a n € N.

Pjememe. Ako je N = 11 - 14" + 1, nokaxxumo ja p | N 3a mHeknu npoct 6poj p, Takas J1a
je N >p.
Ako je n = 2k, onya je 14 = —1 (mod 3), omakie je 14" = 1 (mod 3). 3aksbyuyjemo
zIa
N=2-141=0 (mod 3),

IIITO 3HAYN JIa je JjeJbuB ca 3.
Y cayuajy majen = 2k+1, onga je 14 = —1 (mod 5), na je 14" = —1 (mod 5). Hakue,
N=1-(-1)+1=0 (modb5),

quMe je MOKa3aHo JIa je JIjeJbUB ca d.
Buaun, y 0ba ciyuaja 3ak/byayjemo ga je N JjesbuB ca mpocTuM OpojeM KOju je CTporo
Mamb! OJ1 Fhera, IMTO 3HAYM JIa je CJIOXKEH. |

JIEMA 6.3 Hexa je f moaunom ca ujeaobpojrum xoepuyujernmuma. Axo je a = b

(mod m), onda je f(a) = f(b) (mod m).




JIEMA 6.4 Hexa cy a,x,y yujesu bpojesu, npu wemy a 7% 0. Bpujedu

m
ar =ay (modm) axou camo ako =y (mod ———).
u3a(a, m)
Jlokas. Heka je ar = ay (mod m), a uza(a, m) = d. Iomro je
a(x —y) = mk, onza je
Qe —y) ="k
A
Kaxo je m3a(§,%) = 1, onja cimjenu ja
m
LYy
Ob6parno, u3z x —y = "7k, cimjeqn ja
a
—y) =m-k.
a(z —y) m-
Kako je § mujesm 6poj, onya ciujenun Tephembe. |

JIEMA 6.5 Hexa cy a,b, z,y yujeau 6pojesu, a # 0, b # 0. Onda je

r=y (moda)uzr=y (modbd) <= z=y (mod u3c(a,b)).

Jlokas. Ako je x =y (mod a) u z =y (mod b), ouna je x —y = aa, © —y = ab, mTO 3HAYN
Jla je x — y 3ajelHUYIKU cajpxkajial 6pojeBa a u b, na je npema tome u x = y (mod H3c(a,b)).
Ogo canjenn u3 TBphema Ja je cBaku cajapxkaiar 6pojeBa a u b njespus ca H3c(a,b), a mTo je
Jnokazano y Jlemu

Ob6parHo cimjean nupekTHO U3 Jleme TBpheme 2. |
JE@UHULNIA 6.2 Ckyn {x1,T2,...,2Tm} ce 3066 nomnyn cucmem ocmamara mooyao

m aKo u camo axo 36 ceaxu Yy € Z nocmoju mavro jedan x; maxas da je y = x; (mod m)
Jlpyeum pujenuma, nomnyny cucmem ocmamaxe Jdodbujamo maxo wmo u3 ceake KAace
EKBUBAAECHUUTE YSZMEMO N0 jEOH02 NPEICTNABHUKA.

ITPUMIEP 6.5 /[a au je ckyn {12, N ,mQ} KOMNAEMAH CUCTEM OCTAMGKG TLO MOOYAY
m?

Pjememe. Kaxo je
12=(m—1)2 (mod m),

OHJIa je jaCHO Jia JaTW CKYN HUje IMOTIYH CUCTEM OCTATAKA. |



TEOPEMA 6.1 Heka je {x1,Z2,...,Tm} nomnynu cucmem ocmamakxa modyao m, me
nexa je (a,m) = 1. Tada je {axi,axs,...,ax,} makohe nomnynu cucmem ocmamaxa
MOOYAO M.

Loxas. Axo je
ar; = ar; (mod m), 3ai # j,

OoHJIA je

zi=x; (mod m), 3ai#j,
Ha ocHoBy Jleme [Tomro je, 110 npernocTaBiuy, {x1, 22, ..., %Ly} TOTIYHA CHCTEM OCTATAKA
MOJLYJIO 1M, OHJIa UMaMO KOHTPAUKIIH]Y. [ |

TEOPEMA 6.2 Hexa cy a,m € N, a b € Z. Konepyernyuja
ar =b (mod m)

uMma pjewersa akxo u camo axo d = (a,m) dujeau b. Axo je xy buao Koje pjewere 3adame
KoHepyeHuyuje, onda cy cea dpyaa pjewerva dama ca

t
x:xg—i—ﬁ,tEZ.

d
Hocebro, osa pjewerba Gopmupajy mauro d Kiaca Konepyenyuje no Moodysy m, a “uju cy
npPedcmasHuUY
m 2m (d—1)m
T = Z0,%0 + —, %o + LT F

d d d

Zloxas. ara KoHIpyeHIMja je eKBuBaJieHTHa JlnodaHTOBO] jeHadYnHN
axr +my =b,

na kopucrehu Teopemy [5.1]camjesn norpebai 1 10BOJBAH YCIIOB IIOCTOjatba IEHOT PjelIeba, Kao
U OOJIMK TOT pjelerba

t
$:$0+%,tEZ,

rije je xo 6MI0 Koje pjernerme gaTe KOHI'PyeHIje.

C 063upoM Ha TO Jia Ce PaJId O KOHIPYEHIIMJH 110 MOJYILY M, jJACHO je Ja CY IbeHa pjernerba
HEKe OJ KJIaca KOHTPYEHIIH]je 110 JaTOM MOJIYJLY, I1a UX Moke mMmaTn Hajsuire m. [Ipumjehyjemo
J1a

N mt N mt’ (mod m)
2o+ — =20+ — (modm
0T g T g
m(t—t') , .
aKo M CaMo aKo m | g WTo 3uatm ja d|t—t, omHOCHO Ja pasjuuuTa pjelerna KOHIpy-

EHIIje TI0 MOJYJIy M J00ujaMo Tako IITO ¢ mpohe KOMILIETAaH CKYIl OCTATaKa 110 MOy d, Kao
mro je {0,1,...,d—1}.
[ |




IHocpEauA 6.1 3a a,m € N jednauwuna
ar =1 (mod m)

uma pjewerse ako u camo axo H3L(a, m) = 1, odnocho ako cy a,m Y3ajamno npocmu.

ITPUMIEP 6.6 Pujewumo xonepyenyugy 555x = 15 (mod 5005).
Axo ckpamumo ca 5 yujesy wonepyenuyugy, dobujamo 111z =3 (mod 1001).
Hajnpuje, pjewasamo xonepyeruujy

111z =1 (mod 1001).

11 1 0
1001 0 1
Axo nommoorcumo npey epcmy ca 9 u mo odyamemo 0d dpyze epcme, 00bujamo

111 1 0
2 -9 1

Odysumarve 00 mpse epcme dpyze, NPEemIToOHO NOMHONCEHE CG 55

Kopucmumo Baanxuwun memody

1 496 -—-55
2 -5 1
Ha xpajy, odysumarsem npee epcme 00 dpyee, npemrooHo NOMHONMCEHE CG 2, UMAMO
1 496 —55
0 =z Y

Aaxae, umamo da je 111 -496 =1 (mod 1001).
Jlakae, jedno pjewerve nowemne xonepyenyuge je 3 - 49 = 487 (mod 1001).
Ha ocnosy Teopeme[6.2 umamo 5 nexonepyenmuuz pjeweroa nowemme jednaqune

x = 487, 1488, 2489, 3490, 4491 (mod 5005).

IIPUMIEP 6.7 Joxasamu da nosunom f(z) = x°—x%+x—3 nema yjerobpojrur xopujena.
Pjememe. Axo oBaj mosmHOM MMa 11jeI00pOjHY HYITY @, To 3Haun na je f(a) = 0, ma je u
fla)=0 (mod n)

3a pou3BoJbaH npupogan 6poj n. To 3HauM ma ako mpoHahemMo HEKO M Tako Ia

f(x) Z0 (mod m) 3a cBako = € Zy,,




oHjia he To 3HAYNTHU Ja JaTH ITOJNHOM HeMa I[jeJOOPOjHUX pjellleba.
YV KOHKPETHOM CJIyt4ajy, IUPEKTHOM IIOPBjepOM, yodaBaMo 1a je

f(z)#0 (mod 4) 3a x € Zy.

10 Ocranmu KBajJpara

[Tocnenma mudpa kBagpara mujeanx OpojeBa MOXKe OUTH U3 CKYIA:
{0,1,4,5,6,9},
IIITO ce MOKe 3anucatu u Ha ciaenchu waunn: Kourpyenmnuja
z?=a (mod 10)

uMa pjerema no r ako u camo ako a € {0,1,4,5,6,9}.

ITPuMIEP 6.8 Moeyhu ocmavyu xeadpama npupodnwux bpojesa cy
no modyay 3: 0,1
no modyay 4: 0,1
no modyay 5: 0,1,4
no modyay 6: 0,1,3,4
no modyay 7: 0,1,2,4
no modyay 8: 0,1,4

no modyay 9: 0,1,4,7

ITPUMIEP 6.9 /Jlokasamu da nocmoju beckonauno mMHo20 yujesux bpojesa Koju ce He

Mo2Yy npedcmasumu iy obauky 3oupa kybosa mpu uujesa 6poja.

Pjemieme. Onpenumo moryhe ocrarke mujeaux 6pojesa 1mo Moyiry 9:

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 1
23

Hakute, Tu ocramu cy 0, 1 u 8. 36up Tpu TakBa 6poja Momxyio 9 Mmoxke dbutu camo: 0, 1, 2, 3,

6, 7 u 8. Jlakne, 6pojeBu obsuka 9k + 4 u 9k 4+ 5 ce He MOTY TpeACTABUTH Y OOJIMKY 30upa

TpH KyOa.




124 KwuHecka Teopema 0O ocTalaMa

Kunecka Teopema o ocrarmma ce 3ammpaBo 6aBu MpoOIEMOM pjelliaBarmba CUCTEMa JIMHEAPHUX
KOHT'DYEHTIIHN]a.

TEOPEMA 6.3 (Kumnecka meopema o ocmayuma) Hexa cy mi,mo,...,m, y naposuma

p Y Yy ) ) ) Yy nap
PEAGMUBHO NPOCTIU NPUPOIHY bpojesu, me HeKa Y ai,as, ..., a, yujeau bpojesu. Tada
cuCmem Kon2pyenuuja

r=a; (modmi), x=az (modmsg), ... , z=a, (modm,)
uma pjewera. Axo je xog jedno pjewere, onda Cy c6a pjewera cucmema 0ama ca
x=x9 (mod mimgy---m,).

Iocebro, nocmoju jeduncmeeno pjewerse damoe cucmema no modyay M, 2dje je M =
mi-- M.

Jloxas. Heka je nj = %, 3aj=1,2,...,r. JacHo je na je H34(m;,n;) = 1, ma Ha ocroBy Jleme
J
nocroju 1ujesu 6poj r; TaKas Jaa

njx; = a; (mod myj).

ITocmarpajmo 6poj
o =mx1 + -+ NpZy.

OuursiesiHo, 3a 0Baj 6pOj Bpujenn Ja je
=0+ --+nzj+---+0=a; (modm;).

Hakite, g jecTe pjelnieme JaTOr CUCTEMa KOHI'PYEHIIH]a.
Axko ¢y z,y nBa pjemnierba JaTOT CHCTEMa, OHJIA je

z=y (modmj)saj=1,...,r

36or dnmenule 1a Cy m; y HapOBHMa PeJATHBHO IIPOCTH, cinjenu aa je © =y (mod M), mro
3HAYN Ja je pjelierbe jeJUHCTBEHO 110 Moayny M. |

ITPUMJIEP 6.10 Pujewumu cucmem KoH2pYeHUU]G
r=2 (modb), =3 (mod7), =4 (mod 11).
Pjememe. V3 oznaxe Teopeme UMaMO T8 je
xg = 77x1 + 55z + 35x3,
rije ri, X2, T3 33/10BOJbABA]Y

77x1 =2 (mod b), 5529 =3 (mod 7), 35x3 =4 (mod 11),



OJIHOCHO
21 =2 (mod 5), 622 =3 (mod7), 2xz3 =4 (mod 11).

Pjemapamem mojeiuHaIHIX KOHIPYyeHI]ja, 100MjaMO
Ilzl, 515'2:4, I3:2,
mro naje rg = 367. Ilpema Tome, cBa pjeriema cucreMa Ccy JaTa ca

x =367 (mod 385).

ITPUMIEP 6.11 Pujewumu cucmem KoHepyeru)a

=3 (mod10), x=8 (mod 15), =5 (mod 84).

Umgesto ovog uzeti Garet primjer 3.15 strana 55

ITpuMjere KOHTpyeHIIja

Konrpyennuje nmajy 6pojie, BeoMa 3aHUMJbUBE IpHUMjeHe, a mocebHo Kumecka Teopema o

OCTaIIMA.

IIpernocraBumo 18 MopaMo Ja padyHamo BpujeaHocT K Koja yKJbydyje 30upoBe, pasjnke,
[IPOM3BO/IE HEKUX BEJIMKHUX OPOjeBa a1, a2, ... an. Omabepumo HU3 of r TPOCTHX OpOjeBa,
P1,P2, - - -, Pr, TAKBE J1a je curypHo ma je K < pips---p,. [loctynak mobumjama K mMoxkemo
“napaJjiesin3oBaT’ Ha 1 MPOIECcopa, IpU deMmy he CBaKu OJI HbUX BPIIATH PAaYyHAa Y
mod p; apurmeruriu. Ha xpajy, cBu pe3yiraru q00ujeHN HA MOjeIMHAYHUM IIPOIECOPUMA,
ce yapyxKyjy nyrem Kunecke Teopeme o octanuMa y KOHAYAH PE3YIITAT.

(This result has applications in many areas, including astronomy: if k events occur

regularly, with periods nl, ... ,nk, and with the i-th event happening at timesx = ai,ai+ni,ai+2ni,...
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7 VYBogx y anarebapcke CTpyKType

WNako cy guraoru Beh, Mmoryhe u y OKBUPY CPEIIHOIIKOJICKOT 00pa3oBama CTeK/n ojnpehere

II0jMOBE 0 ajrebapCKUM CTPYKTYpaMa, y OBOM IIOIVIABJbY ITOJIA3UMO 0JI OCHOBHUX II0jMOBA.
Tokom OCHOBHE U CpeJiibe ITKOJIE CMO Ce CYCPeJH Ca Pa3JIMYUTUM CKYIIOBUMa OpojeBa Kao
IITO Cy: CKyl npupojuux 6pojeBa N, ckyn mujenux 6pojeBa Z, ckyn panuoHaaHux d6pojeBa Q,
cky1 peajaux 6pojea R, ckym komiiekcHux 6pojesa C. Haj oBuM ckynoBuMa cMoO feuHUCATIN
cabuparbe, 0/Iy3UMAalbe, MHOXKEHE, JTHje/beHhe, CTEIICHOBALE. ..
[ToncjeTumo ce HEKMX OCHOBHUX 3aKOHUTOCTH.

1) 36up dsa npupodna bpoja je npupodar 6poj.

Axko x,y € Nonma x +y € N.
2) 36up dsa yujena 6poja je yuo 6poj.

Ako z,y € Z onpa r +y € Z.
3) IIpoussod dea npupodna bpoja je npupodar 6poj.

Axo x,y € Noumma x -y € N.
4) IIpousseod dsa yujena 6poja je wuo 6poj.

Axko z,y € Zouna x -y € Z.
5) - Pasauka dea npupodna bpoja nuje ysujex npupodar 6poj.

[Tocroje x,y € N tako ma x —y ¢ N.

6) Pasauka dea yujeaa 6poja je yujeau 6poj.

Axko z,y € Z ouma x — y € Z.
7)  Koauwnuk dea npupodna 6poja nuje yeugjex npupodar 6poj.

[Tocroje x,y € N rako ga z/y ¢ N.



8) Koauunuk dea yujesa 6poja nuje ysujex yuo 6poj.

[Tocroje x,y € Z tako na x/y & Z.

AKo 6u cabupamme, OJy3uMatbe, MHOXKEHhe WK [IjeJbehe O3HAUUIN CUMOOJIOM *, & CKYII IIHje-
JINX WU IPUPOJIHUX OpojeBa ca S, oH/1a 61 ropibe HCKa3e MOTJIH J1a 3aMUAjEHUMO MAMEMAMUSKUM
PEYEHUUUMA:

A. 3a cBaka /siBa ejiemeHTa T u y U3 S, BpUjeJiu JIa X xy npunaga S.

B. Ilocroje esiemenTu r 1 y U3 S, TaKo Ja x x y He mpunaga S.

Buaumo na y ciyuajy kan je, ma upumjep, S ckyn npupoiHux OpojeBa N a x cabuparbe
+, oHga Bpujean ucka3 A. Y TOM ciydajy, aKO BpUjeau MCKa3 A, OHJa KaXXeMo Ja je CKyIl S
3ameopeHr y OJHOCY Ha omeparmjy x. Takohe, BuaImMo ma je CKym Z 3aTBOPeH y OJHOCY Ha
MHOXKEE, ajli HUje y OIHOCY Ha JIhje/berhe. 3alpaBo, aKo je CKYI S 3aTBOPEH y OJIHOCY Ha, *,
TO 334H Jia
axbes,

3a cBako a 1 b u3 tor ckyna S. Tume mosaszumo u 1o ciaeaehe gedpuHUIT]E.

JAEOMHUNILINIA 7.1 [Ipecruxasare *

*x:S5xS — S
(a,b) — x(a,b)

Ha nenpasnom ckyny S nazosamo bumnapra onepayuja. Bpujedrocm x(a,b) us ckyna S
YyobuMajeHo 03HAABAMO Ca a * b.

Jlakse, ako KaxKeMoO Ja je * OWHApHA Olepalnja Ha HEMPa3HOM CKYIMy S, TO OHIa TOApa-
3ymujeBa 3arBopeHocT. To ce y ompeheHOM cMuCy pasuinkyje ofi yobudajeHe yrnorpede mojma
onepayuja, Kao ITO Cy cabuparbe, Oy3uMarhe, MHOXKEbe, Irje/beibe. Hanme, Bumgjenn cMmo ja,
Ha IpUMjep, O/ly3uMabe Huje onepaluja Ha ckylry N nako Mu HeKe IpupojiHe OpojeBe MOXKEMO
Ja OJy3UMAaMo.

JE®UHULNIA 7.2 3a ypehenu nap (S, *), 20je je * bunapha onepayuja ma HenpasHom
ckyny S wasrcemo da je epynoud.

IMTpuMmJIEP 7.1 Hexa je S = {-1,1} a +, —, -,/ yobuuajene onepayuje cabuparoa, 0dysu-
Matoa, MHOJICEHG U Jujemera. C ob3upom da

1+1¢6,1-1¢8

onda je jacno da (S,4) u (S, —) nucy epynoudu. Mehymum, (S,-) u (S, /) jecy.



U3 nperxomnor, sugumo ga cy (N, +), (N, ), (Z,—), (Z,-) rpynonnu, nox ua npumjep (N, —)
u (Z,/) To mucy. Ilpemjia cMO HaBHKJIM Jla Ollepaliije yIJIAaBHOM Be3yjeMO 3a OHe ca KOjuMa
UMaMO HajBHINle UCKYCTBa y IIKOJOBakby U CBAKOJHEBHUIM, OHE MOy OUTH alcTpakTHe u 6e3
neke ojzpehene "yrnorpedue”’ BpujeIHOCTH.

ITPUMJIEP 7.2 Hexa je S ={1,2,3,4}. Aedunuwumo onepayujy o na caedehiv nauwun
i0j=j

3a ceaKo i,j € S.
Owuenedno, osaxo depurucara onepayuja je 3ameopena y S, na je S epynoud.

Ha ocHoBy nedununuje 6unaphe, J1ako ce JoJa3u JI0 [MOjMa n—apHe olepallije.

A EOMHULINIA 7.3 [Ipecaurasarse

*x:9x S x8 —= S

(a1,...,an) — x(a1,...,ap)

HG HENPA3HOM CKYyny S HA3UBAMO N—aPHE ONEPAUU]E.

ITPuUMJIEP 7.3 Kao wmo cmo el yowuau, wa ucmom ckyny je wecmo moeyhe dedpuru-
camu suwe pasusuvumux onepayuje. Ha npumjep, na ckyny Z, moosicemo ysecmu bunapHe
ONEPAYUIE NONYM

x *y = H31(7, Y)
zoy =mH3ac(zr,y) +1
rey=z+y>—1

Y anzebapcrom cmucay, padu ce o pazauvumum cmpykmypama (Z,*), (Z,0) u (Z, o)
Mozyhe je depunucamu u onepauyuje eehe “aprocmu”, nonym mepHapHUX, Kad je
n = 3, HaG NPUMJED
*(z,y,2) =2 +y+z—1

3a yujeae bpojese x,y, z. OuueaedHo, 068G ONEPAUUIG je CaMO UAYCTPAUUIE, KOJG HeMa HEKU
ovu2nedHo npaxmudHy 3Hawaj. Ilpumjep mepHapHe onepayuje Koja uma NYHU Mamema-
MUNKU CMUCAO OU OUO NpuMjep MJEUOBUINO2 BEKMOPCKO2 NPOU3B0IA | BEKMOPCKOM
npocmopy.




ITPUMIEP 7.4 Haxo cmo docad crxopo no npasusy ynyhenu Ha ckynose 6pojesa, nonym
Z u N, moeyhe je nanpasumu u "nemunuuan” ckyn. Ha npumjep, axo nocmampamo cxyn
ceux nodckynosa P(S) nexoe nenpasnoz ckyna S, onda ModHcEMO YEECMU CKYNOGHE ONE-
payuje nonym

GOH=GNH
GoH=GUH
G+H=A\(G\H)

axae, y ceum nagedenum cayywajesuma ce padu 0 2pynouduma.

(® Axo je S cxyn ceux npeciukasarva menpasnoz ckyna A 1y cebe, dok je KoMnozuuwja o
onepayugja na S, da au je (S,0) epynoud?

@ Ha au je ckyn mampuua JUMEH3UJG T X N €A EAEMEHTMUMA U3 CKYNG Uujeaur bpojesa
M (Z) y odnocy na onepayugy mmoostcerva mampuya 2pynoud?

CBojcTBa omnepailija

Y npumjepuma Koje cMO HABOJMJIU, CBE OIlepalluje cy OumapHe, TAKBE Jla CY y UHTEPAKIIMjU
JIBa eJIeMEeHTa CKyIla, a TO Pe3yJITHpa TpehuM ejleMeHTOM.

Jlaxye, BUIUMO J1a HA UMILIUIATAH HAYWH [10jaM OMHAPHE omepaliuje moapa3yMujeBa, OIHO-
CHO yKJbydyje 3aTBOPEHOCT Ha, CKYILY.

MebhyTumM, yKOIUKO 6U CBOja MHTEPECOBAbA 33 IPKAJIM UCK/BYIMBO HA CKYI W OMHApHY OIe-
parujy Ha memy, To 6u Ousto npuinaHo cyporapHo. [lopesn came nedunuimje buHapHe pesaiuje,
OHO TIITO je 3aHUMJBUBO Cy IheHe OCOOWHEe, HAPABHO y KBAaJUTATHBHO] BE3M Ca CKYIIOM HA KOM
cy nedunucane. Kaj kaxeMo ocobumne onepauuja, TO MOXKEMO UJIYCTPOBATH Y HaMa OJIMCKUM,
OJHOCHO TIO3HATUM IIPUMjepuMa.



ITPuUMIEP 7.5 Ha cxyny yujeaux 6pojesa Z, 3a onepanuje cabupatba U MHOHCE A 6PUJEOU
0C0OUNG ACOUUJATNUBHOCTIU

a+(b+c)=(a+b)+c, ax(bxc)=(axb)x*c,

3a ceaxo a, b, ¢ uz cxyna yujeaux bpojesa.
3a ucme onepavyuje epujedu U c80JCMBO KOMYMATMUBHOCTIU, 00HOCHO

a+b=b+a,a-b=b-a

36 c8aKo a, b uz cxkyna yujeaur bpojesa.

Hpumjemuhemo da acoyujamueHocm U KOMYMAMUSHOCTL ONEPAUUIQ cabUParea u 00Yy-
sumara spujedu u wa ckynosuma N, Q u R.

Mehymuwm, acoyujamusnocm ne epujedu 3a onepayujy 00y3umarba, 00HOCHO, jACHO je
da He spujedu Yy onwmem CAYIaJY

a—(b—c)=(a—b)—c

HU Y jedHom 00 HasedeHUT CKYNosa.
Taxohe, ne spujedu KOMYMEMUBHOCTN, 30, ONEPAUUTY 0OY3UMATLA.

VY ckJiajy ca IPETXOHUM TPUMEPOM, YBOAUMO J1eDUHUIIA]Y

JAE®OUMHUIINIA 7.4 Bunapra onepayuja x ma ckyny S je acoyujamuera ako epujedu
ax(bxc)=(axb)*c 3a ceaxo a,b,c € S.
Bunapna onepayuja x na ckyny S je xomymamusena axo epujedu

axb=bxa 3a ceaxo a,b € S.

ITpuMIEP 7.6 Kao y Hpumjepy HG CKYNY nodckynosa Henpasnoz ckyna X, nap-
mumuernom ckyny P(X) nocmampamo onepayuje npecjexa u ynuje. Eaemenmapna je
YurbeHuUa 0a

AN(BNC)=(ANB)NC, ANB=BNA,

rao u

AU(BUC)=(AuB)UC, AUB=BUA.

Jaxae, obje onepayuje cy u acoyujamuene u xomymamusne na ckyny P(X). C mum y
sesu, (P(X),N) u (P(X),N) cy acoyujamueru epynoudu.




ITPpuMJIEP 7.7 Ha cxyny npupodnux bpojesa N, nocmampamo onepayujy cmenenosarsa,
00HOCHO

aob:=ab.

Ouuenedro, 06a onepayuja Huje MU ACOUUIATMUCHE HU KOMYMAMUGSHA, 00HOCHO He BAHCU
(aob)oc=ao(boc) nuaob=boa

3a c6ako a,b,c us ckyna npupodnuxr bpojesa.
Ha npumjep,

(23)2 =% 2% Kao u 23 +£ 32,

ITPuMJIEP 7.8 Onepayuja na ckyny S = {x | x € R ux > 0} depunucana ca

TxY=+T+Yy

je ouuzaedno kKomymamusna. Mehymum, Huje acoyujamuena, jep

Ve+Vytz# Ve ty+z

y onwmem cayuajy. akae, moocemo pehu da je (S, *) meacouujamusHu, KoMYymMamueHu
2pynoud.

JE®UHULINIA 7.5 Ipynoud (S,*) y Kom je onepayuje x acoyujamuena ce Ha3u6a NO-
Ayepyna.

ITPUMIEP 7.9 Koauunukx dea HeHYAMa Payuoranna 6poja onem HeHyAmU PayUuOHAAHU
6poj, na je cryn c8UT HEHYAMUL, PayuoHarruz 6pojesa, QF, epynoud. Mehymum,

1 1 1 2 1 1 1
2*<4*3>—3¢6—<2*4>*3’

NG ONEPAYUIa Ha 080M CKYNY HUJE HU KOMYMAMUSHA, G HU ACOUUJAMUBHA.

Kako je y nosmyrpynu (S, ) oneparja acorujaruBHa, OHJla UMa CMUCIa JedUHICATH

avi=axax---*xa.
—_—

n




ITpuMJIEP 7.10 Hexa je M, (Z) ckyn céux mampuya dumeHnsuje nXn, ca eACMEHMUMA U3
ckyna yujesux opojesa. Ms enemernmapne aunepane aszedbpe nam je no3namo 0a epujeiu

A+(B+C)=(A+B)+C, Ax(BxC)=(AxB)*C.

2dje 3nak + 03Ha1A6a YOOUNATENO MAMPUYHO CAbUPaILE, * MAMPUHO MHodicerve, a A, B, C
cy mampuye uz ckyna My (Z).
3navu, (Mn(Z),+) u (My(Z),*) cy noayepyne. C o0b3upom da je

A+B=B+A

3a A, B us My(Z), onda je (Mn(Z),+) xomymamuena noayepyna, 3a padsury 00 (My(Z),*)
¢ 003UpOM 1A MO 00 MAMPULHO MHONHCEILE HUJE KOMYMAMUBHO.

Hapasno, cee npemzodno eadicu u 3a mampuye nad Hekum opyeum ckynom 6pojesa,
Kao na npumjep nad ckynom peaanux 6pojesa, M, (R).

Ilopen mocMmarpama ocobuHa olepalnja, MOKEMO Ce OCBPHYTH M Ha HeKe clenuduIHe eje-
MeHTe CKyIla Ha KOM je JeduHuCaHa OIepallrja, OJHOCHO merose ocobune. Ha mpumjep, 3namo
Ja BpUjean

a+0=04a

3a cBaku nujesau 6poj a. lakse, mysia uma BpJIo crerudUIHy OCOOMHY y OJIHOCY Ha cabUparbe
nujesinx 6pojesa. CJIMYHO je U ca jeJIMHUIOM Y OJHOCY Ha MHOYXKEHe Injesinx OpojeBa

a-1=1-a.

IIpumjehyjemo ma cy Hysa u jeIHUIA, ¥ OTHOCY Ha cabuparbe OJHOCHO MHOXKEhE, ¥ oapehenom
CMUCJTy HEyTpPaJHe, OJTHOCHO Jla HE YTUIY HA PE3YJITAT.

JE®UHULINIA 7.6 Eaemenm e y epynoudy (S, *) je aujeso neympanaaH y oonocy Ha
OnePatUJy * YKOAUKO 6pujedu
exa=a

3a ceaxu eaemenm a y ckyny S. Awnasoeno, axo je
/
axe =a,

3a ceaxo a y cxyny S onda je € decru meympaaru. Axo je e Aujesu u dechu HeympasH,
onda Kastcemo da je HeYMPaaHu y 00Hocy Ha 0amy onepatujy.

IIPUMIEP 7.11 Hexa je dama onepayuja aob = a(a®—1)+b na cryny yujeaux 6pojesa Z.
Owuenedno, (Z,0) je epynoud. Ipumjemumo da cy 0, -1 u 1 aujesu HeYymparHu eaemermu
y epynoudy (Z,0), dok ne nocmoju 0eCHU HEYMPAAHU.




ITPUMJIEP 7.12 [locmampamo onepayujy cmenerosarsa na ckyny N

aob=al.

Budumo da je 1 dechu meympasnu eaemernm y epynoudy (N, o), dok ne nocmoju aujesu.

ITPuMIEP 7.13 Ilocmampajmo onepauyujy * Ha ckyny Z depunucany ca
axb:=2a+ 3b.

Jlaxo ce youasa da je (Z,*) epynoud y Kom He NOCMOJU HU AUJESU HU 0ECHU HEYMPAAHU
ENEMENT.

JIEMA 7.1 Hexa je e aujeco meympasnu, a € 0echo Heympainu esemenm y 2pynoudy

(S,%). Onda je e = €.

Zloxas. Tlomrro je e swjeBu HEyTpaJHU, OHJIA j€

e-e =e
Ca apyre crpane,
e-e =e,
jep je € mecnm meyrpasnu. U3 oBe aBuje jeHaKOCTH ciujeu ja je e = €. |

Ha ocnHoBy mnperxozme jemMe 3aK/bydyjeMO Ja y TPYIOUIY MOXKEe IOCTOjaTH HAJBUIIE je/IaH
HEYTPAJIHU €JIEeMEHT.

IMocsbEAULIA 7.1 I'pynoud (S, *) uma najeuwe jedan Heymparry esemerm.

Joxas. Kao nro cmo sugjeu y Ipumjepy [7.13) rpymouns (S, %) me mMopa jma uma HeyTpajHu
esementT. IIpermocTaBuMO Ja IOCTOje JBa HeyTpasHa ejeMeHTa e u . IlomTo je e yjeaHo u
JIMjeBU HEyTpaJHu, a ' JeCHH HeyTpaJHHU, OHJa je Ha ocHOBY Jleme jacuo nma je e = €’. |

JE®MHULNIA 7.7 [Hoayepyna (S,*) Koja uma HEYMPasHU eseMenm e ce HA3UBA MO-
Houd.




ITpuMIEP 7.14 Ckyn npupodnux 6pojesa y odnocy na onepayujy mnooicera (N,-) u
eaemernm 1 wunu monoud. Cauvno, ckyn yujeaux 6pojesa y 00nocy Ha ONepavufy cabuparoq
(Z,+) u 0 xao neympasnu esemernm maxohe “uHu MOHOUO.

JacHo je ma jenmnaumme
a+x=bwmcxr=d

rije ¢y a,b, ¢, d mpupogau 6pojeBu HUje yBHjeK MOryhe PHjeluTH y CKYIy IPUPOIHUX OPOjeBa.
Mebhytum, yoaaBamo Ja je IpBy jeJHAUUHY yBUjeK MOTryhe pHUjeruTn y CKyIy Iujeaux Opojena.
Ykoauko je ¢ # 0, oHzma je ApYTy jeHAYNHY YBHUjeK MOTyhe pPHjermuTH y CKyIMy PaIMOHATHUX
O6pojeBa. Y HEIITO alCTPAKTHUjeM ODHUKY, IIPETXOJHO MUTAE MOXKEMO MOCTaBUTH Ha cjenehu
HAQ4YUH.

(® Ja 2u je y moroudy (S, %) mozyhe pujewumu jednauny

a*xr=buwmxrxa=>,

3a Heke a,b € S.
IIperxonHo nuTame je Be3aHO 3a KOMILIEKCHU]Y ajarebapcKy CTPYKTYpPY, & THJECHO je BE3aHO
3a [ojaM MHBEP3HOT ejIeMeHTa, objarmeHor y cienehoj medununmjn.

JE®OUHULINIA 7.8 3a eaemenm a' monouda (S,*) ca HEympasnum eaemenmom e, xa-
oicemo 0a je aujesu uHeep3 esemenma a u3 S axo da epujedu

axa=e.
Amnanozno, sa @’ wascemo da je decnu uneepa eaemenma a us S axo

a*a”:e.

Axo je a' yjedno u aujeeu u dechu UHGEP3HU EAEMEHA G KANHCEMO 04 je UHBEPIHU ene-
MEHM UAU UHBEP3 00 a.

Bparumo ce jorr jegsom nuramby sa jin je y Monouiy (S, x) moryhe pujermmru jeHadnny
axx=2=

3a HEKe KOHKpeTHe a,b € S. VKommko je a’ nmjeBn MHBEp3 eleMeHTa a € S, oHja je

!/ /
a' x(axx)=a *b,
(a' xa)xx =a xb,
exxr=a xb
x=a xb.
CaugHo 61 ce pjemaBaJia U jeIHAUYNHA Txa = b IO, YCJIOBOM Jia IIOCTOjU JI€CHU UHBEP3 €JIEMEHTA

a. Hapasho, y ciydajy Jia je onepanuja * KOMyTaTHBHA, OHJA [T0OJMOBU JIMjEBU WJIM JIECHU UHBEP3
rybe cMmcao.




ITpuMIEP 7.15 Hexa je dam monoud (N,-), ckyn npupodnux 6pojesa ca onepayujom
MHO)CEWA. JacHo, y numarey je Komymamusny monoud. OwueaedHo, Hujedar esemenm
cem Heympaaroz eaemenma 1 nema c60j unseps.

ITPUMJIEP 7.16 Hexa je dam nenpasan ckyn A. Ilocmampajmo M(A) xoju ce cacmoju
00 ceux npecarukasarba us A y A. Jlaxo ce noxasyje da je 08aj ckyn 3anpaso MoHoud, wuju
je neympasnu esemenm I4 xoje je depunucaro xao Ix(x) = x, © € A. Mehymum, nema
CBAKO NPECAUKABAIDE UHBEPIHU CACMEHI.

ITocmampajmo, na npumjep ckyn A = Z u npecaukxasara f,g € A, dedpurucara xao

2 axo je x napan,
o) =, gle) = { i axo je T HeNnapam.

Ouueznedno, HE nocmoju dechu uHeeps 3a npecaiukasare f, 00nocHo He nocmoju h € A
epujedu f o h = Iy. C dpyze cmpane, nocmoju aujesu umneepd 3a f u mo je ynpaso
npecauxasarve g, jep je go f = Iy.

Ymjecmo 6poja 4, Yy depununyuju npeciurasarva g 3a HENAPHE apeymenme, Modtce bumu
buno xoju dpyeu 6poj wmo Hehe npomujenumu go f = Iz. C 0b63upom wa mo da pyrryuja
f npedaje pynryuju g camo napre 6pojese, onda je HEBANHCHO, Y CMUCAY AUJeB02 UHBEP3A
3a f, xaxo he g bumu depurucarno Ha cKyny HENGPHUT OPOJESaQ.

V3 mpeTxoHux mpuMjepa BHIUMO Ja y MOHOUIY (.S, ) He Mopa II0CTojaTH WHBEP3 3a JATh
€JIEMEHT, IIOTOM JIa MOYKe TIOCTOjaTH CaMo JIMjeBU MHBEP3 WM caMo JecHu. MehyTum, ykogmko
eJIEMEHT UMa U JIMjeBU U JIECHU WHBEP3 y MOHOWIY S, OHJIa Ce PaJi O UCTOM ejeMmenty. To je u
TBpheme HapeHe JieMe.

JIEMA 7.2 Hexka je dam monoud (S, *) ca HEYymparnum eaemenmom e, 0ok je w eaemenm
S wugu je w' aujesu unseps, a w’ decnu uneeps. Onda je

Joxas. Heka je y = wxw'. Onna je

y=yrxe=(wrxw)*x(wxw") =wx (W xw)*xw" = (wxe)xw" =wxw" =e
Haxkure,
wxw =e,
IITO 3HAYM Ja je v 3aIpaBo JIeCHH MHBep3 1o gedununuju, na je w' = w’. [ |

IMoCJBEOAULIA 7.2 3a esemernm w monouda (S, *) nocmoju najeuwe jedarn uneepaHu eae-
MEHM.



Jloxas. Kao mro cmo sujern y Ipumjepy He MOpa Jia HOCTOjU MHBEP3 33 CBAKU €JIeMEHT
MoHousa. MeljyTum, ako nocroju, onja je jenuncrsen. Haume, npernocrasumo jga cy w' u w”
UHBEP3HHU ejleMeHTH ejgeMenTa w. OHJia Cy OHE HCTOBPEMEHO U JIMjeBH U JeCHU WHBEp3H, Ia
3aKibyvaK ja je w’' = w” jupextno camjenn s Jeme[7.2] [ |

Jlakje, ejleMeHT u MOHOWJIa S He Mopa UMaTuH 00aBE3HO WHBEP3HU €JIEMEHT, ajiid aKo Ta
uma, oH je jeuHcTBeH. U3 mperxomHor ce mpupogao Hamehe uzeja o monoudy (S, %) y KoM

CBAKM €JIEMEHT UMa CBOj MHBEP3. ¥YIPaBO TAKBU MOHOUJIY Cy IIPEIMET HaIlle MMaXKibe y HAPEIHO]
CEKITUju.

I'pymie

Cycpenu cmo ce ca uiejom Morona (S, %) y KojeM je moryhe pjeniaBaTu jejHadnHe

axx=>bumm xxa=>o,

3a MPOU3BOJBHO a, b u3 S. Kao mro cmo Beh ucrakim, oBe jeaHaunue je moryhie pjemaBaru Ka
TOJI eJIeMeHT a € S mMa WHBep3 y .S.




ITpuMIEP 7.17 I[lodcjemumo ce Zy,, 20je je m € N, cxyna xaaca exsusasenyuje y 00HoCy
HG PEAGUUTY KOHZDYEHUUTE MO MOOYAY T

L =A{[0],[1],...,[m —1]}.

Yeodumo onepayujy =+, Ha kaacama exsusasenyuje. Axo cy [s] u [t] deuje xaace exeu-
sasenyuje U3 cKyna Ly, deunuwemo cabuparee Kaaca Kao

[s] 4m [t] = [s +1].

Hajnpuje, nompebro je doxasamu da je osakxo ysedena onepavyuja dobpo dedpunucara. To
3nayu 0a pe3yamam cabuparsa KAGCA He cMmuje 3asucumu 00 u3bopa npedcmasHuKra MuL
kaaca. Jaxae, axo je [s1] = [sa], [t1] = [t2], onda je s1 + t1 = s2 + t2 (mod m), odnocro
[s1+ t1] = [s2 + t2], a wmo snavu da je

[s1] Fm [t1] = [s2] +m [t2]-

Haxne, onepayuja cabuparsa na xaacama je dobpo dedurucana. Heymparru esemenm
Y 00HOCY Ha onepauujy =, je Kaaca xKojoj npunada nwyaa, oonocro [0]. Onepayuja =,
Jj€ KOMYMmamusHa

[s] Fm [t] = [s + 8] = [t + 8] = [t] + [s].

Caunno 0oKa3yjemo acouujamusHoCm rp, .

([s] Hm [t]) Hm [v] = [s + 1] +m [0]
(s +t) + v

[

[
=[s+ (t +v)]

[

[

s 4 [t + )
= [s] *+m ([t] +m [0])
3a npoussomny xaacy [a] us Ly, epujedu

[a] Hm [m —a] = [0],

WMo 3HAYU 00 CEAKU eneMeHM UMa c60j uneepd. Taxohe, ovuesedno je da je =+, Komy-
mamusna onepayuja, na je (L, 4m ) Aberosa epyna.

AKO yBeJIeMO OTIepaInjy MHOXKEHa HaJI KajacaMma, CIUIHO Kao IIITO CMO YBEIN cabuparbe, KOjy
ajirebapcKy CTpyKTypy hemo gobutu?



ITpuMJIEP 7.18 Jepuruwumo onepauujy %py, Ha ckyny Zm
[s] #m [t] = [st].

Kao u y npemxodnom npumjepy, doxasyjemo da je onepayuja dobpo dedunucara. Haume,
u3 [s1] = [s2] u [t1] = [t2], 00nocno s1 =t1 (mod m) u sy =ty (mod m) caujedu

s1t1 = soty  (mod m).

Odasde je [sit1] = [sata].
Onepavugja je acouujomuena.

([s] #m [t]) %m [v] = [st] % [0]
= [(st)v]
= [s(tv)]
= [s] %m [tv]
= [s] #m ([t] %m [v])
Taxohe, uz [s] %, [t] = [st] = [ts] = [t] % [s], caugedu da je onepayuja xomymamuena.

Owueznedno, [1] je neymparnu esemenm. Jaxne, (Zp, *m ) je KOMYMAMueHU MOHOUD.

Mehymum, (Zp,, 3%pm ) nuge epyna. Ouuenedno, [0] nema unsepsnu eaemenm. Ha
ocrnosy Jleme Kaaca [a] € Ly, UMG UHBEPIHU EAEMEHM QKO U CAMO GKO CY 4 U M
Y3ajaMHO NPOCTU.

Ha ocHoBy nperxogHux npumjepa 3akbydyjeMo Ja CKYI Zg,, ocTaTaka 110 MOJIYJLY 1M, 3aBUCHO
OJI TIOCMAaTpaHe oreparije, =, WIin 3, IpeJcTaB/ba ojpehene ajarebapcke CTPYKType, IITO

ce HaBo/M y cJiejiehoj siemu.

JIEMA 7.3 3a npupodar 6poj m, ckyn ocmamaxa Zuy, Y 00HOCY HG ONEPAUUTY —Fm je
Abenosa epyna, a y o0nocy Ha 3%, KOMYMAMUSHU MOHOUD.

Y Ilpumjepy HaBeJIEHO je Ja eJIMeHT a € Z,, UMa WHBEP3HU eJIeMEeHT aKO U CaMO aKo je
u3a(a,m) = 1. Illra ce gemasa ako 3a garo m € N nocMarpaMo cKyI CBUX ejieMeHaTa u3 Zi,
ca TuM cBojcTBOM?! Tume ce 6aBu cienehn mpumjep.



ITPUMJIEP 7.19 ITocmampajmo ckyn G = {[1], 2], [4], [5],[7], [8]} C Z9g, onux eaemenama
U3 CKYNA 0CMAMAaKa Kju CY pesamueHo npocmu ca 9, Yy 00HOCY Ha ONEPAtUSY MHONACENA
no modyay 9.

V caedehoj mabeau cy cadporcaru pe3ysmamu onepayuje kg Ha NOCMAMPAHOM CKYTY
G. Ha npumjep, [5] %9 [7] = [8], dox je [7)7% = [4]. IIposjepasajyhu cee ocobumne uz
depunuyuge, nuje mewro ymepoumu da je (G, 39 ) Abenrosa epyna.

1
d
7
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Slon| = o0 | NI
nf>INQ o |||
LTI |INdIN[=|O0|W
RIS |loo|D |0y |||~
SN0~ | ool 00

0|2

Kao wmo snamo, onepayuja mmoorcersa no modyay 9 je xomymamuena, na je (G,-)
KOMYMAMUSHY MOHOUOD.

JE®MHULNIA 7.9 Monoud (G,*) y kom c6aKu eseMenm uma c60j UHBEP3 Ce HA3UBH
epyna. Ykoauko je onepayuja * y epynu komymamueha, onda ce (G, *) nasusa Abenosa
e2pyna.




ITpuMJIEP 7.20 a. Cxyn G = {1,2,4,5,7,8} y odnocy na onepauyujy mmodtcersa no
Mmodyny 9 je Abenrosa epyna.

6. Cryn ceur yujeaur 6pojesa, y odhocy Ha cabupare je Aberosa epyna. O3nauasamo
je (Z,+).

6. Ckyn ceux peasnux 6pojesa u3yses nyae, y 00nocy Ha muodtcere je Abeaosa epyna.
Osy epyny osnauasamo (R*,-).

2. Ckyn ceur peaarur mMampuua (Mampuya “uju cy esemeHmu peasnt bpojesu)
peda 3 X 3 wuja je demepmunarma padauduma 00 Hyae, Y 00HOCY HE MHONHCEHE
mampuya je nexkomymamuera epyna. by osnavasamo ca (GL3(R),-). Ha npumjep,
3G Mampuue

110 11 2
A=10 1 1| B=(0 1 2
0 0 1 0 01

epujedu AB # BA, wmo 3nawu da je 08a 2pyna HEKOMYMaMmuUeHa.

Hapasro, oo moorcemo yonwmumu 3a (GL,(R), ), epyny mampuya dumensuje n,
3a MPou3oHaH NPUPodar 6poj.

ITpuMIEP 7.21 V npumjepy|7.16| cmo sudjesu da je ckyn M(A) ceux npecaurasarva u3
A y A monoud, axo je A menpasan ckyn. Mehymum, arxo nocmampamo nodckyn S(A)
00 M(A), ceuxr bujexmushux npeciukasara u3z A y A, onda aaxo youwasamo da je y
numary 2pyna Yy 00HOCY HA KOMNO3UUUJy npecaurasarba. Haume, wureenuuya oa
ce padu 0 bujekmusHuUM NPeciuKasaruma obedbjelyje nocmojaree uHBEP3HO2 EACMEHA,
3a ceaku eaemenm uz S(A). Haxae, (S(A),0) je epyna. Osy epyny Hazusamo 2pynom
nepmymayuja o rwumao hemo ce nocebro basumu y Hapednoj cexyuju.

JIEMA 7.4 Hexa je (G,*) epyna. Onoa
a. Iocmoju jeduncmeenu neympaanu esemenm y G.

6. 3a cearxu u € G nocmoju jeduncmeenu uneepanu eaemenm u' € G.

oxas. Tepheme a. caujenu nupektHo u3 llocienuie 1ok TBpheme 6. caujenu u3 Ilocsre-

JIAIIE |

Kao mro cmo Beli koHcTaTOBaMM, CKYI CBUX peasiHux Opojesa u3yses uyse, (R*)-), y ogaocy Ha
MHOXKeme je AbesioBa rpymna. MehyTtum, Huje TEIIKO yTBPIUTH U Ja CKYII PAIlMOHAJHIX OpojeBa
6e3 myine, Q*, a mro je momckym ox R*, y omHOCy Ha omepaliujy MHOXKeIba Takohe UYWHH TPYILY.
To Hac noBoju J10 HapeHe TeUHUITI]E.




JE@UHULUIA 7.10 Hexa je (G,-) epyna, a H nodckyn cxyna G. Yrxoauro je (H,-)
epyna, onda 3a H xaoscemo da je nodepyna epyne G u osnayvasamo ca H < G.

ITpuMIEP 7.22 Ckyn peaanuxr mampuua, (GL3(R),-), peda 3 X 3 wuja je demepmu-
HAHNA PASAUNUMA 00 HYAE, KGO UWMO CMO 6eh Koncmamosaiu iy Hpumjepy y o0nocy
HA MHOJCEIE MAMPUUA je HeKoMmymamusHa 2pyna. Ilocmampajmo nodexyn cxyna GLs,
OHUT MAMPUUA YUJa je demepMunarma jedHaxa jeduruuyu, 00HOCHO

SLs = {A € GL3 | det(A) = 1}.

VY odnocy na mrooicere mampuue, ckyn SLz wunu 2pyny, wmo ce mpusujaito npoejepasa.
Jaxae, (SL3(R),-) je nodepyna epyne (GL3(R),-).

JIEMA 7.5 Hexa je H nenpasan nodcxkyn epyne (G,-). Ownda je (H,-) nodepyna axo u
Camo axo epujedu

zyleH

3a cearxo x uy u3 H.

C 0063upom Ha TO Jia je U3 KOHTEKCTa jacHO Ha KOjy Ce OIEepPAIlijy MUCJHU 33 MOjeuHy I'DYILY,
OHJIa ce O3HaKa 3a Ty ollepanujy Hajuernilie usocrasba. Tako ce, ymjecro (G, -), nuie camo G,
pu 9eMy ce Kaxke jia je G ca MyJITHITHKATUBHOM oriepaiiijoM. CIuYHO, aKO KOPUCTUMO O3HAKY
+ , oHjla KaxkeMo J1a je G aguruBHa. CXOTHO IMPETXOTHOM, Y CJIyYajy MYJITHILINKATUBHE TPYIIE,
yobudajeHa o3HaKa 3a jeJUHUIHU ejieMeHT je 1, a 0 y cirydajy ajuTuBHE Tpymie. Y KOJUKO je THII
orepailiije y rpyiu HeEOUTAH, OHJIa ce IHIle caMo - rpymna G.

JE®MHULNIA 7.11 Ped 2pyne G, xoju ce o3navasa ca |G|, je 6poj eaemernama y ckyny
G. 3a epyny wuju je ped xonavan xadtcemo da je KoHauwna. Axo ped nuje xonauan, mada
je epyna beckonawna, wmo ce o3nayasa ca |G| = co.

IMTpumiIEP 7.23 I'pyna GL3(R), us Ipumjepa je beckonauna, jep joj npunadajy, Ha
npumjep, cée mampuue 0bAuKa

s

I
o O Q8
o = O
= o o

3a npouseonno a € R, a # 0.
3a pasauky 00 npemzodne, epyna y Hpumjepy[7.19] je xonawna u rwen ped je 6.




I'pyne nepmyTanuja

ITPUMJIEP 7.24 Hexa je dam cxyn A = {1,2,3,4}. ITocmampajmo ckyn ceux bujexyuja
0602 cKyna, 00HoCHO
Sy={m|m:A— A 7 bujexyuja}.

Ipecaurasara us Sq Modcemo npedcmasumu Ha NPUPOJaH HaAYUH, Mabesama nonym
(1234
1= 2 1 3 4

Budumo da je, na npumjep, m1(2) = 1, a w1(4) = 4. Hocmampamo onepayujy Komnosuyuje
npecaukasara. Ha npumjep, axo je

(1 2 3 4
=19 31 4)°

1 2 3 4
M1 O 7o = .
L= 1 3 2 4
Hauwme, xomnoszuyuja dsa npecauxasaroa ud Sy je npecauxasaroe u3 Sy. Komnoszuyuja je
aAcOUUJAMUBHA, 0 UEHMUYKO NPECAUKABAILE je

id — 1 2 3 4
~\1 2 3 4
HEYMPAAHU eAeMEHM Y 00HOCY Ha Komnosuyujy. Taxohe, axo je m € Sy u 7(i) = j, onda

je mH(j) = 4, wume ce aako deurue uNEEPIHO NPECAUKABAILE DATMOM NPECAUKACAILY.
Jaxae, cxkyn Sq y odnocy ma Komnosuyujy npecaurasara (Sy, o) je epyna.

onda je

CBakako, IPETXOHU IIPUMjep MOKEMO YOIIITHTH Ha HPOM3BOJBHO 1 € N OIHOCHO CBHUX Ou-
jekmmja ckyma A = {1,2,...,n}. AkojeT € S,, OH/Ia Ce U OBO IPECIINKABAHE MOYKE IIPEJICTABUTH

Sl ST

JIEMA 7.6 Ckyn ceux 6ujexuuja ckyna A = {1,2,...,n} wunu epyny S, y odnocy na
Komnosuyugy npecaukasara. 08y epyny HA3uBAMO cumempuyra 2pyna. Fben ped je
n!

oxas. JacHo je ma je komrmozuiuja JiBuje OUjeKIuje cKyna oreT Oujekiuja Tor ckyma. Taxobe,
KOMITO3UIINja MPEeC/INKABaba je acolijaTUBHA orepalnja. HeyTpaJHu eleMeHT y OJHOCY Ha
KOMIIO3UITN]Y je UIEHTUIKO IIPECIIKABAME

id(i) =i, i=1,...,n.




Ba mary 6ujexnujy f mocToju GUjeKTHBHO HpecnKaBame 1 Tako ja
fof™t=f"of=id
IITO 3HAYM Ja je Sy, TpyIa.

Bpoj bujexnuja n—rowraHor cKyIlla je 3ampaBo Opoj mepMyTaliija CKyIa Ojl 1 eJleMeHaTa, a
TO je n!. ]

JIEMA 7.7 Cumempuune epyne S1 u So cy xomymamuesre, dox S3 Huje.

Joxas. Cumerpuuna rpyna S1 ce CaCTOju OJ1 UIAECHTUUIKOD IIpec/imKaBama td Koje ciauka 1y 1.
Cumerpuuna rpyna So ce CacToju OJf J[Ba IIPEC/nKaBama id U T

) 1 2 1 2
zd-(l 2), 71'—(2 1>.

OuwnrsnienHo, So je KomyraruBHa. Jla Ou mokasaju ja S3 HHMje KOMyTaTHBHA, JOBOJBHO je Ja
ITOKaYKEMO JIa [I0CTOje JIBHje IepMyTalyje u3 Sg Koje He KOMYTUPajy. ¥y TOM CMUCJTY, TOCMAaTPajMO

(1 2 3 (1 2 3
m=\2 1 3)> ™7 \2 3 1)

1 =m(m2(1)) # ma(mi(1)) = 3,

IepMyTallje my, o

Bumgnmo ma

IITO 3HAYM JIa T U Mo He KoMyTupajy. Jlaxie, rpyma S3 HUje KOMyTATHBHA. |

ITocbEauLA 7.3 Cumempuuna epyna S nuje xomymamusna 3a k > 3.

Hoxas. Kako je ciayuaj k = 3 Beh obpaben y mperxomHoj jsemu, oHzma 3a k > 3, kopucrehu
CUYAH MPUCTYT, TOCMATPAMO TEPMYTaIlje 1, 7o

3 4 .. k

1 4 --- k/J-

(1 2 3 4 --- k (1 2
m=l2134 k) ™ 23
[Tomrro cy cBu enementu 3a k > 4 dpukcupanu, a Kao U IpUje BPUjeTu

1= m(me(1)) # ma(mi(1)) = 3,

jacHo je ma mp u Ty He KoMyTupajy. Jakie, rpyna Sk, 3a k > 4 HUje KOMYTATHBHA. |



I'pynie uzomerpuja

[pucjernmo ce Eykimicke ynamenocru usmely npuje tauke pasau Py = (a1,b1), Po =
(ag,by) pasnu R?

d(Py, Py) = \/((11 — a2)2 + (b — 62)2.

PasmaTpaMo npecMKaBamba y paBHU Koja wyeajy yoamenocm usMmely tadaka. Ha npumjep,
TAKBO IIPECIMKaBambe je TpaHcjaalmja 3a HeKu (puKCHU BeKTop (U1, v2)

f((xay)) = (w,y) + (UlaUQ) = (ZL‘ + 01,y + U2)‘
JacHo je ma y oBOM ciytajy Bpujean
d(Py, Pp) = d(f(P1), f(P2)),

3a 6u/I0 Koje jBuje Tauxe Pp, Py pasuu R2.

JEOUHULIMIA 7.12 Hzomempuja pasru je 6ujexmueno npecauxasare f : R2 — R? xoje
Yyea YyoamseHocm, 00HOCHO

d(Py, P2) = d(f(P1), f(P2)),

3a ceaxe dsuje mavxe P, Py us pashu R%. Ca T(R?) osnauasamo ckyn ceur usomempuja

PaBHU.

Mako cMo ce y TIPETXOJHOM pa3MaTpaimy OrPaHHYNIN Ha paBaH, jaCHO je Jia ce CBe OJPEeIHUIEe
MOI'y IpeHHjeTH U Ha npaBy R, kao u Ha mpoctop R3. Mehyrum, ogabpamn cmo pasan R? 360r
[TO3HATUX WIYCTPATUBHUX HpuMjepa u3oMmerpuja. C THM y Be3U, HABOIUMO, IIOPE/I TPAHCIAIN]a,
JOIIT HEKe OCHOBHE MPUMjepe M30MeTPHUja PaBHMU.

. HajjennocraBHuju mpuMjep M3oMeTpHje paBHU je MJAEHTHUYKO MpecMKaBamhe Koje ce
Ha3MBa U KOUHIIUIEHIIHja.

(z,y) = (z,9).

. Poramuja 3a yrao 6 y onnocy na dpuckny tauky S, pg.s.

(x,y) — (xcos(f) — ysin(0), xsin(h) + y cos(H)).

IIpumjernmo s1a 3a poranujy 3a yrao ox 180 crenenu jgobujaMo HENITO IITO je IO3HATO Kao
EeHTPAJIHA CUMEeTPHja y OOHOCY Ha (PUKCHY TauKy.

. OcHa cumerpuja o, y oxHocy Ha Heky npasy (ocy) p = ax + by + ¢ = 0. Koopaunare
tauke (s',t') ocHocumeTpuuHe Tauku (S,t) y OJHOCY Ha JIATY TPaBYy P CY

, s(a® —b%) —2b(at + c) v t(b? — a?®) — 2a(bs + c)

5= a? + b2 h T a? + b2




(a) poranuja (b) ocua cumerpuja

Cnuka 7.1: IIpumjepu uzomerpuja

Axko cy f,g nBuje m30MeTpUje PaBHU, OHJA j&

d((f 0 g)(P1), (f 0 9)(P2)) = d(f(9(P1)), f(9(P))) = d(g(F1), 9(P2)) = d(P1, Po)

3a cBake mBuje Tadke P; u P, pasuu. Takobe, konogurmja f o g nBuje Oujexnuje je bujexmja.
Hakne, 3a f,g € Z(R?), ciujenn na je f o g € Z(R?).

IlomtTo je f m30MeTpHja, ma THMe 1 GUjeKIHja, OH/la OCToju f 1 mpecinkasame pasan R?),
3a KOje BpHjeIn

d(f~H(P), fTHR)) = d(f(f (), F(f 1 () = d(P1, Py)

3a cBake JBuje Tauke Pp, P, pasnm, na je Tume u f-1 € Z(R?). Ilpmmjehyjemo ja 3a poranujy
P65 U OCHY CUMETDUjy 0, BPUjeH

-1 ~1
Pgs = P2r—0,5 U Op = Op-

N3 nperxomuor ciaujenu BaXXKHO TBpheme.

JIEMA 7.8 Cxyn ceuz usomempuja, Z(R) pasru R? wunu epyny y odnocy na xomnosu-
YUJY NPECAUKABAILA.

Kao mro je Beh Haryaimeno, npeTxojiHa JieMa ce Moxe ojmocuTn i Ha R u ma R3. 13 came
neduHUITje U30MeTPHUje ce BUIU Jia Ce CBaKU CKyll F Tadaka paBHU U30METPHUjOM IIPEC/INKaBa
y IeMy IoaydapaH CKyIl Tadaka. MehyTum, om mocebHOr 3HaYaja Cy OHE CHMETpHje KOje JaTh
ckyn F' mpecsimkaBajy Ha camor cebe. C tuMm y Besu je cieneha nedpunuimja.

JEOUHUINAIA T.13 3a usomempujy f € I(R?) xaotcemo da wyea cxyn F C R?, yxoauxo
saorcu, da je f(F) = F, 2dje je f(F) ckyn cauka mavarxa us F', odnocro

f(F)={f(P)| P eF}.

Tada xaoscemo u da je f cumempuja cxyna F. Ckyn ceux cumempuja ckyna F o3naua-
samo ca Z(F). [axne,

I(F) ={f €I(R) | f(F) = F}.




3a npoussosban nojgckyn F pasan R2, yBujek mocroju 6ap jejHa H30MeTpHja KOja ra dyBa.
HapaBho, y nuramy je MJIEHTHYKO HPEC/IMKaBabe OJHOCHO KouHnujieHiuja. Bemwuanna Z(F)
3aBHCH OJI CAMOT CKyIa F', OIHOCHO HeroBe 'CHUMEeTPUIHOCTH .

ITpuMJIEP 7.25 Heka je F = k(O,r) xpyorchuua y pasnu ca yenmpom y mavku O u
noaynpewnuxom r. Ceaka ocha cumempuja Yy 00HOCY HA NPOU3BOLHY NPAGY KOJja NPo-
263U Kpo3 uenwmap kpyocrhuue O je yjedno u cumempuja came kpyorchuue. Jaxae, 3602
“beckonaune” cumempuunocmu kpysrcnuue, L(F) je beckonawna epyna.

Iloped ochux cumempuja, usomempuje Koje “YSajy KPYMHCHUUY CY U POMAUUJe 0KO
UEHMPA KPYAHCHUUE 3G NPOU3BHAH Y2a0.

ITpuMJIEP 7.26 Odpehyjemo Z(F) sa ckyn F = {(—1,0),(1,0)}. Osnauwumo A = (—1,0),
A" =(1,0).
ITocmoje camo deuje onyuge, dsa moeyha npecauxasara y L(F). Hexa cy mo f u g.

Onda

1.
f(A)=A4A, f(A)=4,
g(A) = Al? g(A/) = A.

Ipecauxasarvy f 6u mozna da odzosapa vounyudernyuja na R?, dox 6u npeciuxasarvy g
0dzo6apasa ocra cumempuja y o0nocy na cumempany Oyscu AA’.

Ha wucroBjeTan maumn Kako je IOKa3aHO Na je (Z(R2),o) rpyma, mokasyje ce Jla je TO u
(Z(F), o) 3a 6o xoju noxcyn F C R2.

JIEMA 7.9 Hexa je F nodckyn pasru R?. Onda je T(F) epyna y 00nocy na xomno3uyujy
NPECAUKABAIDA.

O/ CBUX HOJCKYIOBa paBHM R?, MHOTOYIJIOBH, OJHOCHO I'DYIIe IbHXOBHUX CHMETPHja Cy IO-
cebno maTepecantHe. OBe Tpyme cy mMajie CHAXKaH yTHIAj Ha Pa3B0j TeOpHje rpyta.

JIEMA 7.10 Hexa je f usomempuja pashu, A u B dsuje mauke y pasnu, a A" = f(A) u
B’ = f(B) wuxose cauke. Onoda ce dyorc AB cauxa y dyotc A'B’. Ilocebro, axo je mauxa
C dyorcu AB, onda je C' = f(C) mauxa dyocu A'B'.

Jlokas. Heka je C rtauka ma gyxu AB. Kaxko je |AC| + |CB| = |AB|, ouna mopa 6utn u
lf(A)F(O)+ |f(C)f(B)| =|f(A)f(B)|. 36or HejeaakocTn Tpoyria, oBo je Morylie camo yKo-
muko je tauka f(C) ma nyxu f(A)f(B). [

W3 uperxomue jgeme, cianjen BeOMa BayKHA UUEHEHUIA.



ITocibEAULIA 7.4 Hexa je P, mnozoyzao y pasru. Onda ceaxa cumempuja P, nepmy-
myje weezosa mjemena Ai, Ao, ..., Ap.

Jloxa3. Heka je AjAs crpanunia muoryriaa P,. IIpema HeMI/I CBaKa CTPaHUIIA MHOTOYTIJIA
ce cimKa y crpanuiy muoroyriaa AjA; ,, npu uemy je A; = f(A1) u Aj = f(A;). Y caydajy
Ja je i = m, oHJa moApasyMujeBamMo ja je A, = Aj.

Y cBakOM ciiyuajy, TjeMeHa ce cimKajy v Tjemena. Kaxko je f Oujeknuja, oHza je jacHo 1a f
3aIIpaBO MEPMYTYje TjeMeHa MHOTOYIJIA. |

Y cyurruam, cBaka CHUMETpHja n—TOyIja je Ha jeJUHCTBEH HAYWH ojpeleHa mepMmyTarujom
mweropux TjeMmena. [locebHO je mHTEepecanTaH U BakKaH C/Iy4aj IPABUIHOT 1 —TOYIJIA.

D

A B
ABCDE ABCDE
B AEDC EABCD

Cruxka 7.2: IIpumjepu cumerpuja neroyriia

Ha caumun BUJIUMO TIPUMjep IBHje cuMeTpuje meToyria. To cy ocHa cumeTpuja Koja
IpoJia3u Kpo3 TjeMe B U cpelnHy CYIPOTHE CTPAaHUIE, KA0 U MEHTPAJIHA POTAIMja 38 yrao O
« on 72 crenena. PykoBomehn ce MCTHM HPUHIAIIOM, BHJIUMO JIa IIOCTOje jOIII OCHE CHMeTpHje
kpo3 Tjemena A, K, D, C, kao u nenrpajiHe poraruje 3a yrioee 2q, 3o, 4a. Y3 UIEHTUYKO
IIpecanKaBambe, a Koje oarosapa u porarnuju of 0, ogaocHo 360 cTemeHn, IOCTOje H U30OMETPHja
IIeTOYTJIAa KOje OJIroBapajy NEeHTPAJIHUM POTAIUjaMa.

Ca spyre crpate, II0CTOje 5 M30METPHja KOje OJroBapajy OCHHM CHUMETPHjaMa Koje IpoJa3e
kpo3 tjemena A, B, C, D, E u cpeaune nacupamuanx crpanuna. /Jlakje, mocroje HajMmame 10
n30MeTpuja Koje dyBajy neroyrao? [la ju nx uma puire?

(® Hexa je R, npasuanu n—moyeao. Koauwxu je ped epyne I(R,)?



Heka je O nenTap npaBuHOT MHOTOYTIIa Ry, OJHOCHO TAYKa OMUCAHOT W YIIMCAHOT KPyra 3a
R,,. Ilpumjerumo poTanuje pq, o OKO TadKe , PEIUMO y CMjepy CyIPOTHOM KpeTaiby Ka3asbKe
Ha cary, Tje je a = 2km/n, 3a k = 1,2,...,n. Taksux poramuja, Bujaumo, uma n. Ako je
P = Pay,0 POTAIUja 33 OCHOBHH yrao 27/n, O4UINIETHO je J1a je

Pak,O:Pk; k=1,2,...,n,

Matrpuyna penpeseHTanuje nepMyTallje Koja oAroBapa POTAIUH Pa, .0 j€

P A1 Ay o Apgnr Ankr2 oo Ap
ks Ak Ak+1 Ce A, Ay c Ak—l ’
sa k € {1,...,n}. Ilopen onucanux poramnuja UMamMo U OCHE CUMETPHje HPABUJIHOI N—TOYIJIA.

OHe ce IjeJITUMUTHO Pa3JuKyjy v cjaydajy Kaj je n HelapHO W KaJl je M MapHO.

Hamme, yKOIMKO je m HemapHO, OHJIa HMaMo, Kao y ciydajy neroyria na Crmim [7.2] radmo
n W30MeTpHja Koje OroBapajy OCHUM CHMeTpHjaMa Koje mpoJjiaze Kpo3 neko o n TjeMeHa u
CpeINHY CyIPOTHE CTPAHMUIIE.

Y cayuajy ma je n = 2k mapHo, Ha IpHMjep y caydajy KBaiapara Kao Ha Cruium OHJIA
nMamMo k m30MeTpHrja Koje 0JroBapajy OCHUM CHMETPHjaMa y OJHOCY Ha IIpaBe Koje mpoJja3e Kpo3
map CynpoTHUX TjeMeHa n—royria. Takohe, mmamo u k m3oMerpuja Koje OIroBapajy OCHUM
cuMeTpujaMa y OJHOCY Ha IIpaBe Koje IpoJja3e KPo3 CpeinHe HACIPAMHUX CTPAHUIA 1 —TOYTJIA.
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Cruxka 7.3: [Ipumjepu ocHUX cuMeTpHja KBajpaTa

Jlaxye, 3a TpOU3BOJHbHU, IPABUJIHU 1—TOYTa0 MMAMO:

- m poralja OKO IEHTPa 3a N pa3jnduTux yriosa 2km/n, 3a k =0,1,...,n — 1.




- M OCHHUX CHMeTpHja y OJIHOCY Ha IpaBe Koje IpoJia3e Kpo3 JBa TjeMeHa (KaJl je m mapHo)
WJIN jeJIHO TjeMe U CPEeJIMHY HacupaMHe cTpaHulie (KaJi je n HenapHo).

To 3maum ja 3a NPaBUJIHU MOCTOjU N—TOYyrao MMaMO HajMarbe 2n M30MeTpHja KOje ra 4uyBajy.
Wcnocrasuhe ce 1o nX U HeMa BHIIE.
Creneha jiema je BaxkHa y npebpojaBarmby YKYIIHOT Opoja n3oMmerpuja nare (purype y paBHU.

JIEMA 7.11 Csaxa uzomempuja je jednodnaurno odpehena cAuKom mpu HEKOAUHEGDHE
maske.

Jloxas. Heka cy A, B,C Tpu HeKoJMHeapHe Tadke, a f m3oMerpuja paBHHU. [IpermocraBumMo
flA)=A' f(B)=B' f(C)=C".

[Tomro cy Tauke A, B, C' nekonmuepane, onga cy To u A’, B, C’. Heka je D npoussosbHa Tauka
pasuu pazmuuanta on A, B, C. Tlokazyjemo na je f(D) = D' jennozanauno oapelhena.

o —~ \ )

A &= '
®
= ; / - Tl
./ ° e ‘k \
c C ’ / ! D
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Cauka 7.4: Cpaka m3oMeTpuja je jeHO3HAYIHO onpeheHa ca Tpu Tadke

Ako je d(A,D) = a, d(B,D) = b, d(C, D) = ¢, onjia Mopa burn

d(A',D")=a,d(B',D")=0b,d(C", D) =c.

To snaun na he ce D' mahu y npecjexy xpyxuuna ki(A’ a), k1(B’,b) u k3(C’,c). Mehyrnm,
IIpecjek TPU KPYKHUIE MOYKe OUTHU CKYyIl OJf JBHje TadKe CaMO Yy CJIydajy Kaja Cy UM IEeHTPH
kosumueapHu. llomTo ce y oBOM ciaydajy paju O TPpU HEKOJWHEAPHUM TadKaMa y KOjuMa Cy
CMJEINTeHN [EHTPU KPYKHUIA, OHJA je MpecjeK TavyHo jeaHa Tadka. Tume je u f(D) = D'
jennozuaqHo oxpeheno. |

Beh nokazamu na je Z(R,) > 2n, 3a npasuwiau n—royrao R,. Cueneha sema yrsphyje
Z(R,) < 2n gnme je yrBpheH Tadan 6poj H30MeTpHja MPABUIHOT 7L—TOYTJIA.



JIEMA 7.12 Hexa je R, npasusnu n—moyeao. Onda je 6poj cumempujo npasusHoe
n—moyeaa jednax 2n. laxae, ped epyne Z(Ry,) je 2n.

Jlokxas. Heka je f € I(R,). Kako f mepmyryje Tjemena n—royria, oHJa je, 6e3 yMamema
ommroctu f(A;) = A, 3a veko k € {1,...,n}. Hebunummmo mmjesor, £(Ay), n pecuor, r(Ag),
cycjena TjeMeHa Ag.

A, ako je k =1 A ako je k =n
(Ar) = { A1 axoje k >1 r(Ar) = { Apy1 ako je k < n.

Hakue, ykyman 6poj moryhuocru 3a f(A1) je n. Koje cy onma moryhuoctn 3a mwemy cycjegaHo
Tjeme, As? 360r uyBama pacrojara, OUUINIeNHO je sia 3a Ao mocroje apuje moryhinocru, ((Ag)
wm 7(Ag). Mehyrum, uzbopom jemne of Te aBuje MOryhiHOCTH, jeTHO3HAYHO je yTBpheHa U CIuKa
3a As, opmnocro f(As). Hakie, ako je f(A1) = Ay, onga

[ 0(0(A)  axo je f(Ag) = L(Ay)
f(4s) = { r(r(Ag)) axo je f(A2) =r(Ag)

Kako je, npema Jlemu ciukaMa Tadaka Aj, As, A3 y mornynoctu oapelhena mzomerpuja,
OHJA je yKymaH O6poj moryhHOCTH cmMeTpuja IpaBUJIHOI NM—Toyriaa 6poj moryhHOoCcTH Ha Koje
mozkeMmo nzabparu f(A;) nmomuoxen ca 6pojem moryhuocrn usbopa 3a f(Asg), mro je 2n. Ilpu-
MjeTumo 1@ u36op f(Az) Ha sujeBy mwim JecHy crpany on Ag, yrephyje n cmjep kojum ce -
KJINYIHO CJINKAjy U CBa OCTAJIa TjeMeHa, y CMjepy Ka3asbKe Ha CaTy Win CympoTHo Tome. Kako je
pannje nokasano Ja je Z(Ry) > 2n, ouga je Z(R,) = 2n. [

C 0063upoM J1a CBAKO] CHMETPHjHU MPABIIIHOT N—TOYTJIa OJIrOBapa jeiHa mepMyTamnmja u3 Sy,
onzia je rpyna Z(R,) 3ampaBo moArpymna rpyie nepmyraiuja S,. 3a Ipyly H30MeTpuja Ipa-
BIJIHOT NM—TOYTJIa KOPUCTUMO mocebaH Ha3mB - dujedapcka 2pyna W OOMIHO je O3HAYABAMO Ca
Do,

JIEMA 7.13 Hexa je p pomauuja oxko uewmpa npagusnoz n—moyeaa Ry, 3a yeao 0d 21w /n
Y cMIepy cynpommom 00 KPemarsa Ka3anke Ha Camy, G 0 OCHG CUMEMPUIG Y 00HOCY Ha
HEKY NPABY KOJa NPOAA3U KPO3 NPOU3GOLHO mjeme n—moyeaa. I'pyna Doy ce cacmoju 00

n pomavuja id, p, ..., p" " un ocnux cumempuja o, po, ..., p" Lo, odnocro

D2n: {d7p7"'7pn7170’7p0'7"'7pn710’}‘

Iocebro, spujedu

0,00_1 =opo = p_l.

Zloxas. Beh cmo koucraroBasm, y Jlemu J1a je Opoj cumerpuja npaBuwIHOr n—royria IRy,
jennax 2n. C TuM y Besm, 3HAMO Ja cy poranuje id, p, ..., p" ' mososuHa TOr 6pOja.

Ca 1pyre cTpame, TOCMATPajMO IpecinKaBama pFo € Doy, 3a k =0,...,n — 1. IIpumjernmo
la OBa Ipec/MKaBamba HECY poramnuje. Hamme, ako 6u pfo = pf, comjern na o = pt= %, am o
nuje poranuja. Hakie, y mutamy cy ocHe cuMerpuje. Kako 3a cBaky OCHY CUMETPHjy BaKu Ja

je cama cebu mHBep3Ha, onjia je u (po)? = id, mTo 3HauM popo = id, OAHOCHO

apa_l =0opo = p_l.




Y cienehem npuMmjepy pa3maTpaMo rpyily CUMETpHja KBaJjipaTa, OTHOCHO Ipyiy Dg.



ITPuUMJIEP 7.27 Hexa cy mjemena xeadpama oznayena cumbosuma 1,2,3,4, xao na cauyu.
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Cumempugje xeadpama, npedcmassene y 06AUKY NEPMYMAUUIa, CY

g (1234 1234\ 5 (1 234\ 5 (1234
“W=\1 23 4)P 234 1)° 341 2)° 41 2 3)°

(1 2 3 4 _12340_12340_1234
7143227 3214/ \2143/7%"\43 21
Howmo cy o; ocne cumempuje onda je 01-2 =1id 3a 1 = 1,2,3,4. Taxohe, youasamo
da je H = {id, p, p?, p®} wuxaunna nodepyna 2pyne cumempuja xeadpama Dg 2enepucara

pomavyujom p. upexkmuum paswymnarbem 0osa3umo 00 MYAMUNAUKGMUBHE mabene epyne

Ds.
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w
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oy | 0o o4 o1 o3 p* id p*  p
o3 | 03 02 o4 o1 p° p id P
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Konaune rpymne

Y KOHTEKCTY HOBe3UBamba ajiredpe ca apuTMeTHKOM, [TOCeOHO Cy 3HAYAjHE IPyIe ca KOHATHIM
OpojeM ejleMeHaTa - KoHawHe 2pyne.

JE®UHULAIA T7.14 Bpoj esemernama wonaune epyne (G, %) nasuseamo ped epyne u
osnauasamo ca ord(GQ) uau ca |G|. 3a esemenm a € G xascemo da uma KonawHu peod
n, axKo je n najmarbeu npupodnu 6poj maxas da je a” = e, 2dje je e jeduHUMHU eaeMeHm,
epyne G. Ped aemernma a y epynu G osnauasamo ca ord(a) usu |al.

ITPUMJIEP 7.28

VKOIMKO HUje Ha3HAYeHO JIpyraduje, y HACTaBKy NeMO IOJpa3yMUjeBaTh MYTHUILIUKATHBHY
omeparujy Ha mocMarpanoj rpymu G,

JAE®UHULINIA 7.15 Axo je G epyna maxsa da je
G={a"|neZ}
onda ce G Ha3u6a UUKAUNKE 2PYNG 2enepucana eaemenmom a us gepyne G. VYV mom

cayuagy Kopucmumo oznaxy G = [al.
Eaemenm a ce nasusa zenepamop zpyne G.

ITpuMIEP 7.29 [locmampajmo epyny cumempuja xeadpama. Kao wmo cmo eeh yowuiu,
epyna uma 8 eaemenama. Hexa je p pomauuja 3a 90 cmenenu. Onda je

H = {p7 P27P3ap4 - Zd}

nodepyna epyne cumempujae keadpama. Jacno, H je yukiuuHa epyna 2eHEPUCAHA EAEMEH-
mom p.

Heka je H noarpyna mynruiuinkarusae rpyme G, a t ejiement rpyne G. OHja ckyn

tH = {th | h € H}

Ha3WBAMO JIMjEBU CYCKYII WK JIMjeBU KoceT noirpyie H. AHajorHo JedUHANIIEMO U JECHU
cyckyn Ht. C o63upom Ha TO J1a je jequHudHE ejieMenT y noarpynu H, ouna jet € tH. Enement
t je mpeacTaBHUK cyckyna tH. YV ciaydajy agutusae rpyie (G, aujeBu koceT nojarpymne H je

t+H={t+h|heH}




JIEMA 7.14 Hexa je H nodepyna mysmunaiuxamusne epyne G, a t1, to mpousgomtu
eaemernmu epyne G. Ownda

t1'H =toH uau t1H Nt H = .

Taxobhe,
|t H| = [t2H| = |H]|.

/loxa3. llpernocraBumo na
t1HNtoH ?é (Z),

onHOCHO Jia a € t1H NtoH. To sHaum jma je a = t1hy = toho, hi,ho € H. Onasue caujean ja
t = tghghfl, omnHocHo t1 = toh/, taje je h' = hghfl, mrro snaun h' € H. Jlaxie,

t1H CtoH.
AHaJiorHO, ciujenn Ja je
toH C 41 H,
I1a, KOHAYHO 3aK/by4dyjemo ma je t1H = toH.
3a apyru jquo TBpherma, J0BOJBHO je Ja JoKaxemo na je |t H| = |H|. Kaxo je
tih =t 1/

3a h, h' uz H, moryhe nck/byunBo ako je h = h/, onja je jacno na je 6poj enemenara y t1H
jennak 6pojy enemenara y H. Tuwme je TBpheme mokazano. |

JIEMA 7.15 Hexa je H nodepyna myamunauxamusne epyne G. Onda nocmoju nodckyn
A C H maxo da je G ducjynkmna ynuja Cycyxynosa wuju cy npedcmasHuyy us cxyna A,
00HOCHO

G = U gH.

geA

oxas. Heka je nara noarpyna H mynrunsimkarushae rpyte G. [Hocmarpajmo penanujy =g Kojy
neduHUIIIeMO Kao

a=pb < a 'be H < aH = bH.

Ounrneamo, oBa pefaluja je pejannja eKBUBaJeHIje, Ta ce cKyl (G MoyKe TPEICTABUTH Kao
JINCjYHKTHA YHUja KJlaca eKBUBAJICHIMjE, & YMjU je CKYI MpeJCTaBHUKA 3alpaBo MOACKyn A
ckyma G.
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TEOPEMA 7.1 (Jlazpanorc) Hexa je H nodzpyna konaune epyne G. Onda je ped epyne
H Jdjeaumen peda epyne G, odnocHo

|G| = n|H|

3a nexo n € N. 3a 6poj n xascemo da je undexc nodepyne H y epynu G.

Jloxas. Axo je H = {e} win H = G onza je TBpherbe TPUBUjATHO TATHO.
IIpernocrasumo ga 1 < |H| < |G|. Heka je t; € G\ H. Onza je, na ocrony Jleme |7.14]
|t1H| = |H| utiHNH = (). Ykoauko je

HuttH=G

OHJIa je JIOKa3 3aBpIeH. Y cynpoTHOM, Heka je to € G\ (H Ut H). CiandHo, Kao y IPETXOIHOM
Kopaky, umamo |toH| = |H| n
toHNH =toHNt H = 0.

Orer, ako je
HUtiHUtH =G,

JIOKa3 je 3aBpIlleH, a ako Huje, oHa bupamo t3 € G\ (H Ut H Uty H). 360r KOHAYHOCTH TpyIe
G, jacHo je ma ce 0Baj HOCTyIaK MOpPa 3aBPIIMTH y KOHAYHOM OpOjy KOopaka, Iia

HuuytHU---Ut,1H =G.

C ob3uopm Ha TO Ja je
]H’ = |t1H| :...|tn_1H|,

U3BOJMMO 3aKJ/bydak Jla je
G| = [H|+ [t H| + - + |tn—1 H| = n|H],

quMe je TBP/ma JI0Ka3aHa. |

ITpuMIEP 7.30 [ocmampamo epyny yujesux 6pojesa (Z,4+) u roeny nodepyny naprux
uujeaux 6pojesa

27 = {2k | k € 7}

Yy 0dnocy Ha cmandapdno cabuparse. Huje mewko saxpyvumu da nocmoje camo 06a Kocema
y o0nocy Ha damy nodzpyny, 00HOCHO da je

Z=27ZU(1+27).

JIEMA 7.16 Hexa je G xonauna 2pyna, ot npouseonar eAemenm padsusum o0 jeduruy-
noe. Onda je ord(t) xonauan u

[t] ={1,t,..., "1}

2dje je ord(t) = n. To 3nauu da je ord(t) = |[t]].
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Joxas. C ob3upom Ha TO jia je pen rpymne G KOHAYaH, a eJIEMEHTH
1,t,t2, ...

u3 rpyre GG, OHJIa je jacHO Ja mocToje IpupoaHu Opojesu k u £ Tako ja
th =+¢*,

V3 mpetmocTaBKy Ja je k > £, a Koja He yMaryje OIIITOCT, OHa je
=1,

u3 dera ciaumjenn Ja je pej esementa ¢ konadan. Hexka je ord(t) = n.
Heka je m npoussosban 1o 6poj. Onpa je m = ng + r, upu demy je 0 < r < n. 3aro je

= = (M) =t

Haxkure,
[t] = {1,t,...,t"" '}

TToc/bEAUIIA 7.5 Hexa je G konauwna epyna, a t npoudsonsaH eAemeHm pasiuyum oo
jedunuunoe. Onda je ord(t) xonauan u dujeau ped epyne G.

Jlokas. Kaxo je ord(t) jennak pejly nuk/udHe moArpyie [t], onga Ha ocHOBY JlarpaH:koBe Teo-
peme ord(t) mujemu pex rpyne G. |

5  MyaruniaukaTuBHa rpyna Z,

Beh cmo xoncraToBanu ga je Zy, SKyIl CBUX ocTaTaka 1o Momayny n, AbejoBa rpyna y oj-
HOCY Ha OIepaIyjy MOJyJapHOr cabupama. Mehyrum, Z, Huje rpymna y OIHOCY Ha OIEPaIHjy
MOJIyJIapHOT MHOXKerha. Hamme, J1ako ce mpoBjepaBa Jia y OIINTEM CJIy4ajy He IOCTOjU WHBEP3
3a CBaKH JIATU €JIEMEHT.

Ha npumjep, 3a n = 10, e mocroju uuBep3 3a 4, ogHOCHO HHUje Moryhe Hahu ejeMeHT a u3
Z1¢ TakaB Jia je

4a =1 (mod 10).

MebyTum, ako mocMaTpaMo caMo OHe eleMeHTe KOjU Cy y3ajaMHO MPOCTH y OJHOCY Ha HEKH
6poj n, oHja ce mobuja Ta HegocTajyha "KOMIOHEHTa” Koja HaM je hajimyia y MpeTXOHOM IIPHU-
Mjepy. Taj ckym ce yobudajeHo y JimeTapTypu O3HaYaBa ca Z),, aji NeMO MU KOPUCTUTH O3HAKY
I,. Hakie,

Z, ={[a] € Z,, | u3a(a,n) = 1}.
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I JIEMA 7.17 Cxyn L, y o0nocy Ha onepavyujy muostcerva no modysy n je Abeasosa epyna.

Jlokas. Heka cy [a] u [b] enementu Z,,. Ilomro je u3m(a,n) = w3a(b,n) = 1, onxa je npema
Jlemn H3,u(ab,n) = 1. [Haxkue, [ab] € Z,, onnocuo [a] 3%, [b] € Z,. Kako je momynapHo
MHOXKEHE aCOIMjaTUBHA U KOMYTATUBHA onepanuja, ouja je (Z,, 3%, ) HoIyrpyma.
Heka je [a] € Z,, npousso/ban esement. Kaxko je H3a(a,n) = 1, onma npema Teopemu
nocroje @’ u n' Taksu na je
aa’ +nn' = 1.

To zanpaso 3uaun ja je aa’ = 1 (mod n). Ipumjernmo na je [d] € Z,,. Hakine, [a] je mynTu-
IINKATUBHU UHBEP3 ejieMeHTa [a] ¥ Z;,, OJTHOCHO

Saksbyuayjemo 1a je Z, AbesoBa rpyua. |

ITpuMJIEP 7.31 Ilocmampamo

Tao = {[1], [3], [7], [9], [11], [13], [17], [19]}.

Ped ose zpyne je 8. Pauymnamo ped nojeudnux esemenama. Iowmo je 3* = 1 (mod 20),
onda je u [3]* = 1 y epynu Too. Jawase, ord([3]) = 4.

Ha ocuoBy nedununmje ckyna Z,, umamo

7, :{[1]7"‘5@_1]}7

JIOK Ha OcHOBY Jleme camjenn fa je (Z,, %, ) AGenosa rpyma.

IToc/BEAUIIA 7.6 Axo je p npocm 6poj, onda je I, = {[1],...,[p — 1]}, na je no npem-
xoonoj aemu (I, 3%, ) Aberosa epyna.

IIpcTrenn u mospa

Bunjenu cmo na je ckym nujesux 6pojeBa Z y ojHOCY Ha cabupamme AbesioBa Ipyia, JIOK je y
OJIHOCY Ha MHOXKeibe mosiyrpyna. CeM Tora, 3Hamo Jia je oleparija MHOXKEHa, JucmpudymusHa
y OJIHOCY Ha cabuparbe, 0HOCHO BPHUjeIn

(a+b)c=ac+bc, a(b+c) =ab+ ac (7.1)

3a CBaKoO @, b, ¢ u3 Z. CJjiM4HO, MOXKEMO JIa [MOCMAaTPaMO U CKYyI PAI[MOHAJHUX, PEAJHUX HJIH
KOMILJIEKCHUX OpojeBa.
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JAE®UHULINIA 7.16 Hexa je R nenpadan ckyn, a + u - onepayuje na rwemy. Axo je
1. (R,+) Ab6enosa 2pyna
2. (R,-) je noayepyna

3. Onepayuga - je ducmpubymuena y 00HOCY HG +, 0OHOCHO epujedu 3a ceaxo a, b,
cu3 R,

onda ce ypehena mpojka (R, +, ) nasusa npcmen. YKoaukxo je onepayuja - KomMymamuena,
onda kasrcemo da je npcmen (R, +, ) komymamusan. Axo je (R,-) monoud, odnocro ako
NOCMOoJu JeQUHUYHU eAeMEHM Y 00HOCY HG ONEPAYUJY +, 0Hda Kadcemo da je mo jedunudru
eaemenm npemena usu da je (R, +,-) npcmen ca jedunuuyom.

ITpuMIEP 7.32 Vpehena mpojka (Lo, +m 5 %m ) je npemen. Hauwme, nosusajyhu ce
HG ﬂemy anamo 0a je (L, “m ) Abeaosa epyna, 00k je (L, pm ) KOMYymMamuery
Mmonoud. Ilowmo je

a(b+c)=ab+ac (modm), (a+b)c=ac+bc (modm)
3a ceaxo a, b, c uz Z, mo je onda
[a] 3 ([b] Fm [c]) = [a] 3m [b] Fm [a] % [d],

([a] Hm [b]) %m [d] = [a] 3m [c] +m [0] %m [c].

3anpaso, 060 je KOMYMAMuUEHU NPCMEN Ca JedUHUUOM.

JE®MHULNIA 7.17 Hexa je(R,+,-) npecmen i 0 neympaanu eaemenm y 00nocy Ha one-
payugy cabupara. Yroauxo je (R \ {0},-) Abeaosa epyna, onda ypeherny mpojry (R, +, )
HA3UBAMO TLO/BE.

JIEMA 7.18 Hexa je p npocm 6poj. Owda je (Zp, +, , 3%, ) nose.

Joxas. Ha ocuosy Ilpumjepa , umaMo 1a je (Zp, *p , 3%, ) npcren. Kaxo je npema Jlemu
ckynZ, = {1,...,p—1} y onHocy Ha omeparujy MOLyJIapHOr MHOXKeba 3%, AGesioBa rpyIa,
oHJa je jacHo na je (Zyp, +p , %, ) mosbe. [ |
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8 IIpoctu 6pojesn

BjepoBarHo He 1ocToju y uCTOpuju MaTeMaTHKe [I0jaM KOjU je IPUBJIAYNO BUIIE aKIbe KAKO
JIaMdKe, TAKO U CTPYYHe MaTeMaTH4Ke jJaBHOCTHU O IPOCTUX OpojeBa.

AEovHUINIA 8.1 Ipupodan 6poj p > 1 je npocm akxo wema dpyeuxr djesumena cem 1
u cebe. Axo npupodan 6poj m > 1 nuje npocm, onda je CAOHCEH.

ITPpuMJIEP 8.1 Odpedumu npocm 6poj p axo ce 3na da cy p+10 u p+ 14 npocmu 6pojesu.

Pjememe. 3a p = 3 cy p+10 u p+ 14 npoctu 6pojesu. Axo je p > 3 mpocT 6poj, oHA je OH
wim obsinka 3k + 1 uiam obimka 3k+2, 3a Heko k € IN. V upsom ciryuajy je p+14 = 3(k+5),
ay apyrom je p+ 10 = 3(k + 4) cooxken 6poj. dakie, jequnu takas p je 6poj 3. |

JIEMA 8.1 Hajmaru djeaunay, sehu 00 jedunuue, mpoussonnoz yujesoz bpoja je npocm
opoj.

Zoxas. Heka je n 1o Opoj um HeKa je ¢ HeroB HajMamu Jfjesusall Koju je sehu ox 1. Ako 6m
q 6o cjoXKeH, OHJa OW IMOCTOja0 HEKM JIjesIujall p 3a Koju Baxku 1 < p < ¢q. Ho, Ttama 6u p
njenuai; u Opoja n, na ¢ ue 6u 6mo HajMamu Mehy ajesmonuma 6poja n koju cy Behum ox 1. M

TEOPEMA 8.1 (Eyxaud) Ilocmoju 6eckonayuno mrozo npocmuz 6pojesa. Ipyeum puje-
yuma, 00 ceakroz npocmoz bpoja nocmoju eehu npocm 6poj.

Zloxas. TlpernmocraBuMmo fa TBpheme HUje HCTHHUTO, OJHOCHO JIa MIOCTOJM KOHAYAH CKYIl MIPOCTHAX
o6pojeBa p1,p2, ..., Pk, & Ja Cy CBU OCTaJIM Ipupoauu OpojeBu Behn ox 1 ciioxkenn. Bpoj

N=pp2---pp+1

je mpema ToMme cjokeH. Ha OCHOBY mpeTxojiHe JieMe, CJUjeSin Jia je HajMarbu Jjjestusall, Behn
on 1, mexku mpoct 6poj. Mehyrum, To uuje moryhe, jep N npuankoMm muje/berba ca OUI0 KOjUM
IpoCTUM OpOjeM W3 JIUCTEe P1, P2, ..., Pk daje octarak 1. To 3Hadm ma CKyl MpocTUX OpojeBa
Mopa 6uTu 6eCKOHAYAH. [ ]
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ITPuMIEP 8.2 Kopucmehu udejy us Eykaudose meopeme, noxasamu da axo cy q1,q2, - - - , qn
npocmu 6pojesu, onda nocmoju npocm 6poj q ¢ {qi,-..,qn}. Hapasno, yseswu y 063up
camy mepdrwy Eykxiudose meopeme, dokas ose wurbeHuUe je MPUBUJALGH.

Kopucmehiu udejy y doxasy nasedene meopeme, nexa je N = q1---qn + 1. Ha ocnosy
J]eMe nocmoju npocm 6poj q makas da q | N. Cad ce jednocmasho nokasyje da

q¢{q, .. an}

TEOPEMA 8.2 Csaku npupodan 6poj n > 1 moorce ce npukadamu (npedcmasumu) kao
npoussod npocmux 6pojesa. Osaj npukxad je jeduHcmser, 00HOCHO 068G NPEICMABHAIA Ce
MO2Y PASAUKOBAMU CAMO Y NOPEMKY YUHUAAUG.

IIpumjernmo ma mperxoiHa TeopeMa 0be30jehyje ma ce cBaku npupoan 6poj n Moxke IpUKa-
3aTn y OOJIUKY
n=pypy* P,
rije ¢y pi,-...,Pr pasauautu OpojeBH, a Q, ..., &, Npupoaau Opojepu. OBaj IpuKa3 HA3UBAMO
KAaHOHCKHMM pacTaBJbaibeM W KAHOHCKOM (haKTOpHU3aIinjoM IIpUPOIHOT Opoja Ha IPOCTe

YUHUOIIE.

JIEMA 8.2 Axo je p, npocm 6poj koju je n—mu no pedy y Hudy npocmux 6pojesa, onda
je pn < 22" 34 ceaxo n > 1.

Jloxa3. Iloka3 M3BOAMMO MHIAYKITNjOM IO 1. Pe3ysTaTr ounurienno ciaujen 3a p; = 22",

IIperniocraBumo 1a TBpheme Bpujean 3a n = 1,2,..., k. Kao u y nokazy Teopeme 6poj
p1p2 - - Pr + 1 Mopa OuTH Jje/bUB ca HEKUM IMPOCTUM OpOjeM p, IPHU 4YeMy Taj MpocTu Opoj He
MOYXKe OUTH HEKU OJ P1,P2,---,Pk, jJep OU oHma Taj mpoctu O6poj aujerauo 1, mro je Hemoryhe.
Hakute, Taj npoctu 6poj p Mmopa 6butu Behu wiaum jegHak of pgr1, 114

Pest Sp<pipr-opr+1<222 22 41 =921 4
Ha npyroj crpanu,
22141 = %22’“ +1<2?,

OBje MO KOPHUCTUJIN WHIYKTUBHY IIPETIOCTABKY Ja je p; < 22 3ai < k, ka0 u popmyiy
3a cyMy k 9IaHOBa M€OMETPHjCKe IIPOrpecuje. |

Hamomenumo nma je oBa mpoljjeHa, Mako TadyHa, BeoMa cjaba y CMHCIY mperusHoctu. Ha
. 3
npumjep, ps = 7, a 22" = 256.

JIEMA 8.3 Axo je p npocm 6poj u p | ab, onda p | a usu p | b. Onwmuge, axo p |
a1a9 - - - Qp, ouda p ujesu bap jedar YWUHUAGY, Q.

Zoxa3. Ilpermocrasumo ma p we aujemn a. OHma Cy p U @ y3ajaMHO TPOCTH OpOjeBh. Y TOM
cJIy4ajy, Ha OCHOBY JIeMe caujenu ga p | b. Ommruju caydaj ce Mo KCTOM MPHUHIUITY JTOKa3yje
UHIYKITIjOM. |
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IIpuMIEP 8.3 Jlokazamu da axo je n nenapar 6poj, onda je n> — 1 djewus ca 8, a axo je
n npocm 6poj eehu 00 3, onda je n® — 1 djewus ca 24.

Pjememe. [Tomro je n? — 1 = (n — 1)(n + 1) npoussos aBa y3acTomna napHa 6poja, oH/Ia
je bap jeman o mUX nje/buB ca 4, ma je mpou3BoJ Aje/buB ca 8. YKOJUKO je n MpocT Opoj
Behu or1 3, oHJla n HEje JjesbUB ca 3, ajlu 3aTO HEKU O] HeroBux cycjejia, n — 1 win n + 1
mopa 6utu. Crora je mpousBoJ JjesblB ca 8 U 3, OIHOCHO ca 24. |

ITpuMIEP 8.4 Jlokasamu da

He Moorce bumu yujesu 6poj.

Pjememe. Hexa je k majsehu nmo 6poj 3a koju je 2% < n u P nponssos cBUX HemapHHX
6pojeBa koju Hucy Behm om m. IlpermocraBumo, cynporHo TBphemy, na je 6poj M 1muo.
Omya je u 281 PM mumjesm 6poj. Mehyrum, Taja mmMaMo sa cy y u3pasy

1 1 1 1
P IPM =2 P+ S+
(2 + 3 * 2k Tt n)
. . k-1 L P .
CBH cabuUpIH Iuje i OpOjeBH N3y3€eB 2 P2—k =5 Konrpamukimja. |

TEOPEMA 8.3 Axo je npoussod dsa pesamuero npocma npupodna b6poja xeadpam uuje-
A02 6poja
ab = ¢, m3a(a,b) = 1,

onda cy a u b maxohe xeadpamu Hexuxr yujeaur 6pojesa.

oxas. Ha 6u 6poj 6uo KBaJpaT HEOIIXOHO je W JIOBOJBHO Jia CY MY CBU €KCIIOHEHTH y (hakrTo-

pusamuju napan. Kako cy 6pojesu a u b y3ajaMHO HPOCTH, CBAKH IIPOCT Jije/miar 6poja ¢ ce

jaB/ba wn 'y paxkTopusaiuju 6poja a uau b, aau He y oba. M3 Tor paziora, eKCIIOHEHTH TPOCTUX
O6pojeBa Koju y ydecTBYjy v dakropuszaiuju Opojesa a u b Mmopajy 6utu mapHu. |

ITpumMIEP 8.5 Odpedumu cee npocme 6pojese p u q 3a Koje je
p2 — 2q2 = 1.
Pjememse. /laTa jennaunna ce MOXKe HAIUCATH Y OOJIHKY

(p—Dp+1) =24

Ouuriesino, 3a p = 2 oHa HeMa pjemniema. Ako je p upoct u p > 2, orya (p—1)(p+ 1) mopa
6uTH J1jesbuBo ca 8, ma je ¢ mjespuBo ca 4, ma ¢ Huje mpocT, n3y3es ako je ¢ = 2. Ho, y Tom
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cay4ajy, p = 3. Hakite, jenuno pjemreme je p =3 u q = 2. |

WurepecantHo je, kopurhemeM dakTopusalmje nujeanx OpojeBa Ha mpocTe (pakTope, omer
pasMoTpuTh HajBehu 3ajemHMYKN Ajesmial U HajMamu caapxKaial. Hamme, j1ako ce 3akibydyje

a

uzz(a,b) = Hpmin(a(p)ﬁ(p)),
P

H3c(a,b) = Hpmax(a(p)ﬂ(p)).
P

Ogaj 00JiuK TpescTaB/balba U YNEEHUIA JIa 33 IPOU3BOJbHE NIPUPOJIHE OpojeBe v 1 3 BpuUjen
min(«, f) + max(a, f) = a + 3,
JOKa3yje Ha jOII jeJJaH HAuUmH TeopeMy OJTHOCHO 113 je
u3xa(a, b) vac(a,b) = |ab|,

3a HeHyJTe nujese 6pojese a u b.

ITPUMJIEP 8.6 /lokasamu da ceéaxu caodicen 6poj n uma npocm “UHUAY P < /1.

/oxas. Heka je p majmamwu npoct 6poj koju jaujesn n. Cinjenn ja je
n = pm, Opu 4emy je p < m.

Iakne, n > p?, mTo 3Ha4m qa p < /n. ]

ITPUMIEP 8.7 Hexa cy p1 = 2,p2 = 3,p3 =5,..., a Yy onwmem CAYuajy, p; npeicmasna
i-mu npocm 6poj. loxasamu uau onosperymu da je

pip2--pnt+1

npocm 3a cee n > 1.

[YuycrBo: Ako je n = 1 onza je 241 = 3 upoct. Ako je n = 2 cimjeu ga je 2-3+1 =7
mpoct. Ako je n = 3, Takobe je 2-3 -5+ 1 = 31 mpoct. [IpobaTu jorr Heke BpujeIHOCTH
3a n. Kopucruru [pumjep ]

ITPuMJIEP 8.8 Jlokasamu da npocmux bpojesa obauxa 4k + 3 uma 6eckora o MHO20.

Pjemieme. Csu nHenapuu npoctu 6pojesu cy obnuka 4r + 1 wiu 4k + 3. Jlako ce youasa jia
ce MHOXKemeM JiBa O6poja obiuka 4r 4+ 1 nobuja 6poj ucror obauka.
[Tpermocrasumo ma cy {p1,p2, - .., Pn} cBU npoctu 6pojeBu obinka 4k+3. Tlocmarpajmo
6pOj
dpipe -+ pn — 1.

Ogaj 6poj auje obsuka 4r—+1, mro 3Haxu j1a uMma 6ap jeaan npoct dpakrop obsuka 4k+3. Ha-
rMe, aKo OU CBU eroBu 9mHUONM Omtn obuka 4k + 1, oHxa 6u 1 Tpou3BoL OO TOT 0O/THKA.
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Hakue, jenan meros npocrt dakrop obsnka 4k + 3 Mopa 6uru u3 ckyna {pi,p2,...,Pn}, a
oJlaTyie CJAujen Jia Taj mpocT 6poj aujesn 1, mro je Hemoryhe. 3akjbydyjeMo Jia je MpeTio-
cTaBKa Jia UMaMO KOHAYHO MHOI'O IIpPocTux OpojeBa obsinka 4k + 3 je morperrnna. |

ITPpuMJIEP 8.9 Jloxazamu da 3a ceaxu npupodar 6poj n MOCMOJU 1 Y3ACTMONHUL CAOMHCE-
HUT O6pojesa.

Pjememe. [locmarpajymo 6pojese
m+D)!+2, (n+1)!+3,...,n+ D) +n, (n+ 1) +n+1.

Ceaku oJ1 garux 6pojeBa obsmka (n + 1)1+ 7, raje je 2 < j < n+ 1 je cioxeH, jep ce
dakTop j MOXKe M3BYyhH Kao yajeJHUYIKN 3a JIBa cabupKa. |

IMTpuMJIEP 8.10 /Jokasamu da ne nocmoju noaurom f(x) ca yjesobpojnum xoeduyujen-
muma cmenena m > 1, maxase da je f(n) npocm 3a cee n € IN.

Pjememe. Heka je f(1) = p. Tazna je p npocr 6poj. Kako ysujek = — y aujean ™ — y™,
ouna je f(1+ kp) — f(1) njessuso ca (1 + kp) — 1 = kp. Onasaje camjenn na p | f(1+ kp)
3a cBaku k € IN. Mebyrum, f(1 4 kp) je mpocr, ma mopa 6utu f(1 + kp) = p 3a cBako
k € IN. Bnauu, nomuaoM f(z) — p uMa GECKOHAYHO MHOIO HyJIa, OJIAKJIe 3aK/bydyjeMo JIa je
f(x) = p, a mro je y cympoTHOCTH Cca MPETHOCTABKOM Ja je crenen noimnoMma f(x) sehu o
jesaH. |

IIPUMIEP 8.11 Hexa je 6poj 2" + 1 npocm. Jdoxazamu da je mada n = 0 usun = 2F 3a
nexu k > 0.

Pjememe. [Ipernocrasumo cynporHo, 1a je n = 28m, raje je m memapan 6poj sehin ox 1.
Tana je
n _ 2k m
2"+1=(2 +1,

ma 22° 4+ 1 | 2" + 1, jep = +y | ™ 4 y" 3a wenapuo m. /lakie, ako je m > 1, 6poj 2" + 1
“Ma HeTpuBHjaHU (hakTop, na Huje npoct. 3 tora ciaujenu TBphembe. |

Bpojesu obsmka 22" 4 1 maszusajy ce @epmaosu 6pojesu. Maxo je Pepma cmarpao 1a
cy cBu OpojeBu TOr 0OJ/IMKa IPOCTH, 1mocToje u ciokenu Pepmaosu Opojesu. Ha mpumjep, 6poj

232 4+ 1 je cooxen.

ITpuMJIEP 8.12 Hexa je 6poj 2™ — 1 npocm. oxasamu da je mada m npocm 6poj.
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Pjememe. Axo 6u 6miio n = ning, 1 < ny,ng < n, 6poj 2" —1 = (2™ )"2 —1 6u 6uo JjespuB
ca 2™ —1. |

Bpojesu obsuka M, = 2P — 1, 3a npoct 6poj p, nasusajy ce Mepcenosu 6pojesu. Hexkn
MepcenoBu 6pojeBu cy mnpoctu Kao Ha npumjep My = 127, a HeKu CJIOXKeHU, Kao Ha IPUMjep
M7, = 2047 = 23 - 89. Xwunoresa je ma mMa OeCKOHAIHO MHOrO mpoctux MepcenoBux O6pojesa.

JIEMA 8.4 Hexa cy ai,as,...,0, Y NAPOSUMA PEAAMUBHO NPOCMU NPUPOOHU Opojesu,
a npoussod ajas---a, = b 3a Hexe mpupodne 6pojese b u m. Onda je ceaxu a;, 3a
i =1,2,...,7 maxohe m—mu cmenen nexoz npupodroz 6poja.

Zloxas. 1lperrocraBumo J1a je
b= pilpgz . 'ka.

Onjya je
m meq , meg merg
b o pl p2 o oe e pk .
[Tomrrro ¢y cBu OpojeBu a; Koju ydecTByjy y dakrtopm3anuju b y3ajaMHO HTPOCTU, TO 3HAUH
Jia ce y (bakTopHM3aIuju HEKOT a; WM I0jaBjbyje cTemeH mpocrtor Opoja y "mynom" obumy, Ha
. me;
upumjep p;
me; . . . . .
p; 7 yaectByje y dakTOpU3aIUju jeTHOT, a JU0 Y (PaKTOPHU3AIMIjU HEKOT JIPyror a;, jep Om To
HaPYIIWIO MPETHOCTABKY JIa Cy OHHU Y ApOBUMa y3ajaMHO pocTu. Jlakie, CBU CTeleHn IPOCTUX
6pojesa y bakTOpU3AIUjU TPOUIBOJHHOT @ CY JIjeJbUBHU CA M, 1A Cy U CAMH M —THU CTEIIEHN HEKOT
npupoIHor 6poja. |

WM Cce YOIIITe He 1ojassbyje. JIpyrum pujedmma, He MOXKE Ce JIECUTU JIa JIHO

IToc/bEAUIIA 8.1 Axo je m npupodan 6poj koju Huje nomnykn xeadpam, oxda je /m
UPAYUOHALAH.

. a .
Jloxa3. 1lpernoctaBuMo Ha je /M paluOHAJJIAH, OIHOCHO \/m = 7 rije cy a u b npupoanu

6pojesu. Cuwmjenu na je

Hexka cy mare dpakropusanuje 6pojesa
a :pilp? . .ka ub—= p{1p£2 . .pﬁk.
[Mpumjerumo ma cy e; — f; > 0 3a cBako ¢, Te na je

. . o 2
m — <pi1 flp;2 f2”.p2k fk‘) ’

IITO 3HAYU /1 je M MOTIYH KBaJpaT. |
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Teopema o aucTpmbynuju mpocTux OpojeBa

JeJlHO BakKHO IUTamE KOje Ce TU4e IIPOCTUX OpojeBa je IMpoIjjeHa KOJIUKO MX UMa y HEKOM
MHTEPBAJIY, OJIHOCHO KOJIUKO UMa IIPOCTUX OpPOjeBa KOjU Cy MarbU OJi HEKOT 3a/[aTOr IPUPOJIHOT
6poja n?

Hedunnmumo dyrknumjy m(n) Kao 6poj mpocrux 6pojeBa KOjU Cy MAbU U jeTHAKH 1

m(n) =KpeP[p<njf

VY cnenehoj Tabesn cy jare HeKoMKO npBuX Bpujegnoctu dyukuje 7(n). [Ipumjernmo ja
je dyHKImja MOHOTOHO pacTyha

n [2]3[4]5[6]7]8[9]10]11
) [1] 223344445

Y kpurrrorpaduju, BpJIo 4ecTo ce KOPUCTe BeoMa BeJIUKH IpocTu opojesu. Mako je mokazaHo
Jia IpocTuXx OpojeBa mMa 6eCKOHAYHO MHOIO, je/laH O/l IpobjeMa je M Kako Hahi JIOBOJbHO BEJIMKHI
npoctu 6poj. OBaj mpobjieM je Be3aH 3a NMuTame TUCTpuOynuje mpoctux opojeBa. Ha mpumjep,
KOJIMKO je BjepoBaTHO Ja IaThU MHTepBaJ caipzku mpoct 6poj? Ciemeha Teopema, Kojy JajeMo
0e3 mo0Ka3a, Jaje OAroBOp Ha MpeTxomHo nutarme. Hamme, kaxke ma je moryhe mahu mpoct 6poj
3ajaTe BeJNInHe, a U Ja TO, C 003UPOM Ha I'yCTHHY IIpOCTUX 6pojeBa P yHyTap cKylta mpupomHmx
OpojeBa, HUje TEIIKO.

TEOPEMA 8.4

n—o0 n

JlakJre, rperxo/iHa TeopeMa Jiaje IPUINYHO Ta49HY aIllPOKCHUMAIHjy O Opojy mpocTux Opojsa
MarmbUX WA jeTHAKUX 7

7(n) ~ —

“In(n)’
IITO 3HAYN 113 je Opoj mpocTux 6pojeBa y HHTEpBay (ni,ng) mpudbanKHO 7(ng) —m (N1 ), OJHOCHO

ny . niy
In(ng) In(ng)’

Mmuoru BestmKu Ipob/IeMr y KCTOPHUjI MaTeMaTHKe Cy Be3aHH 3a IpocTe Opojese. Jorn yBujex

ITOCTOJU MHOT'O OTBOpEHHuX mpobjieMa u3 oBe objiacTu, a Mu hemo HaBecTu Heke. Ha mpumjep,
MPETIIOCTABIBA Ce JIa TIOCTOJU HECKOHATHO MHOTO NPOCmuL 6AU3aHAYA, OJTHOCHO TTapOBa TPOCTUX
6pojeBa p u p + 2. Takobhe, uyBena [oadbazrosa runomesa Kaxe Ja je cBakd mapaH 6poj moryhe
IIpeJICTaBUTH Kao 300p JBa IpocTa Opoja.

ITpuMIEP 8.13 Jlokaszamu da je usnosicunaty, ca xojum damu mpocm 6poj p dueypuwe y
KaHOHCKO] Parxmopusayuju 6poja n! jednax

PRERERS
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Pjermeme. Ako je p > n, oHJa je HaBeJeHa CyMa jeJTHAKa HYJIH, IITO Ce TMOKIana ca IhH-
HEUIIOM [1a, ¥ TOM CJIy4ajy p He ydecTByje y dakTopusanuju Opoja n.
3a p < n BUAUMO J1a ©MaMO
p p?

6pojeBa Koju cy Mambi WIH jeJHAKH O 7, a JAjeJbHBH Cy ca p, JounM mucy ca p°. Cimdno,

n n
p p

6pojeBa KOJI Cy MAmbU MM jeJHAKH O 1, JAje/bHBUX Ca P2, ajad He ca po.
Ha Taj maunn, mosmasmmo 10 3aK/bydKa 18 je W3JI0KUIaIl IpocTor dpakTopa p y (dpakTo-
puzamnuju n! jemHax

131231 1) (- - 1+ 31

IIPuMIEP 8.14 Jlokasamu da je n* +4 caooicen axo jen € N, n > 1. (Osaj sadamar je
nosnam xao zadamax Coguje 2Kepmen)

Pjememe. Ilomro je
nt+4=m?-2n+2)(n*+2n+2)

u oba dakTopa Ha mecHoj crpanu cy Beha ox 1 3a n > 1, Tume je tBpheme mokazamo. M

IIpuMIEP 8.15 Axo cy p u 8p> + 1 npocmu 6pojesu, doxazamu da je u Sp*> + 2p + 1
npocm 6poj.

Pjemieme. Ouuriiento, TBpheme Bpujenn 3a p = 3. CBu ocrasu npoctu 6pojeBu, Behim o
3, cy obmka 3k — 1, omnocHo 3k + 1. YV cayuajy ma je p obmuka 3k — 1 wiu 3k + 1 Buaumo
na je 8p? + 1 njessus ca 3. Tume je nmokazano jga je 3a p > 3, 6poj 8p? + 1 > 3 u ajesbus ca
3, mro 3ua4un ja uuje npoct. Jaxite, jenuna moryhuoct je p = 3. |

ITpuMJIEP 8.16 Ako je p npocm 6poj sehu od 2, dokasamu da je Opojusay, ceederoz

PA3AOMEKA JedHakoe 30upy
1 1 1
14+ e ——
TF 5 T 3 qpoceor b1

djesnus ca p.
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Pjememe. bpojunar garor 36upa je

p-=1!' (-1D! (p-1! p-1! (-1
R e e e R

YV mperxomHoM 30Mpy mMaMmo mapaH Opoj cabupaka, I1a MOXKEMO CA0UPATH Y MAPOBUMA:
IPBU U IOCJIEIILN, APYTH U IPETIoC/Ienbl... Ha oBaj Haunn mobujamMo 36upoBe ob/IMKa
-1 (-D!_ plp-1!

= k .
A +p—k k:(p—k:)’Sa <p

JacHo je 1a je Ha JIeCHOj CTpaHU NPETXOIHE jeIHAKOCTH IUjesin OPOj, IPEICTAB/LEH Y OOJIUKY
paziomka y dmjeM Opojuorty je u dpaxkTop p. Ilomro cy k u p — k cTrporo mamu oJ1 IpoCTor
6poja p, TO 3HAUU Ja ce MPOCTH OPOj P HE MOXKe CKPATUTH HU ca 4uM u3 uMeruona k(p — k).
To znaum ma je

p(p—1)!
——, 3a k <p,
k(p—k)’ i
nujesu 6poj njespus ca p. Tume je mokazaHo J1a je U MocMaTpaHu 30Up [Ije/bUB ca p. |

ITpuMJIEP 8.17 Hexka je n npupodan 6poj u p npocm 6poj makas dan | (p—1) u p |
(n® —1). Joxasamu da je 6ap jedan 0d 6pojesa p — n u p + n nomnyn xeadpam.

Pjememe. Kaxko je n | (p — 1), comjenu na je p = 1 4 an 3a Heku npupogad 6poj a. 13
ycioBa

P (8= 1) = (0% — )8 + 1) = (n = 1)(n? + 1+ 1)(n+1)(n? —n+1)
cmjema nap | (n—1),p| (n+1),p| (M2 +n+1)wmp| (n®> —n+1).
Pazmarpamo cBaku 710 OBEX yCJIOBa MOCEOHO.
Axop|(n—1),onmajen—1>p=1+na>n+1, aoso je Hemoryhe.

Ako p | (n+ 1), ouma je n+1 > p = 1 + na, na ouxa caujeau ga je a = 1, omakie
caujenu na je p —n = 1 MOTIIyH KBaJipart.

Ako p | (n® +n+ 1) umamo ga je n? +n + 1 = pb 3a nexu npupomsan 6poj b. 3amjenom
p = 1+na nobujamo n? +n+ 1 = nab+b, onmocro n(n —ab+1) = b— 1. Onasae ciujen
najen|b—1wub=1+4 nc3a Hekn Hererarusan 1uo 6poj c. Bparumo ce jour jejgHoMm Ha
uspaz n? +n + 1 = nab + b u yBpcTuMO J106UjeHe H3paze

n®+n+1=na(nc+1)+ (nc+1) =nac+n(a+c)+1,

OJlaKJIe JIaJbe CJIVjeTn
n+1=acn—+a+c.

Ako je ac > 1 tazga je a+c¢ > 2 u nocaenmha jeqHakocT Huje moryha. Hakie, ac = 0, omakie
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p = 14 na modbujamo n

13 yCJIOBa Ja je a mpupoman 6poj, cimjean ga je ¢ = 0, ma je a = n + 1. Crora je
p+n=>14+na)+n=14+nn+1)+n=n’+2n+1=(n+1)>~%
Chnenehu ciaydaj Tede CKOpO MAEHTUYIHO KAO IIPETXOJIHMA.

Ako p | (n? —n + 1) umamo ga je n2 — n + 1 = pb 3a mexu npupogan 6poj b. Bamjernom
2 —n+1=mnab+b, omnocro n(n—ab—1) = b—1. Onasae ciujean
majen |b—1wub=1+4 nc3a Hekn HeneraruBaH nuo 6poj c¢. Bparmmo ce jorr jemnoMm Ha

uspaz n? —n + 1 = nab + b u yBpcTuMoO j106UjeHe H3paze

n?+n+1=na(nc+1)+ (nc+1) =n’ac+n(a+c)+1,

OJTaKJIE JIaJbe CIIAje]In
n—1=acn+a+c.

Axo je ac > 1 maya je a+c¢ > 2 u nocyenma jennakocT Huje moryha. Iakie, ac = 0, omaxie
U3 yCJI0Ba Ja je a upupojan 6poj, caujeqau fa je ¢ = 0, na je a =n — 1. Crora je

p—n=0+na)—n=1+nn—-1)—n=n>-2n+1=(n—1)2

quMe je TBpheme y MOTIIYHOCTH JIOKa3aHO. |

. Hokazaru na 6pojeu 2" — 1 u 2" + 1, 3a n > 2, He Mory 6UTH UCTOBPEMEHO IIPOCTH.

n(n+1)

— 1 opocr.
5 HPOCT.

Opnpenuru cBe npupoue 6pojese n > 1 3a Koje je 6poj

. Axo je p npocr 6poj, onna u3 p | a ciujenn p | a, a omarae p* | af. Ja mu Bpujeam ucrm

3aKJ/byUIaK yKOJIUKO je p CJIOXKeH 6poj?

4. Axo je n* 4+ 4™ npocr 6poj 3a n € N, onna je n = 1.

. Axo je p mpoct 6poj, a a, b npuponHu 6POjeBH, UCIUTATH KOju je of ciaenehnx mckasa tavaH.

a. Ako je H3,u(a,p2) = p oHJA H3ﬂ(a2ap2) = p2.

6. Axo je u3a(a, p®) = p u m3a(b, p?) = p? ouna waa(ab, p*) = p?.
B. AKo je HS,H(CL,pz) =pu H3,11(b,p2) = p OHJIA Hs,u(ab,p4) =p%.
r. Ako je H3,u(a,p2) = p oHJa H34(a +pap2) =D

3a cBakwM O] UCKa3a JIATH JIOKA3 WJIH KOHTPAIpPUMjep.

. Hahwu cBe npocre 6pojese p 3a Koje Bpujemnu ma je p + 2 Takohe mpoct.

. Heka cy n u ¢ npupogsau 6pojesu. dokasaru ma je 6poj yMHOXKaka Opoja q y ckyny 1,2,....,n

jemnax |[n/q|. Ha ocHoBy oBor mokasaru Jia BpHjean Jia ako je p upoct 6poj u e Hajselin
npuposan 6poj takas Ja p° | n!, onga je

e=[n/p] + |n/p*] + [n/p*] + - .

. okazaru ma je 3a mujesie 6pojese a, b u nmpupomgan 6poj n

u3a(a",b") = u3a(a,b)" 3an > 1.



10.

Heka je n npupoman 6poj Behu ox 2. JlokasaTu ja 1mocToju mpocT Opoj p 3a KOJU BaxKu
n<p<nl

IIperniocTaBumo ma cy p u p + 2 npoctu 6pojeBu u p > 3. [lokazaru na je muxoB 30up 2p + 2
njepuB ca 12.
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9 IIpcren ocraraka MoOmyJIO 0

Y OjaepoBa dyukimja. Pepmaosa n QjiiepoBa Teopema

JE®UHULIMIA 9.1 Pedyrosaru ckyn ocrnamaka mMooyso m je ckyn
R, = {a € Zy,|831(a,m) = 1}.

Oynxyuja ¢ : IN — IN dedpunucana xao

¢(m):{l axo je m =1

|Rm|  axo jem > 1

ce 306e Ojaeposa pynruuja.

ITPuMJIEP 9.1 3a modyao 12, pedykosaru ckyn ocmamarka je {1,5,7,11}.

IIocmarpajmo R, CKyTl peIyKOBAHUX OCTaTaKa MOJMYJIO 1M, ¥ OJTHOCY Ha OIEPAIjy MHOXKEHha
110 MOJYJLYy M. YodaBaMO HEKOJIMKO KapaKTePHCTUKA

e IIpomsBox mBa enementa u3 R, je enement us R,,.
e MHuoxKeme 110 MOJIYJIy M jeé acoIijaTHuBHO.

e YV R, ce obaBe3Ho HaJIA3MU jedunulya, OTHOCHO €JIEMEHT @, TakaB Ja a = 1 (mod m) u Tume
ar =r (mod m) 3a cBako 1 € Ry,.

e Kaxo jeqnaunna ax = 1 (mod m) uMa jeJMHCTBEHO pjellierme 3a CBako a € R,,, a Koje ce
takohe Hamazu y R,,, 3aK/bydyjeMo Ja CBaKH €JIeMEHT u3 R, UMa uHGep3HU eJIeMEHT y

R,.

OuurieHo, IPETXoIHA YETUPHU CBOjCTBA HAM rOBOpE Jia je Ry, y oJlHOCY Ha OIlepaliujy MHO-
2Kemba 110 MOIYJy M IpyIa.
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JIEMA 9.1 Pedykosaru ckyn ocmamaka Ry, y odnocy na onepayujy modysaproz MHo-
orcera no modyay m je Abenosa epyna.

Opo zanakame he HaM moMONW TPUIMKOM pa3yMHUjeBama HABEJIEHUX pe3yJiTara, KOju ce
MOTI'Y IIOCMATPaTH U3 ABa yria: Teopuje OpojeBa m Anrebpe. Y HaBeJIeHUM JI0Ka3uMa NeMo ce
yIJIABHOM OCJIathaTh Ha Teopujy O6pojeBa, Majia ce JJaKo U IPUPOJIHO U3BOJIE JTIOKA3H aarebapCKumM
MeTojaMa.

ITpuMIEP 9.2 Hexa je m npupodan 6poj. Ilodcjemumo ce jednoe kopucroe mepherva:
Axo je G KoHGUHA MYAMUNAUKAGMUBHA 2pYyNna Yuju je ped n, onda 3a c8aKO
a € G epujedu
a” =1.

Y xonwkpemnom cayuajy, epyne Ry, ca muoocervem no modyasy m epujedu

a®™ =1 (mod m).

YumbeHnIa U3 MPETXOIHOT IpuMjepa, mo3Hara 1oj HasuBoMm OjjiepoBa TeopeMa, MOXKE Ce
JlokazaTu 0e3 rnmomohu Teopuje rpyua.

TEOPEMA 9.1 (Ojaeposa meopema) Axo je (a,m) =1, onda je

Jloxa3. Heka je
{risres s Tom)
jellaH peIyKOBaHU CKYII OCTaTaka o Moayay m. U3 TeopeMe clIjesin 1a je u

{ary,are, ... argm)}
Takolje peJlyKoBaHH CKyIl ocTaTaka II0 MOJYJLY 1. 3aTO, HMaMO
(m) d(m)

¢
H arj) = H ri  (mod m),

j= =1

—

OJTHOCHO
p(m

) ¢(m)
a®(m) H (rj) = H ri  (mod m).
j=1 i=1
Kaxko je H3a(r;,m) = 1 (mod m) 3a cBako i, oHJa je u
¢(m)

H ri (mod m)=1 (mod m).
i=1
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3aro, npema TeopeMI/II/IMaMO na je

[Tpumjernmo ma je nperxo/iHa TeopeMa caMo napadpasa Mo3HATOr TBphemha U3 Teopuje rpyma:

Axo je G xonauna epyna peda n, onda ped cearoe eaemenma us G dujeau ped epyne, 00HOCHO

a"=1,a€cd.

IMocsbEauLiA 9.1 (Manra Pepmaosa meopema) Hexa je p npocm 6poj. Axo pta onda je
a?~' =1 (mod p). 3a cearu yujeau 6poj a spujedu

a’? =a (mod p).

Jlokas. Kaxo je ¢(p) = p — 1, onzma npema TeOpeMI/I JIIMPEKTHO CJujean TBpheme. |

IIpuMIEP 9.3 Iokasahemo da je a®® — a djenmus ca 30 3a cearu yujesu 6poj a. To hemo
nokasamu maxo wmo hemo nomepdumu diesusocm damoz uspasa ca b, 3 u 2. Hajnpuge,
UMAMO 1o ochosy Teopeme da je a® = a (mod 5), na je

a® ="’ =d’=a (mod5),

odaxse je 5 | a® — a. Cauuno, us a® = a (mod 3) umamo

25

P =@Pa=dda=d"=0®3=a*=a (mod3).

Baxmyuyjemo da je 3 | a*® — a. Ha wpajy, us a®> = a (mod 2), caujedu

a® = (@Ha=d"%a=...=d%a=(*?=d*>=a (mod2),

25

wmo nosaavu 2 | a®® —a. Kaxo je uspas a®> — a djewus ca 2, 3 u'5, onda je djesue ca 30

3a ceaxu yujeau 6poj a.

IIPUMIEP 9.4 Odpedumu dsuje nocaedwe yugpe y devumanrom sanucy 6poja 3400,

Bydyhu da je ¢(25) = 20, onda je 3?° = 1 (mod 25), wmo snavu da je 3190 = 1
(mod 25).

Coaunno, umamo da je 32 =1 (mod 4), na je 3*% =1 (mod 4). Kaxo cy 6pojesu 25 u
4 ysajammo npocmu, onda caujedu da je 3*°° =1 (mod 100), a ucmu saxpywar ciujedu
u3 Kunecxe meopeme o ocmayuma. axae, nocaedwe deuje yugpe cy 01.
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JAEenHUINIA 9.2 Oynrxyujy ¥ : N — C 3a xojy epujedu
1ow(1) = 1,

2. YP(mn) = Y(m)(n) sa cee m, n makse da je (m,n) =1,

306EMO MYANUNAUKGMUBHAE PYHKUU]A.

I TEOPEMA 9.2 Ojaeposa pynxuuja ¢ je MYAMUNAUKGMUCHA.

Zloxa3. Heka cy m u n penatuBHO npoctu Opojesu, a R, u R, peayKOBaHU CKYIOBH OCTATAKA
110 MOJYJIy M U n, pectiekTuBHO. [locMarpajmo cKyIr

nRy,, + mR, ={na+mb|a€ Ry,b € R,},
IIpHU 9eMy Cy olepalije cabupama U MHOXKEHma 110 Moyry mn. Jlokazyjemo ma je
Ry + mBy| = ¢(m)é(n),

Te Jla BpUjeu
nR,, + mR, = Rmyn.

N3 nperxoxmor he ciaujeguru 11a je

¢(mn) = ¢(m)p(n).

Ha mnouerky, younmo na je cBako na + mb € nR,, + mR,, pelaTuBHO IPOCTO Ca M U ca N, 3a
a € Ry ube R, Crora, na+ mb je peJJaTUBHO IIPOCTO U Ca, MMN.

Heka je ¢ nujesn 6poj Takas na u34(c, mn) = 1. Jlokasyjemo na je

c=na+mb (mod mn), 3a Heke a,b.
Kako je H3x1(m,n) = 1, onga mocroje 1mujenn 6pojeBr T,y TAKBH Ja

mx +ny = 1, a omasue je m(cz) + n(cy) = c.
[Tomrro je H3a(x,n) = H3a(y,m) = 1, oHJA je u
u3a(cx,n) = u3a(cy, m) = 1.

3ak/byayjeMo 11a 3a Opojese

a=cy (modm) u b=cxr (modn)
Bpujeau ¢ = na +mb (mod mn), a u3m(a,m) = 1 u v3g(b,n) = 1.

OBuwMm je joka3aHo ja
Ryn = nRy + mRy,



IITO IOBJIAYN 14 je
|Rin| = ¢(mn) = [nRp, + mRy|.

[Mokaxknmo ga je |nRy, + mR,| = ¢(m)p(n).

Csaxka jiBa ejieMenTa u3 nlR,, + mR, cy mel)ycoOHO HEKOHI'DYEHTHA 110 MOJYJIY Mmmn. 3aucTa,
u3

na+mb=na +mb (mod mn)

cdjenu na je

(a—a)n=(b-b)m (modmn).

N3 nperxoaHOT je jacHO Jia

m|a—a, kaoun|b-1V,

na je a =d’ (mod m) ub ="V (mod n), mro snauu na je

[nRim +mBy| = ¢(m)p(n), na je p(mn) = ¢(m)¢(n).

JIEMA 9.2 3a ceaxu npupodan 6poj n > 1 epujedu

1
o(n) =n]J(1- o

pln

Joxas. Tlocmarpajmo Hajupuje 6pojeBe obKa pk , Tije je p upoct, a k upupojan 6poj. Jemgunu
IpUpPOIHE 6pojeBn Marbu of p* KOji HUCY PENaTHBHO IIPOCTH Ca FHM Cy
p.2p,--,P"'p,

mro 3maun ga je ¢(p¥F) = p¥ — p*~1. Heka je cama n npomssosman npupoman 6poj. Ilpema

TEOpEeMH O jeIMHCTBEHO] (PaKTOPU3AIM)U HA IIPOCTE UNHHUOIE, UMAMO 118

k
n= pr"
i=1

36or mynrummkatusHocTn Ojepose OYHKIMjE, CATje TN

k k

k
o(n) = [T o) = [T — ") = [[ (1 - plq,
' i=1 ¢

k k
d(n) = ( p?”)
=1 1=

OIHOCHO

1 F 1 1
(1—E) :nﬂlu—pi) :nHu—];).

=

—_
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IIperxomuo mara noc/beuiia Kpuje y cebu U BjepoBaTHOCHY mHTepliperarujy. Hawnme, ako
je a mumjesim 6poj m3abpaH Ha CayvajaH HAYWH, OHIA je BjepoBarHOhAa j1a je y3ajaMHO IPOCT ca
HEKHMM IIPOCTUM OpOjeM P jeTHaKa

p—1 1
—=1--.
p p
Jla 6u a 610 y3ajaMHO IIPOCT Ca HEKUM JaTuM OpojeM n, TOTPebHO je U JOBOJHHO Ja Oyie y3ajaMHO
IIPOCT Ca CBAKHMM I[IPOCTUM JijestrorieM Tor Opoja. [omrro morahaju koju ce ofgHOCE HA JjE/BUBOCT

y OIHOCY Ha Pa3jiInauTe IpocTe OpojeBe HE3aBUCHU, OHJIA je BjepoBaTHOha ma 6u a 6mo y3ajaMHO

[Ja-2)

p
pln

IIPOCT ca N

Ca mpyre crpaHe, oBa BjepoBaTHOha, m3paxkeHa y tepMmuHnMa OjrepoBe MyHKIHje je jeqHaka

Tn, W3 4era cjaujeu Jia je
¢(n) 1
— = 1-—-).
=TI )

pln

Yrosmko je n > 1, onya je 0 < ¢(n)/n < 1. Crenehin npumjep nokasyje ja je moryhe nzabparn
7, TAKO JIa je JaTa BjepoBaTHONA ITPOM3BOJHHO O/IM3y 1.

ITPUMJIEP 9.5 3a npoussonro € > 0 nocmoju npupodar 6poj n maxo da

i)

n

>1—ce.

Howmo je ckyn npocmux 6pojesa beckonauan, onda 3a cearo € > 0 nocmoju npocm
6poj p maxo da p > 1/e. Ban = p°, 2dje je e € N, umamo da

M:1—1>1—e.
n p

ITPUMIEP 9.6 3a koje epujednocmu n je ¢(n) nenapan 6poj? Jlokasamu da nocmoje
npupodnu 6pojesu 3a koje je p(n) = 2,4,6,8,10 u 12, anru ne 14.

Pjememe. Jlako ce youasa ja je ¢(n) Henapao ako u camo ako n < 2. Hanwme, ako je n > 2
OHJIa je JIjeJbMB Ca HellapHUM mpocTtuM Opojem miam ca 4, na 3ato 2 | ¢(n). OuunriryenHo

o(1) = 4(2) = 1.
Ba¢(n) = 2,4,6,8,10, 12, umamo ogrosapajyhe 6pojese n = 3,5,7,15,11,13. 3a ¢(n) =
14, nmamo ma 7 | ¢(n). Kako je

wmzﬂﬁﬂm—m

onjia 72 | n wam mocToju mpocT 6poj p; Taxko aa 7 | p; — 1. Y HPBOM CIyHajy 3aK/bydyjemMo
na je 6 | ¢(n), mok y apyrom ciaydajy p; — 1 > 14, mro 3naum ga ¢(n) > 14. akie, ne



[OCTOjU IpUposian 6poj n Tako na ¢(n) = 14. |

ITPuMIEP 9.7 Odpedumo cee npupodne Gpojese n 3a koje epujedu ¢(n) = 12.
Hexa je dama gaxmopusavuja n = p* ---pp*. Caujedu

k
o(n) =[] pd (i - 1).
i=1

Iowmo garxmopu obaura p;—1 dujese ¢p(n), onda caujedu da (p;—1) | 12. Saxwyuyjemo da
pi €{2,3,5,7,13}, me da 5,7,13 wmozy y daxmopudayuju 6poja n Mmo2y uMamu HajEUUE
cmenen 1, dox 2 moorce umamu najeuwe do mpehee, a 3 do najeuwe dpyzoe cmenena.

Laxae,
n = 241392593 74413%

a1 < 3,a0 < 2, dok ag, g, a5 < 1. Taxobe, aaxo ce youasa da najsuwe jedar 00 excno-
HEHAMA Q3, 0y, A5 MOJICE OUMU jeunuya. 3Hauu, UMaMO YKYNHO Yemupu mo2yhinocmu,
n=2M3% n=5.2013%2 p=7.203% pn=13.2%3%,

Peyumo da je n =7-2*3%. Onda je p(n) = 6 - ¢(k), 2dje je k = 2*13%2. Caujedu da
je (k) =2, odaxae je k € {3,4,6}, na je y osom cayuajy n € {21,28,42}.

Hupexmmom nposjepom 3a ceaxy 00 nasedenur moz2yhiirocmu, dobujamo
n € {13,21, 26,28, 36,42}.

ITpuMJIEP 9.8 Hahu najmareu n € N 3a xoju epujedu ¢(n)/n < 1/4.

Pjemieme. Hajupuje, younmo 1a je

1 1 1 4 1
(1—5)(1—3)(1—5):T5>1-

Kaxo je
¢(n) 1
Y 1—2),
=0
pin
OHJIA je jaCHO Jia 3a CBaKU MPUPOIHU OPOj n ca HajBuine 3 mpocta GaxkTopa BpHUjein

o(n) 1 1 1 4 1
—2>21-9)(1-2)(1=-2)=—=>-.
n ( 2)( 3)( 5) 15" 4
Hajmamu npuponun 6poj koju uma Buiie of 3 npocrta daxropa jen =2-3-5-7 =210, a
3a era BpUjeIn

o(n) 8 1
n 371

3a gary MyJTHILIHKATUBHY GYHKIU]Y f 9€cTO Be3yjeMo

gn) =>_ f(d)

din
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Koja je Takobhe mynrummkarusaa. [Ipermocrasumo ga je (m,n) = 1. Tazga je

glmn) => "3 " f(dd) =Y > fd)fd) = Dd_f@ | [ D f(d)

dlm d'|n dlm d'|n dlm d'|n

= g(m)g(n).

TEOPEMA 9.3

> o(d) =n.

dln
Zloxas. TlpuMmjeTnmo na je
g®) = o(1) + o) + 6(@*) + - + (»)
= 1+@-D+@*—p)+--+ " —p*")

(e}

p.

Ca apyre crpane, dyHKIIH]ja

g(n) =>_ ¢(d)

din
je MyJITUIIJINKATUBHA, 118 UMaMO
gln) = g@™*--pp¥)
= g(pi") - 9(py*)

(03 (03
— pllpkk:n

ITpuMJIEP 9.9 Hexa cy damu npupodnu 6pojesu, d u n, mako da d | n. Axo je

Sq={a € Zy, | u3a(a,n) = E}a

IS8

dokasamu da je |Sq| = ¢(d).

Pjememe. Hexa je a € Sy. Onma je a = Ga/. Younmo na je 1 < o/ < dnusa(d,d) = 1.
Hamme, saxo ce youasa fa axo uag(a’,d) > 1, ouga Ham(a,n) > 5.
Takobe, 3a csaxo o' € Uy, cmjenu ma u3a(a’y,n) = 4. Sakmbydayjemo 1a je

n
Sq="uU
d d ds

oJlaKJIe Caujesu TBpheme. |

ITPUMIEP 9.10 Kopucmehu mepherwe npemxodnoe sadamsa doxasamu Teopemy[9.3




Pjememe. Kopucrehu mpeTxomHo yBeeHe O3HAKE, YOUUMO JIa je

Zn:USd

din

mucjyukTHa yanja. Kako je |Sy| = ¢(d), 3akmydayjemo

n=>_¢(d).
din

TEOPEMA 9.4 (Buacon) Axo je p npocm 6poj, onda je

(p—DI=-1 (mod p).

Hoxas. Ba p = 2 nin p = 3, TBpAmA je ounryieano tadna. Heka je p npoct 6poj Behu of 3, a
CKYTI

S=1{2,3,....p—2).
AKo mocMarpaMo KOHIPYEHIIT]je
ar =1 (mod p), 3aac€S,

jacHo je, Ha OCHOBY TeopeMe Ja IIOCTOjU pjellerse, Jia je JeJITHCTBEHO U JIa Cce HAJIa3Uu Y CKYILy
S. Taxkobe, pjereme peTxo/iHe KOHI'PYEHIIT]E je Pa3IUIUTO O ¢ jep Ou y CYIPOTHOM OHJIO

a?>=1 (mod p), ommocuo p|(a —1)(a+ 1),

a mro Huje moryhe jep a < p — 2. 3aro, y ckymy S umamo napose i,j € S Takpe ma jei-j =1
(mod p), mro 3HAYM 1A je

2-3---(p—2)=1 (mod p).
Ha ocnoBy osor, cimjean
(p—D!'=1-1-(p—1)=-1 (mod p).
|

[Tpumjernmo ma TBpheme Buiiconose Teopeme Bpujean y 0OpHYTOM CMjepy, OJHOCHO J1a aKO je
(p—1)!'=-1 (mod p)

3a HEKHU Ipupogan 6poj p, omma Taj 6poj mopa Outu mpoct. Hamme, ako p uma mjenuress d,
1< d < p, ouna d nujenu (p — 1)!, a To 3naum na d aujenu u —1, MWTO je KOHTPAIUKITH]A.
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TEOPEMA 9.5 (Jlaepanowc) Hexa je f(x) noaunom c ujeaobpojrum roeduyujermuma
cmenena n. Ilpemnocmasumo da je p npocm 6poj, me da sodehu xoeduyujerm od f Hugje
djenmus ¢ p. Tada xonepyenyuja f(x) =0 (mod p) uma najeuwe n pjewerva mody.ao p.

Joxasz. 3a n = 1 tBpama je TauHa Ha OCHOBY Teopeme IIpernocraBumo ja je TBpherme
TAYHO 3a CBe TOJMHOME CTereHna n — 1, Te Heka je f mogmHoM cremena n. 3a CBaKkU a € Z, MMaMO

f(@) = fa) = (z — a)g(z),

raje je mommnoMm g(z) crenena n — 1 u ca ucrum Bojehum koedunujenrom kao f. 3aTo, ako
KOHT'DYEHITja
f(x)=0 (mod p) uma pjememe x = a,

OHJIA CBa Djellieha OBe KOHIPYEHIH]e 33/ I0BOJbABA]Y
(x —a)g(z) =0 (mod p).

I[To unykTHBHO] pernocTasiy, KoHrpyerimja g(z) =0 (mod p) uma Hajsuimie n — 1 pjemera,
na tuMme u Kourpyernuja f(x) =0 (mod p) uma HajBuIle n pjeriera. |



10 ITpumuTrBHN KOpHUjeHn

ITpuMJIEP 10.1 Ilocmampajmo cmenene 6pojesa u3 ckyna ocmamaxa no mooyay 14.

2! = 2 (mod 14), 22 = 4 (mod 14), 23 = 8 (mod 14), 2* = 2 (mod 14), ... Jaxae, je-
dunu, ocmauy no modyasy 14 cmenena 6poja 2 cy 2, 4 u 8. Axo yamemo cmenerne 6poja 3,
onda dobujamo

3! = 3 (mod 14), 32 = 9 (mod 14), 32 = 13 (mod 14), 3* = 11 (mod 14), 3° = 5
(mod 14), 35 =1 (mod 14),...

Kao mrro ce Buim u3 nperxoHor mpumjepa, 3a ogapehene 6pojese a € Z, MOCTOjU CTeleH k Tako
aa je
a* =1 (mod n),

IIa y TOM CJIyd4ajy KaxkemMo a uMma ped no modysy n. Craemeha Jjiema Jaje oAroBop Ha IMHTAE
KaJla peJl IOCTOju.

JIEMA 10.1 Ped 6poja a no modysy n nocmoju axo u camo ako cy 6pojesu a u n y3ajammo
nPoOCMA.

Joxas. Axo je a¥ =1 (mod n) 3a neko k, onya je
a-ak_l—ntzl,
OJlaKJIe CJIMje/IN J1a Cy @ ¥ N y3ajaMHO IIPOCTH.

Ob6parHO, aKo ¢y a u n y3ajaMHo npoctH, oHjga u3 OjaepoBe TeopeMme CJIHjeu a®™ =1
(mod n). [ |

JAeovHUIMIA 10.1 Heka cy a u n y3ajamHo npocmu npupodnu Opojesu. Hajmarou
npupodan 6poj d maxaes da je a® = 1 (mod n) so06e ce ped 00 a modyro n. Y mom cayuajy,
6poj d osnauasamo ca ry(a).
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JIEMA 10.2 3a npupodan 6poj k epujedu a* = 1 (mod n) axo u camo axo ryp(a) | k.
Iocebrio rp(a) | ¢p(n).

Joxas. Hexa je a® = 1 (mod n), a k = r,(a)q + r, upu uemy je 0 < r < r,(a). Jacuo je na
a” =1 (mod n), na cxomauo Aedununmju 6poja m,(a), caujeau ga je r = 0. Omatie camjean ma
rn(a) | k. [ |

[Iperxonna eMa 3HAYAJHO TOMAaYKe MPUJIMKOM o/ipehuBama pefia eleMeHTa @ Mo JJATOM MO-
Jyity n. YMjecTo ja mpBjepaBaMoO PeJioM, HCIuUTyjeMo camo jjenuresse ¢(n). Ha npumjep, 3a
a=2wun =13 nmamo 1a je ¢(13) = 12, ma cy moryhuocru 3a peq ox a gjesnorm 6poja 12,
makie 1, 2, 3, 4, 6 win 12. IlomTo je

22=4,22=8,2°=12,22 =1 (mod 13),

camjenn na 2 uMma pen 12 o moaymny 13.

MebyTum, 3a mponsBosbrn mjesmiarn d o ¢(n), He MOCTOjU YBUjeK €JIEMEHT @ KOJU MMa DEeJ
d. Tlpumjep je n = 12. akie, ¢(12) = 4, ajau He MOCTOJU HU jeJlaH €JIEMEHT 110 MOy 12
TakaB Jia My je pex 4. 3aucra,

12=52=72=112=1 (mod 12),

IMa Cy jeJIMHU peoBU ejleMeHaTa 1 mim 2.

JE@UHULNIA 10.2 Axo je ped 00 a modyao n jednax ¢(n), onda ce a 306€ NPUMUMUCHU
KoOpujer Mooyao n.

ITpuMJIEP 10.2 [Tocmampajmo pedykosanu ckyn ocmamaka Ry = {1,2,3,4,5,6}. Jamu
enemenmu u3 0802 ckyna umajy ped: 1, 8, 6, 3, 6, 2 pecnexmueno. axae, youwasamo oa
cy 8 u 5 npumumueHu Kopujenu no modyasy 7.

Axo nocmampamo Rg = {1,3,5,7}, youasamo da cy wuzosu pedosu: 1 u 2. To snauu
da nujedar 00 WUT HUje NPUMUMUBHU KOPUJEH.

Ipu xpajy osoe nozisasma, dokasahemo da jeduno 3a 2,4,p<,2p%, 2dje je p Henapar
npocm 6poj nocmoje NPUMUMUBHU KOPUjEHU.

TEOPEMA 10.1 Axo je g npumumusHu xKopujern no modyay n, oxda je

Rn:{gi|i2071a"'a¢(n)71}'

Jlokas. Jacuo je na je caxu 6poj obsuka ¢', i € N y3ajamuo mpoct ca m. Takobe, ako
g"=¢" (modn),0<l<k< d(n),

OHIa 6| OMI0
g" =1 (modn), 0<k—1{<¢(n),

IIITO je Y CYIPOTHOCTHU Ca IIPETIOCTABKOM Jla je ¢ TPUMUTUBHU KODH]jEH. |



SAOATAK 10.1 Hexa je p > 3 npocm 6poj u n npupodar, 6poj. loxazamu da je

1n+2n+”_+(p_1)n5 _]‘ (mOdp)’ (l?COp—].|n,
0 (mod p), unaue.

TEOPEMA 10.2 Axo je p npocm 6poj, onda nocmoju mawno ¢(p — 1) npumumusrux
Kopujerna Mooyaio p.

Jloxas. AnrebapcKuM pjedHHKOM pPeUeHO, OBa TeopeMa Kaxke Ja je R, mukiamuna rpyna. 3a
cBakn 0poj d koju nujenn p — 1, onHocHo pef rpytne R, gedpunnmemo

Qg ={a € Ry |amunmapen d} uwg = |Qq].

Hamr musb je ma nokazxkemo ja je wyg = ¢(d), 3a cako d koju qujean p — 1. Jegan oj OCHOBHUX
pe3yJTara y TEOpHjU I'PyIIa je Jia pell CBAKOT eJIeMeHTa JINjesI PeJI TPYyIle, Tla TUME U PeJl CBaKOT
eneMenTa u3 I, nqujenn p — 1.

To 3naum ja cKynosu {1}y UuHE jeJHy HapTHIHUjy cKyna R,, a onarie caujenn Ja

de:p—l.

dlp—1

Ca apyre crpane, Ha OCHOBY Teopeme UMaMO

> od)=p-1,

dlp—1

OJIaKJIe CJIAjeTn

> (#(d) —wa) = 0.

dlp—1

YKOIMKO TIOKaxkeMo J1a 3a ¢Bako d | p—1 spujenn wy < ¢(d), oHa U3 IPETXOIHOr UIEHTUTETA, [
Ou yKyIHa cyMa HeHeraTMBHIX cabupaka Omiia jegHaKa HyJIM MOPa CJIMJEIUTH Ja CYy CBU jeTHAKHI
HYyJIH, OJTHOCHO Wq = ¢(d).

TpaxkeHa Heje THAKOCT je OUMUIJIETHA YKOJHMKO je 3a 1aro d ckyt {)g mpas3aH, OJHOCHO wg = 0.
VKOJIMKO TO HEje C/Iy4aj, TO 3HA4YM Jia NOCTOju Oap je/laH ejeMeHT a u3 cKyma {1y, OJHOCHO
enemenT pefa d. Caja okasyjeMo Jia Cy CBU eJIEeMeHTH pejia d Ha cieehoj et

Hajmpuje, Bpso jako ce yodaBa Jia Cy CBU IIPETXOIHU €JIEMEHTHU 3allpaBO KOPHUjEHU ITOJTUHOMA

f(z) = 2% — 1 yuyrap Z,, a Kako JaTH MOJUMHOM U HE MOXKe UMaTH BHIIE of d Hy/a, OHJIa TO

3HAYM Jla Cy TO 3alpaBo CBe merope Hyse. Ca jpyre cTpaHe, CBU eJleMeHTH peja d Cy YjeIHO u

HyJsie oauHOMa f (), YuMe je TOKa3aHo Jja ce CBU eJIeMEHTH pejia d HAJla3e Y HABEJIEHO] JINCTH.
Jla 6u KoMILIeTHpasn J0Ka3, IOTPEOHO je ToKa3aTu 1a je

Qq = {a’ | m3a(i,d) = 1}.
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AKxo je b mexu enement pena d, onza je b = a' 3a mexo i u3 cxkyna 1 < i < d—1 . IIpernocrasumo
na je u34(i,d) = s. I3 caeneher nusa jennakocrn

@[,

di 3
s :ad

@ |~
I
—~
S
ISH
~—
@ |
I
—

bs =a
Jlakjie, yKOJIUKO je pen eleMenTa b jequax d, ouga s Mopa outu jegaak 1. Takobe, cBaku ejieMeHnT
pesa d Mopa 6utn obimka b = a' 3a H34(i,d) = s, a Kako TakBuX i 6pojeBa uma ¢(d), oHJa TO

sHAUM 112 je wy < ¢(d) omHocHO wy = P(d). [ |

ITPpuMIEP 10.3 Hohu najmarst npumumueHi Kopujer

a) modyao 5, 6) modyao 11, ) modyao 25.
a) Kaxo je 22 #1 (mod 5) caujedu da je 2 npumumushu xopujern modyio 5.
6) Ilowmo je 22 # 1 (mod 11) u 2° # 1 (mod 11) umamo da je 2 npumumusenu Kopujen
Modyno 11.
6) Jlaxo ce ymephyje da je 21 =1 (mod 23), 31 =1 (mod 23), xao u 4 =1 (mod 23).
Mebhymum, 5'1 £ 1 (mod 23), na je 5 npumumuenu xKopujen modyao 23.

JAeEoHUIIMIA 10.3 Axo je 6poj g npumumueru KopujeH no Modysy m, mo 3na4u da
je Ry = {g,9%,...,9°™}. IHaxse, 3a ceaxu maras da je m3m(a,n) = 1 nocmoju jedun-
cmeenu £ maxae da g° = a (mod n). Taj 6poj £ 306emo Juckpemi A02apUMarm a y 00Hocy
na npumumueny kopujen g. Osznauasamo 2a ca JOT (a) uiu camo ca JAJI0T(a) YKoAuKo
je u3 KOHMeKCma jacho HG KOju ce MPUMUMUCHY KOPUJEH MUCAU.

Kao mrro Busmmo, TuckpeTHy JJorapuTaM HeKor 6poja y OIHOCY Ha JATH IPUMUTHBHYU KOPUjeH
nogicjeha Ha jjorapuTam HeKOr 6poja o garoj ocHoBu. Creneha TeopeMa ykasyje fa 0OCTOju Be3a
n3mehy ocobuHa JIMCKPETHOT JIOTAPUTMA U JIOTAPUTMA.

TEOPEMA 10.3 Hexa je g npumumuehu Kopujen no modysy n. Onda je
(a) mnor(a) + pmnor(b) = amor(ab) (mod ¢(n))
(6) mmorl =0 u guyor(g) =1
(8) maor(a™) = m pgor(a) (mod ¢(n)), 3a m € N

(2) naor(—1) = 3¢(n) san >3



11 Vnycrsa n pjememna

ITOTJIABJBE 2
3adauu 2.5

(6]

OBo ce MOXKe 3aIucaT Kao
a(r"™ — 1) = (r—)(a+ar+ar* + - +ar™).
Baxkan crerujaan ciiydajaH IpeTXOIHOT je

(" =) == D)A+r+r -+

[Ipobaru Hajupuje ca ciayuajesuma n = 12, 13, 14, u 15 nmocebHo. OHIa MCKO-
PUCTUTU UHAYKIU]Y 3a 1 > 16.

ITIOT'JIABJBE 4
3adauu 4.5
1. Hapaguo, oBo je y omrirem ciy4ajy Heradno. Ha mpumjep

21 (B3+7) nok 213 u2¢7.

2. Axo je a mjemuB ca 3, OHJIA je 3aKJbyYaK jacaH. YKOJHUKO ¢ Jiaje octaTak | mpwm jjerbemy ca
3, oHJA je a + 2 nje/buBO ca 3, a YKOJIUKO Jaje ocTaTak 2, oHJa je a + 4 mjesbuBo ca 3.

3. Hexka je d =n3x(a,a+n). Onga d | (a +n) — a, ogaocuo d | n.
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ITOT'JIABJBE 4

3adauu 4.7

1.

93 =81-1+12
81=12-64+9
12=9-1+4+3
3=3-3+0.

Haxne, u3a(93,81) = 3. U3 npommpenor Eykimaosor ajropurma, MoxKe ce JOOUTH I1jesio-
OpojHa JMHEeapHa KOMOUHAIT]A,

937481 (—8) = 3.

[Iperxomuan mocrymak ce MOrao JIO6UTH U KOpUITNemeM BIIaHKUIIIIT MEeTO/IE.
Kaxko je
n+1)—n=1,

TO 3HAYM JIa [TOCTOjU JIMHeapHa KOMOWHAIM]a OBa jiBa Opoja koja maje jeauuuiry. C o63upom
na je Hajehu 3ajegHuvKN Jjesusal OpojeBa a u b yjeaHo n HajMamu IPpUPOIaH OPoj Koju ce
MOXKe JOOUTH I1jeIOOPOJHOM JIMHEaApHOM KOMOWHAIMjOM, TO 3HA4N Ja 1 Mopa O6uTh HajBehu
3ajeJIHUYKHU JTjeJTUJIall.
Cnuano, Kao M y MPETXOAHOM 33TATKY, MTPABUMO JIMHEAPHY KOMOWHAIIN]Y

4+ +1)—(n+ 1) +1) =n,
u3 vera cimjen ga d = w3a(n!+ 1, (n+ 1)1+ 1) | n. Kako d | n!+1, onna d | a3g(n, n! +1).
Mebyrum, u3a(n,n! + 1) = 1, u3 gera caujenn na d = 1.
[Tommro cy a u b y3acrornu 1ujesn 6pojeBH, TO 3HAYU Jia je jefaH OJ hUX HapaH, a JApyru

Herapan. be3 yMamema OIIITOCTH, MOXKEMO IPETIOCTABUTH Jia je @ HemapaH, a b mapam.
Paznukyjemo nBa ciaydaja:

i. Ako je n mapaH, onzxa je bn + a Hemapa#, 11a MOpa U d OUTH TaKab.

ii. Ako je n memapan, omga je an + b Hemapas, ma Mopa u d OUTH Takas.

Heka je d =u3a(a+b,a—0b). Usd|a+bud|a—>b, cimjenn na d | 2a, d | 2b. Ciaujean na
d | u3n(2a,2b) = 2 - w3a(a,b) = 2.

Hakie, d =1 umn d = 2.

YouaBaMo fa je

mn(m* —n*) = mn(m +n)(m — n)(m? + n?).

Joxkaszyjemo 1a je matu Opoj ajesbus ca 2, 3 U 5.

jemsuBoct ca 2.
Axo je bap jeman g0 6pojeBa m, n mapaH, OHja je mn mapaH. Ako cy oba HemapHa,
OHJIa je M + n mapaH.
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HjessuBoct ca 3.

Axko je bap jeman 70 OpojeBa m, n Jje/buB ca 3, OHZIA je mn jjesbuB ca 3. Ako oba 1ajy
HUCTU OCTaTaK IIPU JUjesberby ca 3, OHJA je M — 1 JIjeJbUB ca 3, a aKo Jajy pPas3InduT
HEHYJITU OCTaTaK, OHJA je m + n JijeJbuB ca 3.

ljeuBocT ca 5.
Axko je 6ap jeman 10 6pojeBa m, n JIjeJbUB ca b, OHJA je mn JjesbuB ca . 3a CBe ocTae
moryhrocTn, nako ce mposjepasa ma je m* — n* ajessus ca 5.

Jlaxe, 6poj je njepus ca 30.
. Ako je H31(a,b) = 1, onja nocroje z,y € Z rako ja ax +by = 1. Oxasze je (a+b)x + by —
x) = 1. Kako je a +b=c- k, onna je

ckx +b(y —x) =1,

IIITO 3HAYU JIa Cy € U b y3ajaMHO IIPOCTH.

. Kako je uzn(a,b) = 1, ouna nocroje x,y € Z tako ga ax + by = 1. Ca npyre crpane,
a=m-k, na
mkx + by =,

mTo 3Ha4M jaa je H3m(m,b) = 1.

. Hexka je d = u3a(m,n) um = s-d, n = td. Onga je
ad—1am -1, a%—1]a" —1.
[Momro je d = u3a(m,n), onja nocroje x,y € Z, Tako Jia
mx + ny = d.

JacHo je ma xr u y mopajy OuTu pa3nuuuTor 3HaKa, jep ako Om oba Owsia HeraTWBHA, OHJIA
6u u d OmyI0 HEraTUBHO, a ako Ou 0ba OGua MO3UTHBHA, OHIA OU d > m + n, mTO je Takohe
memoryhe. Heka je, 6e3 ymamema omrmroctu, x > 0, y < 0, a

t =mu3g(a™ —1,a" — 1).

Kaxko je
@™ =1, t]a " -1,
OHJIA
tl (@ =1) = a’(a™ = 1)) .
OJIHOCHO

7§| (a’d_l)a

quMe je TBpheme JoKa3aHo.
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