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Glava 1

Uvodni pojmovi

1.1 Iskazni racun
Definicija 1.1.1. Iskaz je proizvoljna izjavna smislena recenica koja mora
biti ili istinita (tacna) ili neistinita (netaéna). Pritom se pretpostavlja da

postoji mogucénost utvrdivangja istinitosti iskaza.

Iskazi se obi¢no obelezavaju malim latini¢nim slovima p, q,r, s... Istini-
tosnu vrednost iskaza p oznacavademo sa 7(p) (¢ita se: "tau od pe”), i ona
se definiSe na sledeéi nacin:

(p) = T, iskaz p je istinit,
PI= L iskaz p nije istinit,

Simboli T i L ("te” i "ne-te”) nazivaju se iskaznim konstantama.
Primer 1.1.1. Posmatrajmo naredne recenice:

1. "Broj 16 je paran.”

2. "Elektron je elementarna cestica.”

3. 7242=3"

4. ”Danas je lepo vreme.”

5. "Koliko je sati?”

6. ”Ova recenica nije istinita.”

7. ”Svaki paran broj veéi od 2 moze se napisati kao zbir dva prosta broja.”
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Prve tri recenice predstavljaju iskaze, i njihove istinitosne vrednosti su re-
dom T, T i L. Cetvrta reGenica nije iskaz zato §to je subjektivna te njenu
istinitosnu vrednost ne mozemo utvrditi, dok peta nije izjavna recenica, te ne
moze biti ni iskaz. Sesta recenica ne moze biti iskaz, zato §to nije ni istinita
ni neistinita: ako bi bila istinita, onda bi znacilo da nije istinita, a ako bi
bila neistinita onda bi to znacilo da ona nije neistinita, tj. da je istinita.
Konaé¢no, sedma recenica nije iskaz zato sto nije poznato da li je ona tacna.
Naime, ona predstavlja hipotezu Goldbaha', tezak problem iz teorije brojeva
koji je postavljen 1742. i jos uvek nije resen.

1.1.1 Logicke operacije

Od jednostavnijih iskaza koris¢enjem izvesnog broja iskaznih operacija
mogu se praviti slozeniji iskazi. Na primer, iskaz "AKO 3 deli 12 ILI 2 deli
12, ONDA 6 deli 127 je sastavljen od tri jednostavna iskaza: 73 deli 127, 72
deli 127 i 76 deli 12”7, koji su povezani tzv. logickim veznicima AKO-ONDA
i ILL

Definicija 1.1.2. Negacija iskaza p je iskaz koji je istinit kada je iskaz p
neistinit, a neistinit kada je iskaz p istinit. Negacija iskaza p oznacava se sa
—p 1 ¢ita "ne p” il "nije p”.

Negacija je unarna operacija, posto ima samo jedan argument. Njena
istinitosna tablica izgleda ovako:

7(p) | 7(=p)
T il
1 T
Na primer, ako je iskaz p recenica "broj 10 je prost”, onda iskazu —p
odgovara recenica "broj 10 nije prost”. Primetimo da zaista 7(p) = L,
T(—p) =T.

Definicija 1.1.3. Konjunkcija iskaza p i q je iskaz koji je istinit samo kada
su oba iskaza p 1 q istiniti, © koji nige istinit kadgod je bar jedan od iskaza p
ili g neistinit. Konjunkcija iskaza p 1 q oznacava se sa p A\ q t ¢ita "p 1 q”.

Istinitosna tablica konjunkcije izgleda ovako:

7(p) | 7(¢) | TP A q)
T 1 7T T
T | L 1
LT 1
L 1

LChristian Goldbach (1690-1764), nemacki matematicar
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Definicija 1.1.4. Disjunkcija iskaza p i q je iskaz koji je neistinit samo
kada su oba iskaza p i q neistiniti, i koji je istinit kadgod je bar jedan od
iskaza p ili q istinit. Disjunkcija iskaza p i q oznacava se sa pV q i ¢ita "p
il q”.

Istinitosna tablica disjunkcije izgleda ovako:

(p) | 7(¢) | TPV q)
T [ T T
T | 1 T
| T T
1|1 1

Na primer, ako su dati iskazi p: ”Broj 2 deli broj 6” i ¢: "Broj 5 deli broj
6”7, iskaz p A q je "Brojevi 2 i 5 dele broj 6”7, a iskaz p V ¢q je "Broj 2 ili broj
5 dele broj 6”. Jasno jedat(pAq)=L,aT(pVgq) =T.

Pored ovako definisane disjunkcije, uvodi se i takozvana iskljuciva dis-
junkcija iskaza p i ¢ kao iskaz, oznacen sa p ¥ ¢ (Gita se "ili p ili ¢”), koji je
istinit samo kada je tacno jedan od iskaza p i ¢ istinit.

)

T T(pYq)

i
\]

- s

-

Kao ilustracija razlike izmedu obi¢ne i iskljucive disjunkcije moze da
posluzi sledeéi vic:
- Kako prepoznati matematicara u salonu automobila?

- Kad kaze: "Uzecu ovaj crveni ili onaj plavi auto”, brzo doda - "ali ne
obal”

Definicija 1.1.5. Implikacija iskaza p @ q je iskaz koji je neistinit samo
kada je iskaz p istinit a iskaz q neistinit. Implikacija iskaza p i q¢ oznacava se
sa p = q i cita se kao: "ako p, onda q”, "iz p sledi q”, "p je potreban uslov
za q” ili “q je dovoljan uslov za p”. Iskaz p se obicno naziva pretpostavka
(premisa), a iskaz q posledica (konsekvenca).

) | T(p=q)

e
- s
-y
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Pomenimo da, za razliku od realnog sveta, u matematici p = ¢ moze biti
istinito i onda kad iskaz p nije istinit; na primer p: "broj 2 deli broj 57, ¢:
"broj 2 deli broj 10”; iskaz p nije istinit, iskaz ¢ jeste.

Definicija 1.1.6. Ekvivalencija iskaza p i q je iskaz koji je istinit kadgod
oba iskaza p 1 q imaju iste istinistosne vrednosti. FEkvivalencija iskaza p i q
oznacava se sa p < q 1 cita se kao: "p ekvivalentno q”, "p ako i samo ako

»o»

q”, "ako p, onda q, v ako q, onda p” ili "p je potreban i dovoljan uslov za q”.

m(p) | 7(q) | T(p & q)
T [ 7T T
T | L 1L
1| T 1L
I T

Primer ekvivalencije je kadgod neki objekat opisujemo na dva razlicita
nacina. Recimo: ”"Broj 6 je paran ako i samo ako je deljiv sa dva” je ekviva-
lencija iskaza p: "Broj 6 je paran” i ¢: "Broj 6 je deljiv sa dva.”

1.1.2 Iskazne formule

Kombinovanjem jednostavnih iskaza na odredeni na¢in, mogu se graditi
slozeniji iskazi. Koristicemo u nastavku termin ”iskazno slovo” za jednos-
tavne iskaze.

Definicija 1.1.7. Iskazne formule definisemo na sledecéi nacin:
1. Iskazna slova i iskazne konstante su iskazne formule.

2. Ako su A i B iskazne formule, onda su i —~A,ANB,AVB,A= B, A&
B iskazne formule.

3. Iskazne formule su samo oni iskazi koji se mogu dobiti iskljucivo pri-
menom pravila 1. i 2. ove definicije konacno mnogo puta.

Primer 1.1.2. Neka su p, ¢, r jednostavni iskazi. Izraz —=p A (¢ V (L = 1))
je iskazna formula jer je sastavljen u skladu sa definicijom.

Prioritet logickih operacija (od najveceg ka najmanjem):
1. -
2. A,V

3. =, &
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Kao i kod aritmetickih izraza, redosled operacija moze se promeniti koristec¢i
zagrade.

Primer 1.1.3. Odrediti istinitosne vrednosti sledeé¢ih iskaznih formula: p =
¢, q=p,(=>9Ng=Dp), pVqg qVpip&q

Formiramo istinitosnu tablicu na slede¢i nacin:
1. Za sve elementarne iskaze ("slova”) treba obezbediti onoliko vrsta u tablici
koliko je potrebno da pokrijemo sve mogué¢e kombinacije T — L. Za dva
slova, p i ¢, bi¢e potrebno 4 kombinacije, za 3 slova 8, za n slova ukupno 2"
kombinacija. Iskazna slova unosimo u prvim kolonama tablice.
2. U preostalim kolonama tablice upisujemo jednostavnije iskazne formule od
kojih je sastavljena formula koju dokazujemo (u nasem slucaju to su p = ¢
i ¢ = p) i njihove istinitosne vrednosti za odgovarajuée vrednosti iskaza p i
q. Ukoliko je potrebno odrediti istinitosne tablice za viSe iskaza koji zavise
od istih iskaznih slova (kao $to je slucaj u ovom primeru), sve radimo preko
jedne tablice. Zbog ustede u prostoru, u tablici ne¢emo pisati 7(x) ve¢ samo
x za iskaz x.

plallp=alg=p| =9 ANP=>q9 | PVg| qVp|pEyg
TIT T T T T T T
TIL| L T 1 1 T 1
LT T 1 1 T 1 1
L] T T T T T T

Primec¢ujemo da se poklapaju vrednosti u trec¢oj i Sestoj koloni, cetvrtoj i
sedmoj, odnosno petoj i osmoj.

Definicija 1.1.8. Dve formule A i B, sastavljene od istih iskaznih promenljivih
su identicki jednake ako se njihove tablice vrednosti istinitosti poklapaju.

Dakle, iz prethodnog primera vidimo da:
=9 (pVe, PeadepP=>dN(@=Dp).

Ovo u stvari znaci da operacije = i < mogu da se izraze preko A, V, —.

1.1.3 Osobine iskaznih operacija
1. komutativnost: pAg<qgAp, pVg<sqVp,
2. asocijativnost: (pAg)AT < pA(gAT), (PV@VTrESpV(gVr),

3. distributivnost ili/i odnosno i/ili: pV (g A1) & (pV g A(pVr),
pA(gVr) e (pAgV(pAT);
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4. De Morganovi zakoni: =(pV q) < —pA—q, —(pAq)< —pV g,
5. idempotentnost: pAp<p, pVp<p;
6. pANT & p, pVIL&Sp;
7. zakon dvojne negacije: —(—p) < p;

8. zakon apsorpcije: pA (pVq) < p, pV(pAq) & p.

Koriste¢i navedene osobine iskaznih operacija, moze se pokazivati da su
odredeni iskazi medusobno ekvivalentni.

Videli smo da se iskazna formula koja sadrzi iskazne operacije =, < moze
svesti na formulu koja sadrzi samo —, A, V. Primenom De Morganovih za-
kona, mozemo dalje svesti svaku iskaznu formulu tako da sadrzi samo —, A
ili =, V. Postavlja se pitanje: da li postoji logicka operacija preko koje je
moguce izraziti sve ostale logicke operacije.

Primer 1.1.4. Iskazne operacije A, V, = mogu se izraziti pomoc¢u samo jedne
iskazne operacije. Sefer? je 1913. dokazao da se za osnovnu operaciju moze
uzeti tzv. NAND operacija koja se obi¢no definise kao p 1 ¢ < —(p A q).
Zaista,

peptp,pAges (Pt T@tqe). pVaes () T(@Tq).

Tridesetak godina ranije, Pers® je dokazao (ali nije objavio svoje rezultate)
da je isto moguce uraditi sa tzv. NOR operacijom koja se moze definisati
kao p | ¢ < —(pV q). Zaista,

peplp pAge (plp)l@lq, pvees (lalplq.

Primer 1.1.5. Hajde da vidimo sa ¢im je ekvivalentna iskazna formula
p A (p= q) = q koja je poznata i kao zakon odvajanja.

2Henry Maurice Sheffer (1882-1964), americki logicar
3Charles Sanders Peirce (1839-1914), americki filozof, logi¢ar i matematicar, poznat i
kao ”otac pragmatizma”
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pAp=q)=q & (PA(pVq)=q (zbog(p=q) = (-pVa))
< (A (pVa)Vy
< (-pV-a(-pVq)) Vg (DeMorganov zakon)
< (-pV(pA—q)) Vg (DeMorganov zakon)
< (((pVp)A(—pV—q))Vq (distributivnost)
& (TA(pV—g) Ve
& (-pV-g) Vg
< —pV(7qVq) (asocijativnost)
& pVvT
< T

Definicija 1.1.9. Iskazna formula koja je istinita za sve vrednosti istinitosti
1skaza od kojih je sastavljena naziva se tautologija /i identicki istinita
formula. Iskazna formula koja nije istinita ni za jednu vrednost istinitosti
iskaza od kojih je sastavljena naziva se kontradikcija.

Neke vaznije tautologije su:

1. zakon identiteta p = p;

2. zakon protivrecnosti —(p A —p);

3. zakon iskljucenja treceg: pV —p;

4. zakon dvostruke negacije: —(—p) < p;

5. zakon silogizma (tranzitivnost): (p = q) A (¢ = r) = (p = 1),
e dANl@ger)=@er);

6. zakon kontraporzicije: (p = ¢) < (—¢ = —p);

7. pravilo izvodenja (modus ponens): p A (p = q) = ¢;

8. zakon protivrecnosti: ((—p = q) A —p) = q.

Primer za zakon kontrapozicije: neka je p iskaz "proizvod dva cela broja

je neparan broj”, a ¢ "oba ¢inioca su neparni brojevi”. Ako bar jedan od
¢inilaca nije neparan broj (tj. bar jedan je paran), onda proizvod nije paran.
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Primer 1.1.6. Dokazati da v/2 nije racionalan broj.

Pretpostavimo suprotno, da je v/2 racionalan broj. To znaéi da v/2 = §
za neka dva uzajamno prosta cela broja (naravno, ¢ # 0). Kvadriranjem
dobijamo: 2 = 5—2, odnosno p? = 2¢?, odakle sledi da 2|p?; ako 2 deli p? tada
2 deli p, pa je p paran broj, te zato postoji neki ceo broj m takav da p = 2m.
Zamenom u p? = 2¢*> dobijamo (2m)? = 2¢%, odnosno ¢*> = 2m?, odakle
kao malopre zakljucujemo da je i ¢ paran broj. Dakle, celi brojevi p i ¢ su
parni, §to znaci da oni nisu uzajamno prosti (podseéamo: dva cela broja su
uzajamno prosti ako ne postoji ceo broj razli¢it od 1 koji deli oba), ¢ime smo
dobili kontradikciju sa pretpostavkom da su p i ¢ uzajamno prosti. Dakle,
nasa polazna pretpostavka da je v/2 racionalan broj nije ta¢na, odnosno /2
je iracionalan broj.

Pogledajmo sada logic¢ku strukturu dokaza. Ako sa s oznacimo iskaz ”v/2
nije racionalan broj”, a sa t iskaz "celi brojevi p i ¢ nisu uzajamno prosti”,
tada se primenom zakona protivrecnosti ((—s = t) A =t) = s dobija trazeni

dokaz.

1.1.4 Predikati i kvantifikatori

Iskazni racun je vrlo ogranicen. Na primer, za realne brojeve x i y iskazi

”x je paran broj” i ”x je manje od y” mogu biti kako istiniti tako i neistiniti

(u zavisnosti od izbora z i y), znaéi - neodredeni su. Tada elementarne iskaze

mozemo posmatrati kao promenljive koje uzimaju vrednosti T ili L. Na taj
nacin sre¢emo se sa izrazima koji se odnose na izvesne objekte.

Neka je dat neki skup objekata z,v, 2, ..., i neka su iskazi koji se odnose

na njih oznaceni recimo sa P(x), Q(y), R(z,y), ... Na primer, ako su objekti

iz. skupa prirodnih brojeva, iskazi P(x): "z je prost broj”, Q(y): "y je paran

jan objekat, iskaz F'(z) je potpuno odreden kada znamo .

Definicija 1.1.10. Neodredeni iskazi koji zavise od jedne ili vise promenljivih
nazivaju se logicke funkcije ili predikati.

Iskazi ili iskazne promenljive i predikati su elementarne formule logike
predikata.

Definicija 1.1.11. Formula logike predikata je svaki konacan izraz formi-
ran od elementarnih iskaza i elementarnih formula logike predikata primenom
konacnog broja logickih operacija —, \,V,=, & .

Univerzalni kvantifikator (Vx)P(z) ”za svako z, P(x) je istinito”; oz-
naka potice od prvog slova engleske reci ”all”.



1.2. OSNOVI TEORIJE SKUPOVA 9

Egzistencijalni kvantifikator (3x)P(z) "postoji x za koje je P(x) is-
tinito”; oznaka potice od prvog slova engleske reci ”exist”.

Na primer, ako je P(z) : "2? = 4”7, tada je formula (Vz) 2% = 4 neistinita,
dok je formula (3x) z? = 4 istinita, jer zaista za x = +2 vazi 2% = 4.

Kada radimo sa kvantifikatorima, obic¢no se koriste sledece skracenice:

(Vo € S)P(z) & (Vz)(x € S = P(x)),
(3x € S)P(z) & (Jz)(z € SN P(x)).

Primer 1.1.7. Formula (Vz) 2 = x je uvek istinita. Formula (Vz)(3y) = +
y = 0 je istinita, jer zaista za proizvoljno x mozemo naéi broj y(= —=x)
tako da x +y = 0. S druge strane, ako zamenimo mesta univerzalnom i
egzistencijalnom kvantifikatoru, dobija se formula (Jy)(Vz) z + y = 0 koja
evidentno nije istinita. Dakle, sa zamenom mesta kvantifikatorima treba biti
oprezan! (Vidi grafik sa vezbi)

Kvantifikatori pod dejstvom negacije prelaze jedan u drugi:

—(Va)P(z) < (3x) ~P(x),
—(dz)P(z) & (Vx) - P(x).

Primer 1.1.8. Posmatrajmo formulu (Im)(Vn) n < m, gde su m, n prirodni
brojevi. Ova formula nije istinita, jer ne postoji najveci prirodan broj. Hajde
da vidimo kako izgleda negacija ove formule:

—(3Im)(Vn) n <m & (Vm) ~(Vn) n < m &
& (Vm)(3n) =(n < m) < (Vm)(In) n > m.

Poslednja formula je istinita (samim tim i sve prethodne, jer su ekvivalentne),
jer kazuje dobro poznatu ¢injenicu da za svaki prirodan broj m mozemo naci
prirodna broj n (recimo n = m + 1) koji je veéi od njega.

1.2 Osnovi teorije skupova

Pojmovi skup i element skupa su osnovni matematicki pojmovi, i kao
takvi se ne definisu. U radu sa skupovima zadrza¢emo se na intuitivnoj
predstavi skupa kao kolekcije izvesnih elemenata, to je tzv. naivna teorija
skupova.

Pojam skupa uveo je Kantor? krajem XIX veka.

4Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), poznati nemacki matematicar
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Skupove obi¢no oznac¢avamo velikim slovima latinicnog alfabeta, a njihove
elemente malim slovima. Dobra je praksa pisati npr. a za proizvoljan element
skupa A. Za neke skupove koriste se uobicajene oznake: N (prirodni brojevi),
Z (celi brojevi), Q (racionalni brojevi), R (realni brojevi), C (kompleksni
brojevi).

Da bismo oznacili da element x pripada skupu X koristi¢emo simbol €
("pripada”), dok x ¢ X znaci da element x ne pripada skupu X.

Skup koji nema elemenata naziva se prazan skup, i oznacava sa () ili {}.

Definicija 1.2.1. Ukoliko je dat tzv. univerzalni skup E, tada se skup svih
elemenata iz E koji ne pripadaju datom skupu A naziva komplement skupa
A (u odnosu na skup FE), i oznacava sa A€ ili A.

Treba napomenuti da je jako bitno u odnosu na koji univerzalni skup se
uzima komplement datog skupa. Na primer, ako je dat skup A = {2,6} i
dva univerzalna skupa, Fy = {1,2,3,...,9} i By = {2,4,6,8}, tada je A‘(ZEI) =
{1,3,4,5,7,8,9} a AEEQ) = {4,8}.

Definicija 1.2.2. Ako svaki element skupa A pripada i skupu B, tj. ako vazi
(Vx)(x € A = x € B), tada za skup A kaZemo da je podskup skupa B, u
oznaci A C B (ili samo A C B). KaZe se jos i da je skup B nadskup skupa
A, zapis B 2 A (ili samo B D A).

Svaki neprazan skup ima bar dva podskupa, prazan skup i sebe: (), A C A.

Definicija 1.2.3. Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup svih pod-
skupova skupa A, odnosno: P(A) ={B: B C A}.

Partitivni skup je o¢igledno neprazan skup, posto P (@) = {0}, dakle skup
koji sadrzi jedan element. Na primer, ukoliko je dat skup A = {a, b, c}, tada
P(A) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b, c}}. Ukoliko skup A sadrzi

n elemenata, tada njegov partitivni skup ima tacno 2" elemenata.

Definicija 1.2.4. Dva skupa su jednaka ako i samo ako su sastaviljeni od
istih elemenata, tj.

A=B& (ACB)AN(BCA) & (Vo) (re A e B).

Ukoliko A C Bi A # B, tada kazemo da je skup A pravi podskup
skupa B, uoznaci AC Bili AG B.
Skupove mozemo zadavati i predstavljati na vise nacina:

e preko zajednicke osobine, A = {z : p(x)}, gde je ¢(x) neko svojstvo
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e nabrajanjem elemenata, npr. A = {2,3,5,7} za skup prostih brojeva
manjih od 10, B = {4, 8, 16, ...} za skup prirodnih brojeva koji su deljivi
sa 4

e preko Venovih dijagrama, koji su pogodni kada radimo sa malim brojem
skupova (dva do cetiri) koji imaju mnogo zajednickih preseka

Jedan isti skup moze se zadati na vise razli¢itih nac¢ina. Na primer,
A=1{2,3,5,7} = {x: x € NAx je prost broj manji od 10}.
Kod skupova nije bitan redosled elemenata, ali nisu dopustena ni viSestruka

pojavljivanja istog elementa. Na primer, {1,2,2} = {2,1} = {1, 2}.

1.2.1 Skupovne operacije

Definicija 1.2.5. Presek skupova A i B, u oznaci AN B, je skup koji ¢ine
svi zajednicki elementi skupova A i B, tj.

ANB={x:x€ ANz € B}.
Neke osnovne osobine preseka su:
e ACB& ANB=A,
e ANBCA, ANB C B,
e AND =0, AnA° = .
Skupovi A i B za koje vazi AN B = () su disjunktni.

Definicija 1.2.6. Unija skupova A i B, u oznaci AU B, je skup koji ¢ine
svi elementi koji se nalaze u bar jednom od skupova A i B, tj.

AUB={x:x€ AVxe B}.
Neke osnovne osobine unije skupova su:
e ACB< AUB =B,
e ACAUB, BC AUB,

e AUD=A AUA°=FE.
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Pored unije/preseka dva skupa, moze se definisati unija/presek konacne
familije skupova:

UJAi={z:@i=Tn)ze A},
=1

(Ai={z:(Vi=Tn)zec A}
Definicija 1.2.7. Razlika skupova A i B, u oznaci A\ B, je skup koji ¢ine
svi elementi koji pripadaju skupu A i ne pripadaju skupu B, tj.
A\B={x:z€ ANz ¢ B}.

Sada vidimo da se komplement skupa A u odnosu na univerzalni skup F
moze izraziti i kao:

A°= B\ A.

Mose se definisati i simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci AAB
(¢ita se 7 A delta B”), kao skup

AAB = (A\ B)U (B\ A).

Istaknimo sada analogiju izmedu skupova i iskaza. Ako sa p oznac¢imo
iskaz® "z € A”, a sa ¢ iskaz "x € B”, tada:

e univerzalnom skupu E odgovara tautologija, praznom skupu kontradik-
cija;

A C B odgovara iskaz p = ¢;

e A = B odgovara iskaz p < ¢;

A€ odgovara iskaz —p;

AN B odgovara iskaz p A q, a AU B iskaz p V ¢;

e razlici A\ B odgovara p A —q

®Preciznije, ovde je re¢ o predikatskim formulama P(z) i Q(z). Na primer, A = B
odgovara (Vz)(P(z) & Q(x)).
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1.2.2 Dekartov prozvod skupova

Definicija 1.2.8. Uredeni par elemenata a i b je dvoelementni skup:

(a’v b) = {{a}7 {CL, b}}

Element a naziva se prva komponenta (projekcija) uredenog para, dok je
b druga komponenta. Za razliku od skupova, gde nije bitan redosled eleme-
nata (dakle, {a,b} = {b,a}), kod uredenih parova redosled je od sustinske
vaznosti. Koristeéi definiciju jednakosti skupova, uredeni parovi (a,b) i (b, a)
su jednaki ako i samo ako su jednaki skupovi {{a}, {a,b}} i {{b},{b,a}}, a
oni mogu biti jednaki ako i samo ako a = b.

Dva uredena para, (a,b) i (a1,b;) su jednaki akko a = a; 1 b = by.

Slicno uredenom paru moze se definisati i uredena n—torka. Na primer,
uredena trojka je (a,b,c) = (a, (b, c)).

Definicija 1.2.9. Neka su A i B neprazni skupovi. Pod Dekartovim® pro-
izvodom skupova A i B, u oznaci Ax B, podrazumeva se skup svih uredenih
parova (a,b), gde je prva komponenta iz skupa A, a druga iz skupa B:

Ax B={(a,b) :a€ Abe B}.

Ukoliko je bar jedan od skupova A i B prazan, uzima se da je i njihov Dekar-
tov proizvod prazan skup.

Primer 1.2.1. Dati su skupovi A = {a,b,c} i B = {0,1}. Dekartovi
proizvodi B x B, Ax Bi B x A su:

B x B = {(0,0),(0,1),(1
A x B ={(a,0),(a,1),(b,0), (b, 1), (¢,0), (¢, 1)},
B xA={(0,a),(0,0),(0,¢),(1,a),(1,b),(1,¢)}.

Ovaj primer ilustruje ¢injenicu da Dekartov proizvod nije komutativan,
tj. za neprazne i razlicite skupove A i B vazi

Ax B#Bx A

Ukoliko skup A ima m, a skup B n elemenata, tada skup A x B sadrzi
tacno m - n uredenih parova.

Analogno Dekartovom proizvodu dva skupa, moze se definisati i Dekartov
proizvod n skupova kao skup n—torki:

Ay X Ag x - x Ay ={(ar,a9,...,a,) a1 € Aj,a € Ay, .. ya, € AL

6René Descartes (1596-1650), poznati francuski matematicar i filosof
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Ukoliko se uzima Dekartov proizvod skupa A sa samim sobom dovoljan broj
puta, mogu se uvesti Dekartovi stepeni skupa:

A=, A=A, A2=AxA, ... A"=AxAx---xA.

n

Za nas ¢e biti posebno znacajan A x A, Dekartov kvadrat skupa A, za
uvodenje biarnih relacija i funkcija u narednim poglavljima.

1.2.3 Osobine skupovnih operacija

1. idempotentnost: AUA=A, ANA=A4,
2. komutativnost: AUB=BUA, ANB=BNA;
3. asocijativnost: (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC =AN(BNQC);

4. distributivnost: AU(BNC)=(AUB)N(AuC), AN(BUC) =
(ANB)U(ANC);

5. De Morganovi zakoni: (AU B)° = AN B¢, (AN B)°= A°U B°.

Dokaz ovih osobina (i mnogih drugih skupovnih izraza) moze se izvesti
na bar tri nacina: koris¢enjem iskazne logike, preko tablica istinitosti odgo-
varajucih iskaza ili preko Venovih dijagrama. Dokazimo, na primer, distribu-
tivnost preseka prema uniji: AN (BUC) =(ANB)U(ANC).

re AN(BUC) wrxeANreBUCS
sreAN(zreBVrel)s
S (reANzeB)V(reArzel) &
SxeAnNB)V(re ANC) &
sre(ANB)U(ANO).

Neke osobine Dekartovog proizvoda, unije i preseka:
e Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);
e Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);
e (AUB)xC=(AxC)U(BxC);

e (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC).
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1.3 Relacije

Uvidanje veza izmedu izvesnih objekata predstavlja jedno od osnovnih
svojstava ljudskog misljenja. Na primer, medu osobama koje se nalaze na
nekoj zabavi lako se uvida koje osobe se medusobno poznaju. Takode,
posle nekog vremena skup ljudi sa zabave se podeli na manje grupe koje
imaju zajednicka interesovanja, teme razgovora, muzicki ukus i slicno. Drugi
primer, kada se pravi spisak studenata, to se moze uraditi na mnogo nacina.
Medutim, spisak gde su studenti poredani po rastu¢em broju indeksa ili
po prezimenima ima prednosti, jer omogucava lakse snalazenje. Takve veze
izmedu izvesnih objekata u matematici se predstavljaju kroz relacije.

Definicija 1.3.1. Neka su A i B neprazni skupovi. Svaki podskup p C Ax B
naziva se binarna relacija u skupu A X B. Specijalno, ako je A = B, kaze
se da je p C A? binarna relacija skupa A.

Relacije se obi¢no oznacavaju malim slovima grckog alfabeta: p, o, ..., 1
njih mozemo zadavati i predstavljati na razne nacine:

e navodenjem svih elemenata koji jesu (ili nisu) u relaciji; pogodno za
relacije kod kojih su skupovi konacni, sa malim brojem elemenata.

e analiticki zapis.

e tabli¢cno: u vrstama se nalaze elementi skupa A, u kolonama elementi
skupa B: ako je element a iz i—te vrste u relaciji sa elementom b iz
j—te kolone, onda stavljamo T ili 1 u preseku i—te vrste i j—te kolone
matrice, a ako nije u relacije, stavlja se L ili 0.

e graficki prikaz: konacni skupovi A i B predstave se Venovim dijagra-
mima, i kada je a iz A u relaciji sa b iz B crta se linija sa strelicom od
a do .

e orijentisani graf; pogodan za slucaj konacnog skupa A = B. Svakom
elementu skupa A pridruzuje se jedan ¢vor grafa, a ako je a; u relaciji
sa ay onda se crta grana sa strelicom koja poc¢inje u ¢voru a; a zavrsava
se u as. Ukoliko a; u relaciji sa ay, tada grana izlazi iz a; i vraca se u
njega - tzv. petlja.

Na potpuno analogan na¢in moze se definisati i n—arna relacija (relacija
duzine n) kao podskup Dekartovog proizvoda p C Ay x Ay x---xA,. Zan =1
obi¢no se kaze unarna relacija, za n = 2 binarna, za n = 3 ternarna.
Dakle, unarna relacija je proizvoljan podskup datog skupa. Mi ¢emo se baviti
binarnim relacijama.
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Posmatramo relaciju p C A x B; ukoliko su elementi a € Aib € B u
relaciji p, to zapisujemo kao (a,b) € p ili apb. Ukoliko a i b nisu u relaciji
p, zapisujemo (a,b) ¢ p. Napomenimo da je, posto radimo sa uredenim
parovima, redosled bitan, te u opstem slucaju moze biti apb, ali ne i bpa.

Primer 1.3.1. Primeri nekih relacija:

1. Kako je p € A x B, slucajevi p = 0 i p = A x B opisuju trivijalne
relacije; kod prve nijedan element iz a € A nije u relaciji ni sa jednim
elementom b € B, dok kod druge svaki element a € A je u relaciji sa
svim elementima b € B. Ukoliko A = B, vazna relacija je i identicka
relacija, definisana kao A4 = {(a,a) : a € A}.

2. Kao $to smo ve¢ rekli, unarnom relacijom moze se smatrati svaki pod-
skup datog skupa.

3. Primer ternarne relacije je relacija "y je izmedu x i z” definisana na
skupu tacaka date prave. Zatim, relacija ”osoba A je predstavila osobu
B osobi C” na datom skupu osoba je ternarna relacija.

4. Neka su dati skupovi A = {1,2} i B = {a, b, ¢}. Primer binarne relacije
je p={(L,a),(1,0),(2,0)}.

5. Na skupu A = {1,2,3,4} mozemo definisati relaciju na slede¢i nacin:
xpy < x < y. Dakle, p = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}.

Svakoj relaciji pridruzuju se dva skupa. Domen relacije p C A x B je
skup svih elemenata skupa A koji su u relaciji sa nekim elementom skupa B:

D(p) ={a € A: (3b € B) apb}.

Skup vrednosti relacije p je skup svih elemenata iz B sa kojima je u relaciji
neki element iz A:

R(p) ={be€ B:(Ja € A) apb}.
Jasno, D(p) € A, R(p) C B.

Primer 1.3.2. Za relaciju iz primera 1.3.1.4) je D(p) = A, R(p) = {a,c},
dok je za relaciju iz primera 1.3.1.5) D(p) = {1, 2,3}, dok je R(p) = {2, 3,4}.
Domen i slika identicke relacije A4 poklapaju se sa skupom A.

Definicija 1.3.2. Ako je p C A x B, tada je inverzna relacija relacije p
skup p~' C B x A definisan kao

p_l = {(a’ab) : (bv CL) S ,0}-
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Dakle, apb < bp~ta,zasvea € Aib € B. Lako se vidida D(p™!) = R(p)
i R(p) = Dip).

Primer 1.3.3. Za relaciju iz primera 1.3.1.4) je p~! = {(a, 1), (¢, 1), (¢, 2)}, a
za relaciju iz primera 1.3.1.5) p~' = {(2,1),(3,1),(3,2), (4,1), (4,2), (4,3)}.
Inverzna relacija identicke relacije A4 je sama ta relacija.

Definicija 1.3.3. Proizvod (kompozicija) relacijac C AxB ip C BxC
je relacija poo C A x C data sa

poo={(z,y):(3z € B) xoz A zpy}.

Ocigledno je D(po o) C D(o) i R(po o) C R(p). U opstem slucaju,
proizvod dveju relacija ne mora biti definisan (ubaci primer). Da bi bio
definisan, mora da bude D(p) N R(c) # 0. Ukoliko je u pitanju binarna
relacija p na skupu A, onda se moze definisati stepen relacije p na sledeci
nacin:

pP=pop, p’=p'op,..

Kompozicija relacija se vrlo lako izvodi koris¢enjem grafickog prikaza
Tvrdenje 1.3.1. Za proizvolyne relacije p, o, T vazi:
1. po(ocoT)=(poo)or.

2. (poo)t=0"lop

1.3.1 Neke osobine binarnih relacija

Definicija 1.3.4. Binarna relacija p C A? je:
(R) refleksivna ako (Vz € A) xpx;
(S) simetri¢na ako (Vz,y € A) zpy = ypx;
(AS) antisimetri¢na ako (Vx,y € A) zpy A\ ypr = x = y;
(T) tranzitivna ako (Vz,y,z € A) xpy N ypz = xpz.
Ukoliko je poznata tablica relacije, tada:
e ukoliko su samo vrednosti T po glavnoj dijagonali, relacija je (R);

e ako je tablica simetri¢na u odnosu na glavnu dijagonalu, relacija je (S);
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e Kriterijum za antisimetri¢nost moze se izraziti i kao:

(Vo,y € A) (v,y) €ep e #y= (y,2) & p.

Prema tome, ako je tablica antisimetréna u odnosu na glavnu dijago-
nalu (tj. ako je svako T simetri¢no sa L i obratno), relacija je (AS);

e za osobinu (T) nema lepog kriterijuma.

Na osnovu grafa relacije, mozemo zakljuciti sledece:

e ako svaki ¢vor ima petlju, relacija je (R);

e ako svakoj grani iz a u b odgovara grana iz b u a, onda je (S);

e ako izmedu svaka dva ¢vora postoji najvise jedna grana, onda je (AS);

e ako je graf kvadrata relacije sadrzan u grafu relacije, to je svojstvo (T).

Jos jedan kriterijum za prepoznavanje osobina relacija na skupu daje
naredno tvrdenje.

Tvrdenje 1.3.2. Binarna relacija p C A? je:

1. refleksivna ako i samo ako Ag C p,
2. simetricna ako i samo ako p~! = p,
3. antisimetricna ako i samo ako p N p~ ! C Ay

4. tranzitivna ako i samo ako po p C p.

Proof. (=) : Relacije p je refleksivna, tj. (Vx € A) (z,z) € p. Kako je
Ay ={(x,x):x € A}, zakljucujemo da Ay C p.

Uzmimo (z,y) € p~ !, to je po definiciji ekvivalentno sa (y,z) € p, a
relacija p je (S), te zato sledi (z,y) € p, tj. dobijase p~' C p. S druge strane,
(r,y) € p& (y,z) € pt = (x,y) € p, odnosno p C p~!, te zato p = p~ L.

Ako je p antisimetri¢na, onda (Vz,y € A) (z,y) € AN(y,z) € A=z =y,
odnosno pN p~t C Ay

Uzmimo (z,y) € p?; po definiciji kompozicije (3z) (z,2) € p A (z,y) € p.
Relacija p je tranzitivna, te zato (z,2) € p A (2,y) € p = (x,y) € p, tj.
p* Cp.

(<): As Cprnadida (Vo € A) (x,2) € p, tj. p je refleksivna relacija.

(r,y) € p& (y,7) € p~! zajedno sa p~' = p daju (y,z) € p, tj. dokazali
smo osobinu simetri¢nosti.

(r,2) € pA(z,y) € p= (z,y) € p? sa p* C p daje (z,y) € p, tj. relacija
je tranzitivna.

Osobina antisimetri¢nosti je jasna, cime smo kompletirali dokaz. ]
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Napomena: Kako su relacije u stvari skupovi (uredenih parova), sa
njima se mogu izvoditi skupovne operacija kao npr. unija i presek. U tom
smislu treba shvatiti stavku 3 iz prethodnog tvrdenja.

Primer 1.3.4. Dat je skup A = {a, b, c} i binarna relacija p C A? na njemu,
definisana na slede¢i nacin:

pP= {(a,a), (b7 b)v (07 b)? (Ca C)}

Tabli¢ni prikaz i graf ove relacije su:

C—O
C;

[P IS e
- e
H
H o

Kako su po glavnoj dijagonali tablice sve vrednosti T, relacija je reflek-
sivna. Relacija nije simetricna, jer (c,b) € p, ali (b,c¢) ¢ p. Nije ni anti-
simetriéna, jer p~! = Ay U {(b,c)} # AaU{(c,b)} = p. Tranzitivnost vazi,
jer je p? = p, §to se najbolje vidi sa grafickog prikaza relacije.

1.3.2 Relacije ekvivalencije

Definicija 1.3.5. Relacija p C A? koja je refleksivna, simetricna i tranzi-
tivna naziva se relacija ekvivalencije.

Nekad se za relaciju ekvivalencije koristi simbol ~ ("tilda”).

Definicija 1.3.6. Neka je p C A? relacija ekvivalencije. Skup svihy € A koji
su u relaciji sa elementom x € A naziva se klasa ekvivalencije elementa
x, u oznaci [z] ili Cy:

[2] ={y € A: zpy}.

Primer 1.3.5. Definisimo na skupu celih brojeva Z relaciju na slede¢i nacin
- dva broja z,y € Z su u relaciji ako imaju isti ostatak pri deljenju sa 4:

rpy s x =y dle—y.
Pokazimo da je =4 relacija ekvivalencije.

(R): (Vx € Z) 4|z — x = 0, §to jeste tacno;
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(S): Ve,y € Z) 4|z —y=4]| — (zr —y) = y — z, Sto vazi;

(T): (Va,y,z €Z) 4z —yANdly—x=4|(r—y)+(y—2) =2 — 2z, tj. vazii
tranzitivnost.

Prema tome, relacija =4 je zaista relacija ekvivalencije.
Odredimo sada klase ekvivalencije.

O)={re€Z:2=0={oecZ: 4z} ={..,-8,-4,0,4,8,...},
|={z€Z 2= 1}={xecZ:4z—-1}={..,-7,-3,1,5,9,...},
|={oeZ:z=2={ocZ 4r—2=1{..,—6,-226,10,...},
J)={re€Z:x=3}={0eZ 4xz-3}={...,—-5—-1,3,7,11,...},
d={x€Z . x=44}={ze€Z:4r—-4}={x€Z: 4z} =][0].

Dakle, relacija kongruencije po modulu 4 na skupu celih brojeva ima 4 klase
ekvivalencije, sto zapisujuemo na sledeci nacin:

7] =4={[0], (1], [2], [3]}-
Svaki ceo broj pripada ta¢no jednoj klasi
Z= [0 U tJu2]u3],
i svaka klasa sadrzi samo one brojeve koji pri deljenju sa 4 daju isti ostatak.

Definicija 1.3.7. Familija {A;,i = 1,n} nepraznih disjunktnih podskupova
datog skupa A naziva se razbijanje ili particija skupa A ako

Primer trivijalnog razbijanja skupa A = {ay,as, a3} je familija skupova
Al = {al},AQ = {CLQ},Ag = {CL3}. Drugo razbijanje je Bl = {(Il,ag},Bg =
{as}; medutim C = {aq, a2}, Cy = {as, az} nije razbijanje jer C; N Cy # (),
kao $to ni familija Ay, Ay nije razlaganje skupa A jer A # A; U A,.

Tvrdenje 1.3.3. Relacija ekvivalencije na skupu definise razbijanje tog skupa.
Obratno, svako razbijanje datog skupa indukuje relaciju ekvivalencije na tom
skupu.

Proof. Neka je p relacija ekvivalencije na skupu A. Posto je relacija p re-
fleksivna, svaki element skupa a je u relaciji makar sa samim sobom, te
pripada nekoj klasi ekvivalencije. 1z istog razloga je svaka klasa ekvivalencije
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neprazna. Posmatramo x,y € A takve da (z,y) ¢ p; treba dokazati da nji-
hove klase ekvivalencije imaju prazan presek. Pretpostavimo suprotno, da
postoji neko z € A tako da z € [x] N [y]. Po definiciji, to znaci da zpz A ypz.
Zbog simetric¢nosti i tranzitivnosti, imamo

Tpz N\ Zpy = TPy,

sto je u suprtnosti sa (z,y) ¢ p. Dakle, nasa pretpostavka je pogresna, te
elementi koji nisu u relaciji pripadaju disjunktim klasama.

Neka su sada x,y € A takvi da xzpy. Po definiciji, to znaci da y € [x].
Zbog simetricnosti je ypx, odsnosno = € [y|. Prema tome, [z] = [y].

Obratno, ako je {Ay, ..., A, } razbijanje skupa, mozemo definisati relaciju
p na skupu A na slededi nacin: xpy < (3i = 1,n) x,y € A;. Lako se pokazuje
da je p zaista relacija ekvivalencije.

[

Primer 1.3.6. Neka je dato razbijanje skupa Z
P={P={..,-4,-20,24,...} A ={...,-5,-3,-1,1,3,5,... }}.
Definisimo relaciju p na slede¢i naé¢in:
Ve,yeZ)xpy= (xe PLANye P)V(xe PNy € P).

Ocigledno je p relacija ekvivalencije koja se poklapa sa relacijom "z i y su
iste parnosti”.

1.3.3 Relacije poretka

Definicija 1.3.8. Relacija p C A% koja je refleksivna, antisimetriéna i tran-
zitivna naziva se relacija poretka ili uredenje. Skup A na kojem je defi-
nisana relacija poretka p naziva se (delimi¢no) ureden skup.

Cesto se za relaciju poretka koriste i simboli 7 <" ili 7 <”.

Neka je (A, p) ureden skup. Ukoliko za z,y € A vazi ili zpy ili ypz,
tada su elementi x i y uporedivi. Ako su svi elementi skupa A medusobno
uporedivi, tada je skup A potpuno ureden, linearno ureden ili lanac.

Primer 1.3.7. Pokaza¢emo raznovrsnost relacija poretka.

1. Skup realni brojeva R sa relacijom < je primer linearno uredenog skupa,
zato Sto za svaka dva realna broja znamo koji broj nije veci od kog.
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Skup prirodnih brojeva N sa relacijom deljivosti | je primer uredenog
skupa koji nije linearno ureden, jer postoje neuporedivi prirodni bro-
jevi, npr. niti 2|3, niti 3|2.

Za dati skup A, partitivni skup P(A) sa relacijom inkluzije C je ureden
skup, ali nije linearno ureden, jer postoje podskupovi koji nisu upore-
divi relacijom inkluzije. Na primer, ako je A = {a, b}, tada za skupove
S={a},T={b} nevazini SCni T CS.

Ukoliko su (A, <4) i (B, <p) uredeni skupovi, tada na skupu A x B
mozemo nha razne nacine uvesti uredenje. Najpoznatije je leksikograf-
sko uredenje koje se definiSe na slede¢i nacin:

(a,b) <jex (a1,b1) © a<aa1V(a=a; Ab<pb).

Dakle, uredeni parovi se uporeduju prema prvoj komponenti, a ako
su prve komponente jednake, onda prema drugoj. Na primer, ako su
A = {a,b,c} i B = {0, 1} uredeni skupovi (a < b < ¢, 0 < 1), onda
(a,0) <pex (b,0) 1 (b,0) <jerr (b,1). Na ovaj nacin se sortira npr. spisak
studenata po azbucnom redu.

Definicija 1.3.9. Neka je (X, p) ureden skup.

1.

Element a € X takav da (Vx € X) apx naziva se najmanji element
skupa X .

Element a € X takav da (Vo € X) zpa naziva se najveéi element
skupa X.

Element a € X takav da (Vo € X) x = aV—(xpa) naziva se minimalni
element skupa X.

Element a € X takav da (Vo € X) x = a V =(apz) naziva se maksi-
malni element skupa X.

Drugim rec¢ima, najmanji element je manji (u odnosu na relaciju p) od
svih ostalih elemenata, dok je minimalni element manji od svih sa kojima
je uporediv. Dualno vazi za najve¢i i maksimalni element. Na grafu relacije
poretka iz ¢vora koji odgovara najmanjem elementu vodi grana ka svim os-
talim ¢vorovima, dok u ¢vor koji odgovara najvecéem elementu ulaze grane
iz svih ostalih ¢vorova. Minimalni elementi se prepoznaju po tome Sto iz
njihovih ¢vorova samo izlaze grane, dok ¢vorovi u koje samo ulaze grane
odgovaraju maksimalnim elementima.
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Primer 1.3.8. Posmatramo ureden skup (X = {1,2,...,9},]). Element
a € X je najmanji ako (Vz € X) a|x, a to moze biti samo a = 1. Maksimalni
element ne postoji, jer ne postoji b € X takav da (Vx € X) z|b (to bi bio
npr. najmanji zajednicki sadrzalac brojeva skupa X, ali on ne pripada u
X). Element a € X je minimalan ako (Vo € X) x = aV x t a; znadi 1 je
minimalan, jer x = 1V z {1 jeistinitoizaxz =1 (svodisena TV L & T), i
zax # 1 (svodisena L VT < T). Element 2 nije minimalan, jer za z = 1
imamo kontradikciju; isto vazi i za ostale. Dakle, minimalni element je 1.
Element 5 je maksimalan posto (Vo € X) z =5V 51 2, dok element 3 nije
jer za x = 6 dobijamo kontradikciju. Dakle, maksimalni elementi su 5, 6, 7,
819.

Ukoliko posmatramo skup (X7 = {2,3,...,9},|), ne postoje ni najmanji
ni najvec¢i element. Minimalni elementi su 2, 3, 51 7, a maksimalni 5, 6, 7,
81 9. Primetimo da su 5 i 7 istovremeno i minimalni i maksimalni elementi
(u grafu njima odgovaraju izolovani ¢vorovi).

Ako se pozabavimo uredenim skupom (Xo = {0,1,...,9},|), i dalje je 1
najmanji (i jedini minimalni) element, ali zato sada imamo i najveéi (i jedini
maksimalni) element - 0.

Posmatramo 1i linearno ureden skup ({1,2,3,4}, <), on ima najmanji
element 1 i najveéi element 4.

Tvrdenje 1.3.4. Ako postoji najmanji (najveci) element skupa X u odnosu
na relaciju p, tada je on jedinstven.

Proof. Pretpostavimo suprotno, da postoje dva najmanja elmenta, m; i ms.
Tada imamo mpms i mopm;y, odakle zbog antisimetri¢nosti relacije p sledi
my1 = my. Dualno za najveéi element. O
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Za graficko predstavljanje uredenih konaénih skupova koriste se Haseovi”

dijagrami. Za razliku od klasi¢nih grafova, oni sadrze ¢vorove organizovane
na odredeni nacin i znatno manje grana, te su pregledniji. Element x € X je
neposredni prethodnik elementa y € X ako

VzeX)zpzAzpy=z=aVz=y,

tj. nijedan element se ne moze "umetnuti” izmedu z i y. Pomoc¢u pojma
neposrednog prethodnika za svaki element odreduje se njegov nivo. Element
x je na nivou 0 ako nema neposrednih prethodnika. U suprotnom, element
x je na nivou k > 0 ako ima bar jednog neposrednog prethodnika na nivou
k — 1 dok su svi ostali njegovi prethodnici na nivou ne ve¢em od k — 1.

Cvorovi se sada rasporeduju na sledeéi na¢in po nivoima, pocevsi od nivoa
0 na dnu, i svaki ¢vor se spaja linijama sa svim svojim neposrednim prethod-
nicima.

Definicija 1.3.10. Neka je dat ureden skup (X, <) i neka A C X.

1. Element x € X je majoranta (gornja granica, gornja meda) skupa A
ako (Va € A) a < z.

2. Element x € X je minoranta (donja granica, donja meda) skupa A
ako (Va € A) z < a.

Skup koji ima bar jednu majorantu/minorantu je ograni¢en odozgo/odozdo;
skup koji je ogranicen i odozgo i odozdo je ogranicen.

Najmanja od svih majoranti skupa A, ako postoji, naziva se supremum
skupa A, u oznaci sup A. Ukoliko supremum pripada skupu A, naziva se
maksimum, i oznacava sa max A. Dualno se definisu infimum i minimum
skupa, inf A i min A. Dakle,

r=maxAs e AN NVa€ A)a<u;
r=supA<si)VacA)a<zANii)\VacA)a<y=uz<y.

Primer 1.3.9. Skup A = (—o00, —1] je ograni¢en odozgo u skupu R, i skup
njegovim majoranti je {x € R : = > —1}. Kako ovaj skup majoranti ima
minimum, postoji sup A = —1, koji je istovremeno i maksimum jer pripada
skupu A. Skup A nije ograni¢en odozdo jer nema nijednu realnu minorantu.

Skup B = [—1,1) je ogranicen, i skup njegovih minoranti je {y € R: y <
—1}, a skup majoranti {z € R : z > 1}. Skup minoranti ima maksimum,
te inf B = —1, skup majoranti ima minimum, i zato supB = 1. Kako

"Helmut Hasse (1898-1979), nemacki matematicar



1.4. FUNKCIJE 25

inf B € B, postoji min B = inf B = —1, dok zbog sup B = 1 ¢ B maksimum
max B ne postoji.

Skup C' = [0,v/2) je ogranicen u Q, inf C' = min C' = 0, ali supremum (ni
maksimum) ne postoje jer v2 ¢ Q.

Definicija 1.3.11. Skup (X, <) je dobro ureden ako svaki njegov neprazan
podskup sadrzi minimum.

Primer dobro uredenog skupa je (N, <).

1.4 Funkcije

Funkcijske relacije, ili krace - funkcije, predstavljaju posebnu vrstu relacija
kod kojih je svaki elementu domena u relaciji sa tacno jednim elementom iz
slike te relacije. Pritom se moze desiti sledece:

e domen relacije nije ceo skup,

e kodomen relacije nije ceo skup.

Prvi problem se cesto resava tako Sto se postavi da ”odlazni” skup bude
jednak domenu relacije.

Definicija 1.4.1. Neka su dati neprazni skupovi A i B. Relacija f C AX B
za koju vazi:

1. Yz € A)(Jy € B) (z,y) € f;
2. (Ve e A)(Vy,z2 € B) (z,y) e fA(z,2) € f=y=2
naziva se funkcija.

Umesto (x,y) € f pise se y = f(x). Pritom se x obi¢no zove argument,
original ili (nezavisno) promenljiva, dok je y slika ili vrednost funkcije.
Sa D(f) oznacava se domen funkcije ili oblast definisanosti, dok je R(f)
kodomen funkcije ili skup vrednosti.

Dakle, funkcija predstavlja odredeno pravilo po kojem se elementima
jednog skupa pridruzuju elementi drugog skupa, i pritom jednom originalu
odgovara najvise jedna slika. Paralelno sa terminom funkcija, koristi¢emo i
termin preslikavanje.

Ukoliko su u pitanju konac¢ni skupovi, funkcija se moze zadavati i pred-
stavljati tablicno ili graficki. Obicno je pogodniji analiticki zapis. Neki
primeri funkcija:

z? 2 2 1, 2€Q

f@) = = 2(@,y) = S+2 hw) = /f(t)dt X () :{ 0, zcR\Q
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Tablica funkcijske relacije sadrzi u svakoj koloni najvise jedan simbol
T; iz svakog ¢vora grafa funkcijske relacije moze izlaziti samo jedna grana,
racunajudéi i petlje. Elementu koji ne pripada oblasti definisanosti funkcije
odgovara kolona popunjena simbolima 1 u tablici, odnosno izolovani ¢vor
grafa.

Svaka funkcija se moze potpuno opisati kao uredena trojka (D(f), R(f), f),
tj. promenom bar jednog od ova tri elementa menja se i sama funkcija.

Definicija 1.4.2. Dve funkcije f © g su jednake ako:

1. D(f) = D(g),
2. R(f) = R(9),

3. (Ve € D(f)) f(x) = g(x).

Primer 1.4.1. Funkcije f(x) = 2211 fi(z) = (x—1)(z+1) su jednake, jer
su im jednaki domeni (skup R), kodomeni (skup [—1, 4+00)) i same funkcije.
Funkcije g(z) = ﬁ—jﬁ i g1(x) = 1 nisu jednake, jer je D(g) = R\ {—1} a
D(g1) =R.

Definicija 1.4.3. Ako D(f),R(f) C R, onda se skup
I(f) ={(z, f(z)) -z € D(f)}

naziva grafik funkcije f.

Ukoliko su domen i kodomen funkcije podskupovi skupa R, takve funkcije
zvacemo realnim funkecijama, i one ¢e biti predmet naseg izucavanja. Grafik
realne funkcije se moze interpretirati kao skup tacaka Dekartove ravni xQOy.

Definicija 1.4.4. Funkcija g je restrikcija funkcije f ako D(g) C D(f) i
(Vz € D(g)) f(x) = g(z). KaZe se jos i da je funkcija f ekstenzija funkcije
g.

Ukoliko je funkcija g restrikcija funkcije f na skup D C D(f), pisa¢emo
9= flp.
Primer 1.4.2. Funkcija fi(z) = 2% : RT — R je restrikcija funkcije f(z) =
2?2 : R — RT. Funkcija f(n) = n! : N — N moZe se proiriti na realne brojeve
kao tzv. gama funkcija:

[(x) = /tmletdt.
0

Dakle, gama funkcija je ekstenzija funkcije faktorijel.
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1.4.1 Osobine funkcija

Videli smo iz definicije da funkcija ne sme da Salje jedan isti original
u dve razlicite slike (nacelo jednoznacnosti). Biée nam od interesa kako
funkcije kod kojih svakoj slici odgovara drugi original, tako i funkcije kod
kojih je kodomen ceo skup B.

Definicija 1.4.5. Funkcija f: A — B za koju

(Var, 20 € A) 11 # 22 = f(21) # f(22)
je injektivna funkcija, injekcija ili 7 1-17.

Ukoliko se iskoristi tautologija (p = ¢q) < (—¢ = —p), uslov injektivnosti
moze se zapisati kao
f(x1) = f(x2) = 21 = 29,

tj. istim slikama odgovaraju isti originali.
Definicija 1.4.6. Funkcija f: A — B za koju

(Vy € B)(3r € A) f(z) =y

je surjektivna, surjekcija ili ’na”.

Dakle, funkcija je surjektivna ako svakoj slici iz celog skupa B odgovara

neki original iz domena funkcije.
Slika skupa D C D(f) funkcijom f : A — B definiSe se kao skup koji
¢ine slike svakog od elememata skupa D:

£(D) = {f(a) :a € D},
U opstem slucaju je f(A) C B; funkcija f je "na” akko f(A) = B.

»

Definicija 1.4.7. Funkcija je bijektivna ako je "1-17 1 "na”.

Definicija 1.4.8. Neka su date funkcije f : A — B ig: C — D. Ukoliko
f(A) € BN C, moze se definisati proizvod (kompozicija) preslikavanja
f 1 g kao preslikavanje go f : A — D takvo da:

(Va € A) (9o f)(a) = g(f(a)).

Komporzicija funkcija je asocijativna (f o (go h) = (f o g) o h), dok u
opstem slucaju nije komutativna (f o g # g o f), kao Sto pokazuje naredni
primer.
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Primer 1.4.3. Date su funkcije f(z) = —22 — 1 : R — R i g(x) =  :
R* — R. Funkcija f o g je:

(fog)x) = flg(z) = —(Va)? —=1= -z —1,

dok g o f nije ni definisana, jer

(o f)z) =g(f(z) = V-2 -1
Tvrdenje 1.4.1. Neka f: A— B, g: B — C. Tada:
1. ako su f ig 7"1-17, tada je 1 go f "1-17;
2. ako su f i g "na”, tada je 1 go f "na”.

Proof. 1. Neka su ay,as € A takvi da (go f)(ai1) = (go f)(az). To je, po
definiciji, ekvivalentno sa g(f(a1)) = g(f(az)), a kako je g 71-1”, sledi
da f(a1) = f(ag). Kako jei f "1-17, sledi a; = as, ¢ime smo dokazali
da je go f 71-17.

2. Neka je ¢ € C proizvoljno. Funkcija g je "na”, pa postoji b € B tako
da ¢ = g(b). Kako je i funkcija f "na”, postoji a € A za koje b = f(a).
Dakle, za proizvoljno ¢ € C' vazi

¢=g(b) = g(f(a)) = (g o f)(a)

za neko a € A, tj. funkcija g o f je "na’”.
O

Ukoliko uzmemo zajedno delove 1) i 2) prethodnog tvrdenja, zaklju¢ujemo
da je kompozicija dve bijekcije ponovo bijekcija.

Tvrdenje 1.4.2. Neka f: A— B, g: B~ C. Tada:
1. ako je go f "na”, tada je g "na’;
2. ako je go f 71-17, tada je f 71-1".

Proof. 1. Funkcija g o f je "na”, pa za poizvoljno ¢ € C postoji a € A
tako da ¢ = (go f)(a). To dalje znaci da ¢ = g(f(a)) za a € A, odnosno
za proizvoljno ¢ € C postoji b = f(a) € B tako da ¢ = ¢g(b), tj. g je

bM b

na .

2. Neka su ay,az € A takvi da je a; # ap. Zbog injektivnosti g o f sledi
(g0 )lar) # (g© f)laz). odnosno g(f(ar)) # g(f(az)). Odavde sledi
f(a1) # f(az), odnsono funkcija f je ”1-17.

[
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Dakle, ako je g o f bijekcija, onda je f 71-17, a g "na”.

Tvrdenje 1.4.3. Ako je f : A — B bijekcija, tada postoji jedinstveno pres-
likavangje g : B — A tako da

1. (Va € A) (9o f)(a) = a,
2. (Wb e B) (fog)(b) =b.

Proof. Funkcija f je bijekcija, dakle "na”, te (Vb € B)(Ja € A) b = f(a).
Kako je fi71-1", a je jedini element skupa A za koji b = f(a). Definisimo
preslikavanje g : B — A koje ovakvom elementu b dodeljuje element a. Tada
vazi:

1. (Va € A) (go f)a) = g(f(a)) = a,
2. (Vb e B) (fog)(b) = f(g(b) = flg(f(a))) = f((g0 f)(a)) = fa) = b.

Dokazali smo egzistenciju preslikavanja g sa trazenim osobinama, dokazimo
sada jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno, da postoji jos jedna bijekcija
g1 : B — A sa trazenim osobinama 1) i 2), koja je razli¢ita od g. To znaci
da (3 € B) g(b) # g1(b), a kako je f 71-1”7 preslikavanje, sledi f(g(b)) #
f(g1()), odnosno zbog osobine 2) sledi b # b, §to je kontradikcija. Dakle,
preslikavanje g sa trazenim osobinama je zaista jedinstveno. [

Preslikavanje ¢ iz prethodnog tvrdenja naziva se inverzna funkcija
funkcije f, i obi¢no se oznacava sa f~!. Dakle, f~! : B — A je bijektivna
funkcija za koju vazi: (Va € A) (f'o f)(a) =ai (Vbe B) (fo f1)(b) =0,
Sto se skra¢eno zapisuje kao f7lo f =iy, fo f~! = ig. Sliéni identickoj
relaciji, identi¢ku funkciju definisemo kao (Vax € A) is(x) = x.

Znamo da za svaku relaciju postoji jedinstvena njoj inverzna relacija.
Kako je svaka funkcija f istovremeno i relacija (sa dodatnim svojstvima),
postojac¢e uvek i f~1, ali u opStem sluc¢aju kao relacija. Da bi relacija
/7! bila funkcija, f mora da bude bijektivna funkcija. Ako (z,y) € T'(f),
onda (y,z) € T'(f71), tj. grafici funkcija f i f~! su simetri¢ni u odnosu na
pravu y = x.

Primer 1.4.4. Potrazimo inverznu funkciju funkcije f(z) =2x—1: R — R.
Funkcija f je injektivna, jer za proizvoljne z, x5 € R vazi:

flz1) = f(xe) © 201y — 1 =229 — 1 & 21 = 29,

Funkcija f je surjektivna, jer za proizvoljno y € R postoji z = yTH tako da
f(x) = y. Prema tome, funkcija f je bijekcija, te zato postoji f~!, koju
nalazimo na sledeé¢i nacin:

F@) =a e e - =a e ) =
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Dakle, f~1(z) = &L,

Primer 1.4.5. Potrazimo inverznu funkciju funkcije g(z) = 22 : R — R¥.
Funkcija g nije injektivna, jer g(—2) = ¢(2) iako —2 # 2, pa nije ni bijektivna,
te ne postoji g7'. Posmatrajmo sada dve restrikcije funkcije g na realne

poluose:
g(z) =2 Rt = R, g@(r)=2":R — R".

Lako se pokazuje da su funkcije g i g2 bijekcije, i g;' = V7, g5 = —/7.
Funkcije g; ' i g, obicno se nazivaju inverzne grane funkcije f.

Definicija 1.4.9. Funkcija f : R — R je strogo rastuca ako
(V1,29 € R) 21 < w3 = f(21) < f(22),
odnosno strogo opadajuca ako
(Vry, 20 € R) 21 < 29 = f(x1) > f(22).

Primer 1.4.6. Funkcija f(x) = z je strogo rastuca, kao i funkcije f(z) =

e, f(z) = Inz. Funkcija f(x) = 2? je strogo rastu¢a na [0, +00) a strogo

opadajuca na (—oo,0]. Funkcija f(x) = sinz je strogo rastuca na [—7, 7],
T 3

dok je strogo opadajuca na [, 5]

Tvrdenje 1.4.4. Ako je funkcija f : X — Y strogo rastuca, onda postoji
funkeija f1: f(X) — X i strogo je rastuéa.

Proof. Funkcija f je strogo rastuéa, pa je 1 < xo = f(x1) < f(x2), odakle
sledi f(x1) # f(x2), tj. funkcija f je ”1-17. Funkcija f je "na” ako slika X
u f(X), pa postoji bijekcija f~!: f(X) — X. Dokazimo da je f~! strogo
rastuca funkcija.
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Neka su yy, 92 € f(X) takvi da y; < y». Moguca su tri slucaja: f~1(y;) =
F w2), 7N y) > M ye) il f7 () < f7'(y2). Prvii drugi slucaj nisu
moguci, jer bi onda primenom funkcije f imali y; = yo odnosno y; > ys, Sto
dovodi do kontradikcije. Dakle, mora biti f~*(y;) < f~(y2), tj. funkcija f~!
je strogo rastuca. ]

Definicija 1.4.10. Funkcija f : R +— R je
1. parna, ako (Vz € R) f(z) = f(—x);
2. neparna, ako (Vx € R) f(z) = —f(—=x);
3. periodi¢na, ako (3T # 0)(Vx € R) f(x+T) = f(x). Broj T za koji ovo

vazi naziva se period funkcije f. Najmangi pozitivan period funkcije,
ako postoji, naziva se osnovni period.

Funkcija ne mora da bude ni parna ni neparna, medutim ukoliko jeste,
onda imamo izvesnih olaksica. Grafik parne funkcije simetrican je u odnosu
na y—osu, dok je grafik neparne funkcije simetrican u odnosu na koordi-
natni pocetak. Parnost i neparnost podrazumevaju da je domen funkcije
f simetrican skup u odnosu na koordinatni pocetak, tj. = € D(f) <
—x € D(f). Grafik periodiéne funkcije f sa osnovnim periodom T do-
bija se kada proizvoljno "parce” grafika duzine T' transliramo duz x—ose
za £T, +2T,£3T, ... Dakle, ¢esto je dovoljno ispitati funkciju samo na delu
domena da bismo dobili informacije o njenom ponasanju na celom domenu.
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Primer 1.4.7. Funkcije f(z) = 2?",n € N, su parne, funkcije f(x) =

2?"~1 n € N, suneparne. Funkcije €® i In 2 nisu ni parne ni neparne. Funkcija

f(x) = sinx je neparna i periodi¢na; njeni periodi su +27, +4mx, ..., dok je
njen osnovni period 27. Funkcija f(x) = cosx je parna i periodi¢na sa os-
novnim periodom 27.

Ukoliko neparna funkcija ima inverznu funkciju, onda je i inverzna funkcija
neparna. Zaista, ako je f : A — B neparna bijekcija, onda za proizvoljno
y € B postoji jedinstveno x € A tako da y = f(x). Zato:

=y = (@) = [ (f(=2) = —z = — [T} (y).

Permutacione funkcije

Posmatrajmo sve moguce bijekcije skupa {1,2,...,n} na sebe, tj. skup
Sp={f:{1,2,....n} =% {1,2,...,n}}.

Elementi ovog skupa su permutacije i ima ih ukupno n! Proizvoljnu per-
mutaciju predstavlja¢emo na slede¢i nacin:

. < 1 2 3 ... n )
F) f2) fB3) .. fln) )
Posmatrajmo permutacije skupa {1, 2, 3,4}. Za datu permutaciju s definisemo
permutaciju s na sledeé¢i nacin: ako s(i) = j, onda s(j) =4, gde i,j = 1, n.

Na primer,
(12 34 L (1234
5=\ 2431) ° 4132/

Medu permutacijama iz skupa S, moze se definisati kompozicija per-
mutacija na slede¢i nacin: ako (s; 0 s3)(i) = s2(s1(4)),4 = 1,n. Tlustrujmo
kompoziciju na skupu Ss:

/123 (12 3 (123
1=l g 13 ) %27 139 ) %1°%27(3 1 9 )"

Medu svim permutacijama iz S, posebnu ulogu igra permutacija pri kojoj
svi elementi ostaju na svojim mestima, tj.

123 ... n
A"‘(1 2 3 ... n)

posto za svaku permutaciju s € S, vazi: so A, = A, 0s =s.
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1.5 Ekvivalentnost skupova i kardinalnost

Definicija 1.5.1. Skupovi X + Y su ekvivalentni, u oznaci X ~ Y, ako
postogi bijektivno preslikavanje skupa X na skup Y. Za dva ekvivalentna
skupa X 1Y kazZe se da imaju isti kardinalni broj, card(X) = card(Y).

Kardinalni broj predstavlja uopstenje klasicnog pojma broja elemenata
skupa. Re¢i da neki skup X ima n elementa znacilo bi da mi mozemo te ele-
mente nabrojati, a samo brojanje je uspostavljanje bijekcije izmedu podskupa
{1,2,...,n} skupa Nisamog skupa X. Ovo je intuitivno jasno, ali nepodesno
za rad sa beskona¢nim skupovima, kao Sto pokazuje naredni primer.

Primer 1.5.1. Skupovi N i 2N = {2/4,6,...} su ekvivalentni, jer postoji
bijektivno preslikavanje f(n) = 2n : N +— 2N. Ovo je u suprotnosti sa intu-
itivnim shvatanjem broja elemenata skupa, jer se tvrdi da parnih i prirodnih
brojeva ima podjednako mnogo, a mi znamo da pored parnih brojeva ima i

neparnih. Dakle, 2N G N, ali N ~ 2N.

Relacija ekvivalentnosti dva skupa je relacija ekvivalencije. Svaka klasa
ekvivalencije sastoji se od skupova koji imaju isti kardinalni broj.

Ukoliko skupovi X i Y nisu ekvivalentni i postoji bijekcija skupa X na
pravi podskup skupa Y, tada je card(X) < card(Y).

Definicija 1.5.2. Skup je beskonacan ako je ekvivalentan sa nekim svo-
gim pravim podskupom, u suprotnom je konacan. Beskonacni skupovi koji
su ekvivalentni skupu prirodnih brojeva su prebrojivi, dok su u suprotnom
neprebrojivi. Za kardinalni broj skupa N koristi se oznaka Ro ("alef-nula”,
po prvom slovu hebrejskog alfabeta,).

Primer 1.5.2. Kao $to smo ve¢ videli, skup N je beskonacan posto je ekviva-
lentan sa svojim pravim podskupom 2N. Segment [0, 1] C R je beskonacan,
jer je ekvivalentan sa segmentom [a, f] C R za proizvoljne medusobno ra-
zlicite «, 8 € R; ta ekvivalencija ostvaruje se bijekcijom f(z) = (8 —a)x + .
Skup (0,1) je ekvivalentan sa R, i ta ekvivalencija ostvaruje se bijekcijom:

1
—1 9

ro={ 10

=z )

Kako kod beskona¢nog skupa dva elementa ne menjaju nista po pitanju kar-

dinalnosti, imamo card(0, 1) = card([0,1]) = card(R).

Unija konac¢nog ili prebrojivo beskonacnog skupa prebrojivih skupova je
prebrojiv skup. Zaista, ako su A = {aj,as,---} i B = {by,ba,---} dva
beskonacna skupa, napisa¢emo njihovu uniju kao {aq, by, ag, b, - - - }, odakle
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vidimo da je taj skup prebrojiv. Ova skica dokaza lako se uopstava za ko-
na¢no mnogo skupova, dok dokaz za beskonacno mnogo skupova navodimo
u narednom tvrdenju za specijalni slucaj skupa Q, koji se moze posmatrati
kao prebrojiv skup prebrojivih skupova oblika {k/n : n € N}.

Tvrdenje 1.5.1. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.

Proof. Poredajmo sve pozitivne racionalne brojeve na sledec¢i nacin:

1 1 1 1
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4

=l
IS
wlw
N[9S

Sada ”skupljamo” elemente iz tablice na sledeé¢i na¢in: polazi se od gornjeg
levog ugla, ide jedan korak nanize, onda dijagonalno u smeru gore-desno
dokle je to moguce, onda jedan korak desno, onda ponovo dijagonalno ali u
smeru dole-levo dok je moguce itd. Na ovaj nac¢in napravili smo niz:

12112343

11°2°32°11°2°
Nijedan pozitivan racionalan broj nije izostavljen, a brojeve koji se pojavljuju
vise puta izbacujemo (to su brojevi oblika ”* gde m i n nisu uzajamno prosti),
§to znaci da smo konstruisali bijekciju izmedu Q1 i N. Prema tome,

card(Q) = card(Q~ U {0} UQ™") = card(N),
posto je unija prebrojivih skupova prebrojiv skup. O
Tvrdenje 1.5.2. Skup [0, 1] je neprebrojiv.

Proof. Pretpostavimo suprotno, da je skup svih realnih brojeva izmedu 01 1
prebrojiv. Tada se oni mogu poredati u niz:

r1 =0, crc2¢13. ..
ro = 0, Co1C92C23 . . .

rs = 0, C31C32C33 . . .

gde su ¢;; € {0,1,...,9} cifre. Formirajmo novi realan broj r od brojeva iz
niza rq,79,73,... na slede¢i nacin:

r=0,cicoc3. ..,
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gde su cifre date sa
e 5, d'L'L — 4 ’
Ovako dobijeni broj r pripada [0, 1], ali se po konstrukeiji ne nalazi na listi
brojeva iz [0, 1]. Dobili smo kontradikeiju, te skup [0, 1] nije prebrojiv.
Da bismo pojasnili konstrukciju iz dokaza, ako su dati brojevi:

r = 0,23794102. . .
ro = 0,44590138 . . .
rs = 0,09118764 . . .
rq = 0,80553900. . .

broj r ¢e biti r = 0,4544 . ..

Svaki realan broj ima jedinstven decimalni zapis (osim brojeva koji se
zavrSavaju beskonaénim nizom cifara 9). Zato broj r nije jednak nijednom
r1,79,... jer se decimalni zapis broja r razlikuje od zapisa broja r; barem na
1—tom mestu, za sve i € N. O

Kardinalni broj skupa [0, 1], a samim tim i skupa R, obelezava se sa ¢ i
naziva konitnuum. Dakle,

card(N) = Xy, card(R) = c.

Izmedu ova dva kardinalna broja, po tzv. kontinuum hipotezi vazi relacija
c = 2%. Ona se moZe, po analogiji sa kona¢nim skupovima, tumaciti kao da
realnih brojeva ima onoliko koliko ima podskupova skupa prirodnih brojeva.
Ne postoji skup koji ima najvecu kardinalnost.

1.6 Algebarske strukture

Definicija 1.6.1. Neka je X # () i n € N. Preslikavanje f : X™ — X naziva
se operacija duzine n u skupu X il n—arna operacija.

Dakle, operacija predstavlja preslikavanje koje uredenu n—torku eleme-
nata skupa X slika ponovo u element skupa X:

flzy,z9,...,2,) =2 € X.

Za n = 1 koristi se termin unarna operacija, a za n = 2 bina-
rna operacija. Operacije ¢emo najcesée oznacavati simbolima +, —, - (za
uobicajene operacije) ili o, @, *, ... (kad se radi sa operacijama definisanim na
odredeni nacin), kako ne bi doslo do zabune.
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Primer 1.6.1. Naves¢emo neke operacije:

1. Neka je X = R i neka je data operacija f(z) = —z : R — R. Ovo
je primer unarne operacije na skupu realnih brojeva koja nam je poz-
nata kao promena znaka. Operacija komplementiranja na datom par-
titivnom skupu je takode unarna operacija, kao i operacija f(n) = n? :
N — N definisana na skupu prirodnih brojeva.

2. Primeri binarnih operacija su sabiranje, oduzimanje i mnozenje realnih
brojeva.

3. Preslikavanje g(m,n) = m — n definisano na skupu N nije (binarna)
operacija, jer rezultat ne mora da bude prirodan broj. Dakle, ovako
definisano ¢ nije operacija na N. Lako se vidi da g jeste operacija na
skupu Z.

Binarne operacije na kona¢nim skupovima mogu biti zadate (ili predstav-
ljene) Kejlijevim® tablicama. Na primer, na skupu X = {a,b, ¢, d} moze se
definisati binarna operacija * na sledeé¢i nacin:

QO Q|
o >0 o9
Q@ QL & ol
o 9 2o
SO O

Ova tablica se koristi na slican nac¢in kao tablica mnozenja: rezultat primene
operacije * na npr. b i d nalazimo u tablici preseku vrste gde se nalazi b i
kolone gde je d - dakle, b *x d = b. Iz Kejlijeve tablice ¢esto je mogucée na
jednostavan nacin dobiti informacije o osobinama same operacije.

Definicija 1.6.2. Skup X na kome je definisana binarna operacija *x naziva
se grupoid.

Primeri grupoida: (N, +), (N, ).
Definicija 1.6.3. Binarna operacija x definisana na skupu X je
1. komutativna ako (Vz,y € X) zxy =y * x;

2. asocijativna ako (Vz,y,z € X) xx (y*x2z) = (x xy) * 2.

8 Arthur Cayley (1821-1895), britanski matematicar
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Sabiranje u mnozenje prirodnih brojeva su binarne operacije koje su ko-
mutativne i asocijativne. Medutim, operacija m xn = m” : N — N nije ni
komutativna (jer 23 # 32) ni asocijativna (posto 280 = 23" #£ (23)% = 212),
Komutativnost se u Kejlijevoj tablici ispoljava kao simetricnost tablice u
odnosu na glavnu dijagonalu. Za asocijativnost postoji tzv. Light-ov krite-
rijum koji nece biti obradivan u ovom kursu.

Binarne operacije koje se obelezavaju sa ”"+” su aditivne, a sa
multiplikativne.

%

su

Definicija 1.6.4. Neka je (X,*) grupoid. Ako postoji element e € X takav
da
(Ve X)exrz=xxe=u,

tada se on naziva neutralni element l: neutral. Ukoliko vazi samo exx =
x (odnosno x xe =x), e je levi (desni) neutral.

Ako je re¢ o aditivnoj operaciji koristi se termin “nula”, posto je 0 neutral
za sabiranje prirodnih brojeva; ako je u pitanju multiplikativna operacija
koristi se termin ”jedinica”, jer je 1 neutral za mnozenje prirodnih brojeva.

Tvrdenje 1.6.1. Ako postoji, neutralni element je jedinstven.

Proof. Pretpostavimo da u (X, *) postoje dva neutrala, e i ¢/. Po definiciji,
imamo: e = e x ¢ = €', dakle - neutral je jedinstven. ]

Definicija 1.6.5. Element a grupoida (X, ) je levo regularan ako
Ve,ye X)axx=axy=x=y.

Analogno se definise desno regularan element. Element je regularan ako je
i levo i desno reqularan.

Na primer, 0 nije regularna u (NU {0},-) jernpr. 0-1=0-2 ali 1 # 2.

Definicija 1.6.6. Neka je (X, *) grupoid sa neutralom e. Element v € X je
invertibilan ukoliko postoji element ' takav da

xxx' =2 xr=e.
Takav element =’ naziva se inverz elementa x i obicno oznacava sa x 1 .
Ukoliko vazi samo xxx' = e (odnosno x’' xx = e), tada je 2’ desni (odnosno
levi) inverz elementa x.

U aditivnoj grupi koristi se termin suprotni element, u oznaci —z; a
multiplikativnoj se naziva i reciprocni element, u oznaci %
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Primer 1.6.2. 1. U (Z,+) za svako z € Z postoji element —z takav da
2+ (—2)=0. U (N,+) to nije slucaj.

2. U grupoidu (R, ) za element 0 ne postoji = takvoda 0-z =2z -0 = 1.
Medutim, u grupoidu (R \ {0},-) za svaki element = postoji 2’ takav
daz-x’:x’-:pzl,itojebaéx’:%.

Tvrdenje 1.6.2. Neka je x asocijativna operacija na grupoidu (X, ). Ako
za element x postoji inverzni element, tada je on jedinstven, a element x je
reqularan.

Proof. Dokazimo prvo jedinstvenost. Neka su 2’ i 2” dva inverza elementa
z,tj. neknxxx' =2’ xx =€, wxx2”"=2"+x=-ec Imamo:

¥=r've=a"x(xx2")=("xx)x2" =exa” =2a",
¢ime smo dokazali jedinstvenost inverza.
Dokazimo sada regularnost.
Txy=xxz = o x(vxy) =1 "*(vx2)=
= (7 'xa)xy= (" x)x2 =
= exy=exz=>yY=2.

Dokazali smo levu regularnost, analogno se pokazuje i desna. O]

Definicija 1.6.7. Asocijativni grupoid je polugrupa. Ukoliko polugrupa
1ma neutral, naziva se monoid.

Na primer, (N, +) je polugrupa, a (N, -) monoid, jer sadrzi neutral 1.

Definicija 1.6.8. Grupoid (X, *) u kome jednacine a xx = b iyxa = b
imaju jedinstveno resenje (po x iy) naziva se kvazigrupa.

Konacan grupoid je kvazigrupa akko se svaki element pojavljuje tacno
jednom u svakoj vrsti i koloni njegove tablice. Takva tablica naziva se latin-
ski kvadrat. Primer:

QO Q%
o S Qe
QL O o>
L O O Q|

S OO0
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Definicija 1.6.9. Polugrupa (X,*) sa neutralom e u kojoj svaki element
ima inverz naziva se grupa. Ako je operacija * komutativna, onda je (X, *)
Abelova’ grupa.

Drugim recima, grupoid (X, *) sa osobinama

1. Veyy,z € Z)xx(yxz) = (xxy)* 2;

2. (Fee X) Ve e X)xxe=exz =u;

g VeeX)Fr'teX)zxol=atxz=c¢
je grupa.

Primer 1.6.3. 1. Grupoid (Z,+) je Abelova grupa sa neutralom 0 gde
je inverz elementa n € Z element —n; (Q\{0},) je Abelova grupa sa
neutralom 1, gde svaki racionalni broj § ima inverz %.

2. Primer trivijalne grupe: ({a}, %) gde je operacija data sa a *x a = a.
3. Grupoid (Z,,+,), gde je Z, = {0,1,...,n — 1} je Abelova grupa.
Neutral je 0, a inverzni element za k € Z,, je n — k ako k # 0, odnosno

0zak=0.

4. Grupoid zadat tablicom:

o o Q¥
Q@ 0 o
o oo
o Q|0

je Abelova grupa. Zaista, neutralni element je ¢, a inverzi elemenata
a, b, c su redom b, a, c. Komutativnost se vidi iz tablice, dok za asocija-
tivnost je potrebno izlistati sve kombinacije.

5. Posmatrajmo jednakostrani¢ni trougao ABC. Obelezimo sa p; rotaciju

ovog trougla u ravni kojoj pripada oko centra O za ugao %, a sa p,

3 )
rotaciju za ugao 4?”. Neka je o1 osna simetrija trougla u odnosu na

pravu OA, o, simetrija u odnosu na BO, o3 u odnosu na C'O, i neka
je id identicko preslikavanje. Dobili smo skup

X = {Zda ,017/72,‘71702:‘73}

9Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar
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koji ¢ine transformacije koje ne menjaju trougao ABC'. Lako se pokazuje
da je kompozicija dve transformacije iz skupa X ponovo element skupa
X. Struktura (X, o) je nekomutativna grupa ¢ija je tablica:

o lid p1 p2 o1 Oy O3
id | id pr p2 o1 02 O3
pi|p1 p2 id o3 03 04
p2 | p2 id p1 o3 01 O3
01| 01 O3 09 id P2 pP1
oy |0y 01 03 p1 id  py
o3 |03 0 01 p2 p1 ud

Tvrdenje 1.6.3. Svaki element grupe je reqularan.

Proof. Neka je (X, *) grupa i a,b,x € X proizvoljni.

U=

= ax(@zxr ) =bx(zxr')=>a*xe=bxe=a=0.

axx=bxxr = (axx)*xx '=(b*x)*a"

Analogno se dokazuje i leva regularnost. O
Tvrdenje 1.6.4. Za invertibilne elemente u grupi vazi

(Va,b€ X) (axb) ' =b"lxal.

Proof.

(axb)x(axb)=ec = ((a*xb) ' x(axb)*b ' =ecxb =
= (axb) ' x((axb)xb H=b"=
= (a*xb) tx(ax(bxbH))=b"1=
= (a*xb) txa=0b"=
= ((axb)'*xa)xat=b"xa"' =
= (a*xb) tx(axat)=b"txat =
= (a*xb) txe=blxal=
= (a*xb)t=blxa"

Tvrdenje 1.6.5. U grupi (X, *) jednacine
axxr=>0b yxa=>
imaju jedinstvena reSenja
r=atxb, y=bxa '

za sve a,b € X.
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Proof. Pokazimo da je x = a! * b reSenje jednacine a * z = b. Imamo
axr=ax(a'xb)=(axa)xb=ecxb=0.

Ostaje da se dokaze jedinstvenost. Pretpostavimo da postoji jos jedno resenje
71 #a !t xb=x. Tada

axri=bANaxr=b=axri=a%xxr =1 =1,

sto je kontradikcija. Analogno se dokazuje za drugu jednacinu. ]

1.6.1 Homomorfizmi i izomorfizmi

Definicija 1.6.10. Neka su (Xi,0) i (Xa,*) grupoidi. Preslikavanje f :
X1 — Xy takvo da

(V,y € X1) f(woy) = f(z) * f(y),

naziva se homomorfizam grupoida (X1, 0) u grupoid (Xa, ).

Ako je homomorfizam ”1-1” naziva se monomorfizam. Ako je "na” onda
je epimorfizam, tada je Xo homomorfna slika grupoida X;. Bijektivni
homomorfizam naziva se izomorfizam. Strukture koje su izomorfne su u
algebarskom smislu iste. Ako je X; = X5, u pitanju je automorfizam.

Na primer, preslikavanje f(n) = 2™ grupoida (N, +) u grupoid (N,-) je
homomorfizam jer (Vm,n € N) f(n +m) = 2"™ =2".2"™ = f(n) - f(m).

Tvrdenje 1.6.6. Ako je f : X; — Xy izomorfizam 1 ako postoji neutral
ey € X, tada postoji neutral eo € Xy takav da es = f(ey).

Proof. Posto (Vy € X5)(Jz € X1) y = f(x), onda je
yres =y fle) = f(z)* fler) = fwoe) = f(z) =v.
Slicno se dokazuje i es x y = y. [

Tvrdenje 1.6.7. Ako je f izomorfizam X, na X,, onda je [~ takode
izomorfizam X5 na X;.

Proof. Neka su y1,y, € Xs, tada postoje z1,z9 € X; tako da f(z1) = v,
f(ZL’Q) = Ya. Sada

F N yixye) = ()= f(22)) = [ (f(w1022)) = 1022 = f (y1)0f " (v2).
]
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1.6.2 Algebarske strukture sa dve operacije

Definicija 1.6.11. Neka su na skupu X # 0 definisane dve binarne opera-
cije, oznacene sa o and *. Ako

(Vz,y,z € X)zo(yxz)=(roy)*(xoz),
tada vazi levi distributivni zakon o prema x. Ukoliko
(Vo,y,z € X) (x*y)oz=(vo2)*(yoz),

tada vazi desni distributivni zakon o prema . Ukoliko vaze i levi © desni
distributivni zakon, tada se kaZe da vazi distributivni zakon o prema .

Na primer, za skup R i uobic¢ajene operacije sabiranja i mnozenja vazi:
vyt =@y +@-2), @ty z2=@ 2+ =),
ali 5+ (3-4)# (5+3)-(5+4).

Definicija 1.6.12. Neka su na skupu X # () definisane dve binarne opera-
cije: jedna aditivna koju éemo oznacavati sa +, v druga multiplikativna koju
cemo oznacavati sa -. Ako je:

1. (X, +) Abelova grupa,

2. (X,-) polugrupa,

3. wazi distributivoni zakon - prema +,
tada se struktura (X, +,-) naziva prsten.

Napomena: Nekad se prsten definise tako sto se zahteva samo da (X, -)
bude grupoid; ako je (X, ) polugupa onda je u pitanju asocijativni prsten.

U zavisnosti od osobina polugrupe (X, -), prsten je:
1. komutativan, ako je (X, -) komutativna polugrupa,
2. sa jedinicom, ako je (X, -) monoid.

Primer 1.6.4. 1. Struktura (Z, +,-) je komutativni prsten sa jedinicom
jer je (Z,+) Abelova grupa sa neutralom 0, (Z, ) je komutativna polu-
grupa sa jedinicom 1, i vazi distributivni zakon - prema 4.

2. Racionalni i realni brojevi sa uobicajenim sabiranjem i mnozenjem su
komutativni prsteni sa jedinicom.
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3. Neka je X = P skup svih polinoma sa realnim koeficijentima. Sabi-
ranje polinoma je komutativno i asocijativno, nula-polinom je neutral,
a inverzni element je suprotni polinom - dakle, (P, +) je Abelova grupa.
Mnozenje polinoma je komutativno i asocijativno, neutral je konstantni
polinom 1, a posto vazi i distributivni zakon, sledi da je (P, +, -) prsten.

4. Najmanji moguéi netrivijalni prsten je (Zs, +2,2), gde je Zo skup koji
se sastoji od dva elementa 0 i 1, neutrala za sabiranje i mnozenje.
Zapravo, (Zy, +n, ) je prsten za svaki prirodan broj n, gde su sabiranje
i mnozenje su definisani na slede¢i nacin:

r+,y=(r+y) modn, z-,y=(r-y) modn.

Definicija 1.6.13. Prsten (X, +,-) takav da je (X \ {0},-) grupa (gde je 0
neutralni element za operaciju + ) naziva se telo.

Definicija 1.6.14. Komutativno telo je polje.
Dakle, algebarska struktura (X, +, ) je polje ako vazi:

o Vo,y,zeX)z+(y+z2)=(@+y) +2

Vee X)(F0eX)z+0=0+2z ==,

Vee X)3 —zeX)a+(—z)=(—x)+x=0,

Ve,ye X)x+y=y+ux,

Ve,y,z, €« X))z (y+z2)=x-y+z-2;, (r+y) - z=x-2+y- 2

Vee X)dleX)z-1=1-2=u,

(
(
(
o (Vr,yz€X)a-(y-2)=(z-y) 2
(
(
(

Vee X\{0})FteX)z-1=1.0=1,
o Vr,ye X))z -y=y-uz.

Primer 1.6.5. 1. Prsten (Z,+, ) nije telo (dakle, ni polje) zato sto struk-
tura (Z \ {0}, ) nije grupa - problem je §to ni za jedan ceo broj osim
+1 ne postoji inverz.

2. Prsten (Q,+,-) je polje, zato sto je (Q\ {0},-) Abelova grupa. Polje
je 1 struktura (R, +, ).

3. Prsten realnih polinoma nije polje, jer samo nenula konstantni polinomi
imaju inverz.
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4. Struktura (Z,, +, -») je polje akko je broj p prost, inace je samo prsten.
Tvrdenje 1.6.8. Neka je (X, +,-) prsten. Tada
VreX)z-0=0-z=u,
gde je 0 neutral za operaciju +.
Proof. Kakojex-0=2x-(04+0)=2-0+ 2 -0, imamo:
(-0) + (=(z-0)) = (z-0) + (- 0) + (=(z - 0)),
odnosno: 0 =z-0+ (z-04+(—(x-0))) =2-04+0=2x-0. O

Tvrdenje 1.6.9. Neka je (X, +,-) prsten. Za proizvoljne x,y € X vazi:

Yy
Definicija 1.6.15. Neka je (X, +,-) prsten. Ako za x,y € X vazi
:L’y:(), 1;#07 y#oa
tada su a i b delitelji nule.

Primer 1.6.6. Posmatrajmo prsten (Zg, +¢, -¢). U njemu vazi 2-63 = 0 iako
2 # 013 #0. Dakle, elementi 2 i 3 su delitelji nule.

1.7 Polje realnih brojeva

Definicija 1.7.1. Polje (R, +,-) naziva se polje realnih brojeva ako su
ispunjent sledeci uslovi:

1. u skupu R definisana je relacija totalnog poretka koja ima dve osobine:

o Vryy,zeR)e<y=zx+2<y+z,
o Vr,ye R)0O<zAN0<y=0<uz-y;

2. svaki neprazan odozgo ogranicen podskup skupa realnih brojeva ima
supremum (aksioma supremuma)
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Svako drugo polje koje poseduje ove osobine izomorfno je sa poljem real-
nih brojeva.

Terminologija u polju realnih brojeva:

operacije + i - se nazivaju redom sabiranje i mnozenje

neutral grupe (R, +) naziva se nula, u oznaci 0; inverzni element za x
je suprotni element, u oznaci —z

neutral grupe (R\ {0}, -) naziva se jedan, u oznaci 1; inverzni element
za x je reciprocni element, u oznaci % ili 27!

zbir y + (—xz) je razlika elemenata y i x, u oznaci y — z
proizvod y - % (svakako, x # 0) je koliénik elemenata y i x, u oznaci ¥

ako x < y onda je x manje ili jednako y; ako z < y A x # y onda
r <y, r je manje od y.

Tvrdenje 1.7.1. Neke posledice aksioma polja:

1.
2,
3.
4.
5.

6.

Jednacina a + x = b ima jedinstveno resenje x = b — a;
jednacina a - x = b ima jedinstveno resenje x = g ukoliko a # 0;
VreR)0-x=2-0=0;

r-y=0Nx#0=y=0;

za inverz od x -y vaZi — =1 . 1.

218

Yy _ xvtyu
+;—T, ’UJ,’U#O.

Proof. Deo 4. je zbog tautologije (p = qV r) < (p A =q = r) ekvivalentan

sa -

y=0=2=0Vy=0. Ostale osobine se lako dokazuju. ]

Tvrdenje 1.7.2. Neke posledice aksiome uredenosti polja:

1.

2.

3.

r<ycl<y-re-—y<—ror-—y<0;
(Vo € R) 22 > 0;

r<yNz>0=xz <yz

4. 2 <yNz<0=2x2z2>yz.
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Proof. 1.
r<y=ar+(-r)<y+(-2)=0<y-uz,
0<y—-z=0+(-y) <y—z+(-y) = -y < -z,
—y< —zarz=cr—y<zrz—rx=x—y <0,
r—y<UO=z—-y+y<0+y=xz<y.

2. Na osnovu aksiome 1.b) za x = y sledi 0 < 2.

3. Na osnovu iste aksiome kao pod 2), sledi

r<yN0< 2z 0<y—azN0<z=0< (y—z)z =yz—xz & 22 < yz.

4. Analogno pod 3).
[

U skupu realnih brojeva moze se rekurzivno uvesti stepenovanje realnog
broja celim eksponentom.

Definicija 1.7.2. Za svako z € R in € N definiSemo:
1. 2 =1,

2. 2"y =",

3. zin =z "z #0.
Broj ™ zove se stepen broja x sa celim izloziocem n.
Tvrdenje 1.7.3. Za sve m,n € Z i x,y € R\ {0} vaZi:

1. z™g™ = "t

2. (™)™ = g™,

3. "y = (zy)™.
Proof. Dokazimo 1. Ako m,n € N, tvrdenje sledi po definiciji stepena. Neka
sadan > 0,m = —p < 0 pri ¢cemu je p < n. Tada:

2™ =g TP = gV PP — = gV P =
P
Ako p > n onda je

1 1 1 1

'™ =" — =" =a"— = g~ = goptn — e
xP P " b=
Akom=—-p<0in=—q <0 sledi

— — (Pt — pmp—a — pntm

rr = —
P r4 xrpta

Slicno se dokazuju osobine 2 i 3. O
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1.7.1 Vazniji podskupovi skupa realnih brojeva
Prirodni brojevi

Aksiomatsko odredivanje skupa prirodnih brojeva dali su Dedekind!®
1888. i Peano!! 1891. Naveséemo opisnu verziju Peanovih aksioma:

—_

. 1 je prirodan broj;

2. sledbenik ma kog prirodnog broja je prirodan broj;

3. 1 nije sledbenik nijednog prirodnog broja;

4. svaki prirodan broj je sledbenik najvise jednog prirodnog broja;
5. Aksioma indukcije: Ako skup S zadovoljava uslove:

e 1ef,

e sa svakim clanom sadrzi i njegovog sledbenika,
tada .S sadrzi sve prirodne brojeve.

Osnovni pojmovi koji se koriste su: prirodan broj, broj 1, skup i apostrof za
oznacavanje sledbenika. Formalno:

(Vo) o' #1
(Vz,y) 2’ =y = 2=y
(leSAWMr)(zeS=2"€S5)=NcCS.

Sada se sabiranje i mnozenje definisu kao
r+l=a,zv-l=x,0+y =@+y), vy =0-y+ux;

vazi npr. 1" = 2,99 = 100. Iz navedenih definicija slede sve osobine sabiranja
i mnozenja. Teoremu 2+ 2 = 4 dokazujemo na slededéi nac¢in: 2+2 =2+1" =
2+1)=(2)=3=4.

Algebarski gledano, struktura (N, -+, -) ima slede¢e osobine:

e (N, +) je komutativna polugrupa bez neutrala (jer 0 ¢ N); ako bismo
dodali nulu i dalje ne bi svaki element imao inverz (tj. suprotni element)

e (N,-) je komutativni monoid sa neutralom (tj. jedinicom) 1

10Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), nemacki matematicar
HGiuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematicar
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e vazi distributivnost - prema +.

Medutim, veliki nedostatak je to sto u strukturi (N, +,-) jednacina oblika
a+x =0bzaa,be N ne mora da ima reSenja u skupu prirodnih brojeva.

Skup prirodnih brojeva je prebrojiv i beskonacan. Na njemu je na priro-
dan nacin, preko pojma sledbenika, definisano uredenje.

Celi brojevi

Skup celih brojeva'? Z = NU{0} U (—N) predstavlja dopunu i prosirenje
skupa prirodnih brojeva tako da za sve a,b € Z jednacina a + x = b ima
jedinstveno resenje (z = —a + b). Algebarski gledano, struktura (Z,+, ) je
komutativni prsten sa jedinicom 1. Jos jedno lepo svojstvo - prsten celih
brojeva nema delioce nule, tj.

Va,beZ)a-b=0=a=0Vb=0.

Takav prsten naziva se integralni domen.
Skup celih brojeva je dobro ureden skup, bez majoranti i minoranti:

e 2102

Brojevi veci od nule su pozitivni, manji od nule su negativni. Uredenje je
saglasno sa algebarskim operacijama:

a<bANc<d=a+c<b+d, a<bANO<c=a-c<b-c

Formalno, cele brojeve mozemo konstruisati kao klase ekvivalencije relacije
~C N2 definisane na sledeéi nacin:

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=0b+c.

Ako sa [(a,b)] oznacimo klasu ekvivalencije uredenog para (a,b), tada alge-
barske operacije i uredenje mozemo definisati kao:

h [(a’ b)] + [(Cv d)] = [(a +c,b+ d)]a
e [(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)],
o [(a,b)] <[(c,d)] ©a+d<b+c.

Medutim, kako nema svaki ceo broj inverz u odnosu na mnozenje, jednacina
oblika a - x = b u opstem slucaju nije resiva u skupu celih brojeva.

120znaka Z potiv ce od prvog slova nemacke reéi Zahlen, §to znaéi broj
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Racionalni brojevi

Broj koji se moze izraziti kao koli¢nik dva cela broja, §, gde je p brojilac
a q¢ # 0 imenilac, naziva se racionalan broj. Skup racionalnih brojeva
oznacava se sa Q3. Racionalne brojeve formalno mozemo uvesti kao klase
ekvivalencije relacije ~C Z x Z \ {0} definisane kao

(p1,q1) ~ (P2, q2) < P1g2 — gap1 = 0.

Formalno, algebarske operacije i uredenje mozemo definisati na slede¢i nacin:

o [(p1, )] + [(p2, @2)] = (P12 + P21, 12)]
i [(Pl,%)] : [(an(D)] = [(Plpz,%%)],

o [(p1,q1)] < [(p2,92)] € (12 > 0 A P1g2 < pagu) V (1g2 < O A prgo >
p2Q1)-

Struktura (Q, -+, -) je algebarsko polje, i u njemu svaka jednacina oblika
a-x = b, a# 0, ima jedinstveno resenje x = a~'b. Pored ovoga, skup
racionalnih brojeva je gust, u smislu da izmedu dva proizvoljna racionalna
broja postoji bar jedan racionalan broj (recimo njihov poluzbir), a samim
tim beskona¢no mnogo njih.

Medutim, i ova struktura ima slabosti. Posmatrajmo skup aproksimacija
broja v/2:

{1;1,4;1,41;1,414;1,4142; 1,41421; ... }.

Ovaj skup je ogranicen odozgo, ali u skupu racionalnih brojeva nema supre-
mum, jer kao §to smo veé dokazali /2 ¢ Q. Dakle, i uredeno gusto polje
racionalnih brojeva treba na neki nac¢in kompletirati. To kompletiranje se
moze izvesti na vise nacina, i kao rezultat daje polje realnih brojeva.

Iracionalni brojevi

Svi realni brojevi koji nisu racionalni, tj. koji se ne mogu prikazati kao
kolicnik dva cela broja, nazivaju se iracionalnim brojevima. Na primer,
takvi su brojevi v/2,m,e,... Skup iracionalnih brojeva oznacava¢emo sa I.
Decimalni zapis iracionalnog broja sastoji se od beskona¢no mnogo cifara ali
nije periodican, za razliku od racionalnog broja kod kog postoji periodi¢no
ponavljanje cifre ili grupe cifara.

13Na osnovu italijenaske re¢i gouziente za koli¢nik, Peano je 1895. uveo ovaj simbol.
Inace, termin racionalan potice od latinske reci ratio koja izmedu ostalog znaci i odnos
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Primer 1.7.1. Dokazimo da je broj log, 3 (= 1,58 > 0) iracionalan. Pret-
postavimo suprotno, da je log, 3 racionalan broj. Tada bi postojali prirodni
brojevi m i n takvi da logy, 3 = ™, odakle sledi 2% = 3, odnosno 2™ = 3".
Kako ovo vazi samo za m = n = 0, dobili smo kontradikciju. Dakle, log, 3 je
iracionalan broj.

Kako je R=QUIiQNI=0, aznamo da card(R) = ¢ i card(Q) = X,
zakljucujemo da card(I) = c. Dakle, iracionalnih brojeva ima neprebrojivo
mnogo.

Definicija 1.7.3. Ako su ag,aq,...,a, € Z dati brojevi (i a,, # 0), jednacina
ap+ a1x +ar® + ...+ a,x" =0

naziva se algebarska jednacina n—tog reda. Realan broj koji je koren
algebarske jednacine naziva se algebarski broj. Realni brojevi koji nisu
algebarski su transcendentni.

Skup algebarskih brojeva je prebrojiv, dok je skup transcendentnih bro-
jeva neprebrojiv.

Primer 1.7.2. Primeri algebarskih brojeva su:
e racionalni brojevi, jer ¢,a,b € Z,b # 0, je resenje jednacine bz —a = 0.

e Koreni kvadratnog trinoma ax? + bz + ¢ sa celobrojnim koeficijentima
su algebarski brojevi.

e Za polinome sa celobronim koeficijentima stepena veceg od 4 u opstem
slu¢aju ne mogu se dobiti njihovi koreni koris¢enjem samo osnovnih
algebarskih operacija i n—tog korena.

e Neki iracionalni brojevi su algebarski: v/2 kao koren 22 — 2 = 0, zatim
V2 kao koren z® — 2 = 0, ili konstanta zlatnog preseka ¢ (= %5 ~
1,618) kao koren z? —z — 1 = 0.

e Brojevi e i 7 nisu algebarski brojevi (prema Ermit!4-Lindeman's-Va-

jerstrasovoj'® teoremi, koja izlazi izvan okvira ovog kursa).

Brojevi za koje se ne zna da li su algebarski ili transcendentni su npr.

T+e, m™—e, me, I, ", e idrugi. Za brojeve m + €™, me™ dokazano je da su
transcendentni.

14Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar

15Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939), nemacki matematicar

16Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), nemacki matematicar, jedan od os-
nivaca moderne analize
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1.8 Metod matematicke indukcije

Formulisati tvrdenje ili bar postaviti hipotezu samo na osnovu eksperi-
mentalnih podataka moze biti opasno. Na primer, moglo bi se zakljuciti da
je broj n? — n + 41 prost za sve prirodne brojeve n. Zaista, za n = 1 imamo
41 (prost broj), za n = 2 dobijamo 43, koji je takode prost. Nastavimo li
tako do n = 40, dobijamo broj 1601 koji je prost. Ipak, za n = 41 dobijamo
broj 412 koji je ocigledno slozen. Zatim, esto nije moguée (eksperimentalno)
proveriti sve slucajeve, posebno ako ih ima beskonacno mnogo. Na primer, ne
moze se neposredno proveriti da svaki prirodni broj n vazi 13 +23 4. 4+n3 =
(1424 +n)

Matematicka indukcija predstavlja metod dokazivanja da neko tvrdenje
vazi za sve prirodne brojeve. Oznacimo tvrdenje koje zavisi od prirodnog
broja sa P(n). Metod se sastoji od dva koraka:

e baza indukcije - u ovom koraku dokazuje se da tvrdenje vazi za prvi
prirodan broj (obicnon =01ilin = 1)

e induktivni korak, u kojem se pokazuje da ako tvrdenje vazi za jedan
prirodan broj, onda mora da vazi i za sledbenik tog prirodnog broja.

Formalizovani zapis aksiome matematicke indukcije je:
VP [(P(0) A (Vk € N) P(k) = P(k+1)) = (Vn € N) P(n)],

gde je P predikat a k,n € N.

Nekad je potrebno dokazati tvrdenje koje vazi pocevsi od nekog priodnog
broja b. Tada se kao baza indukcije dokazuje P(b), a u induktivnom koraku
P(n) = P(n+1), za sve n > b.

Ponekad se srece i sledeca varijanta, tzv. transfinitna indukcija: ako

tvrdenje vazi za prirodne brojeve 1,2,...,n — 1, tada u induktivnom koraku
se pokazuje da P(1) AP(2)A--- A P(n—1) = P(n).

Primer 1.8.1. Pokazac¢emo razne oblike matematicke indukcije.
1. Metodom matematicke indukcije lako se pokazuje tvrdenje:

1
P(n) : 1+2+-~+n:”(”T+).
Baza indukcije za n = 1 je tacna.
Pretpostavimo da tvrdenje ta¢no za n = k i dokazzimo da n = k + 1.

Imamo:

(ht1) = (k+1)2(k+2)‘

k(k +1
L+ 24 ht (k1) = MEED
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2. Primer indukcije kod koje se ne pocinje od 1 je:

P(n): 2">n? n>4.

3. Primer transfinitne indukcije: Svaki prirodan broj veéi od 1 je proizvod
prostih brojeva.

Treba biti oprezan sa indukcijom, kao Sto pokazuje slede¢i primer.

Primer 1.8.2. Dokazati metodom matematicke indukcije da svi konji imaju
istu boju.”
Baza indukcije: za n = 1 tvrdenje trivijalno vazi.
Induktivna hipoteza: pretpostavimo da n konja uvek imaju istu boju.
Posmatrajmo sada grupu koju ¢ini n+ 1 konj, i oznacimo ih sa ki, ks, . . ., ky,
kn+1. Posmatrajmo sada tu grupu, ali bez prvog konja - dobila se skupina
ko, ..., kny1 od n konja na koju mozemo primeniti induktivnu hipotezu, sto
znaci da svi oni imaju istu boju. Posmatrajmo sada grupu konja iz koje je
udaljen poslednji - dobila se skupina k, ..., k, od n konja na koju se takode
moze primeniti hipoteza, te i oni imaju istu boju. Posto ova dva skupa imaju
presek, sledi da svih n + 1 konja moraju imati istu boju, ¢ime smo dokazali
tvrdenje.

U ¢emu je greska? Implicitno smo podrazumevali da dva skupa konja
imaju neprazan presek, Sto nije tacno za n = 2.

Primer 1.8.3. Dokazati Bernulijevu'® nejednakost: Ako je h > —1,
h#0in > 2, onda
(1+h)" > 1+ nh.

Dokaz izvodimo metodom matematicke indukcije.
Baza indukcije n =2: (14+h)? =1+ 2h+h* > 1+ 2h
Induktivna hipoteza: neka vazi za proizvoljno n
Sada: (1+h)"™ = (14+h)(1+h)" > (1+h)(1+nh) =1+ (n+1)h+nh® >
1+ (n+1)h.

Ukoliko tvrdenje P(m,n) zavisi od dva prirodna broja m i n, tada pri
dokazivanju koristimo dvodimenzionalnu indukciju. Ona se zasniva na slede¢em:

e P(1,1) je tacno,
e Ako je P(k,1) tatno za neko k € N; ta¢no jei P(k + 1,1),

e Ako P(k,l) vazi za neke k,l € N, tada vazi i P(k,l + 1),
onda (Vm,n € N) vazi P(m,n).

1"Madarski matematicar Djerd Polja (Pdlya Gyorgy; 1887-1985) je ovaj primer koristio
kao ilustraciju suptilne greske koja se moze javiti kod dokazivanja matematickom induk-
cijom.

18 Jacob Bernoulli (oko 1655-1705), §vajcarski matematicar iz ¢uvene porodice Bernuli
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1.8.1 Binomni koeficijenti

Primer induktivnog definisanja je definisanje faktorijela!?:
o 0l =1,
e (VneN)nl=n-(n—-1)!

Dakle, n! =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1. Moze se definisati i dvostruku
faktorijel n!! kao proizvod svih brojeva ne vec¢ih od n koji su iste parnosti
kao n:

2k = (2k)(2k —2)-...-4-2, (2k+ D) = (2k +1)(2k —1)-...-3-1.
Definicija 1.8.1. Za k,n € NU{0}, k < n, kolicnik

nn—1)(n-2)...(n—k+1)
k!

naziva se binomni koeficijent, u oznaci (})*, i ¢ita "n nad k.

<Z> - k'(nn—lk)' (g) = 1.

Tvrdenje 1.8.1. Za binomne koeficijente vazi:
L) = () + (s
2 (1) =Gl

Dakle,

Proof. 1.
n— n— n—1)...(n— n—1)...(n— )
( k1)+(k—1) - ¢ Uk;!( 2ns 1)(k—(1)!k+1
m—=1)...(n—k+1)n n
- 1k(k—1)! - :(k:)

90znaku n! uveo je 1808. francuski matematicar Christian Kramp (1760-1826), iako
su indijski matematicari faktorijel koristili jos u XII veku, kao broj na¢ina da se uredi n
objekata u niz

200vu oznaku uveo je 1826. nemacki matematicar i fizicar Andreas Freiherr von Etting-
shausen (1796-1878), iako su sami koeficijenti bili poznati vekovima ranije
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<n i k) " (n—(n —Z;)!(n k) k;!(nni B (Z)

Binomni koeficijenti su u stvari koeficijenti uz k—ti ¢lan u razvoju binoma
(a + b)". Kombinatorno tumacenje binomnog koeficijenta je broj nacina na
koje je moguce odabrati k objekata iz skupa od n objekata.

Tvrdenje 1.8.2 (Binomna teorema). Za proizvoljne a,b € R in € N vazi:

o3 (e

k=0

Proof. Dokaz izvodimo metodom matematicke indukcije po n.
Baza indukcije n = 1: (a + b)' = a + b, dakle vazi.
Pretpostavimo da formula vazi za neko n € N i dokazimo da vazi za n + 1.

(a+ b)"+1 =(a+b)(a+b)" =ala+d)"+bla+b)" =

n

_ azn: Z)a"“b""“+bz (:)a’“b”_k -

k=0 k=0
_ n (Z) ak-i—lbn—k + zn: (Z) akbn—k—I—l _
k=0 k=0
_ n n n—1 kin—k+1 n n+1
= ab —l—(l)ab + +(k_1)ab + +< _1>ab—i—a +

]
n n " n n 9 n1
(0>+<1)>ab +<(1)—|—(2>>ab T
n n kin—k+1 n n n n+l _
+ <(k‘—1>+(kz)>ab +...+<(n_1)+<n)>a b+a"" =
1 1 1
= b”+1+(n—1i_ )ab"—i—(n;_ )azb"_l—i—...—l—(nz )a”b+a“+1:

k=0

U dokazu se, osim induktivne hipoteze, koriste rezultati iz tvrdenja 1.8.1. [
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Jedna lepa reprezentacija binomnih koeficijenata je Paskalov?! trougao.
U n—tom redu Paskalovog trougla nalaze se redom koeficijenti u razvoju
binoma (a + b)". I ne samo to, Paskalov trougao sluzi i za jednostavno
generisanje binomnih koeficijenata: trougao je simetri¢an u odnosu na ver-
tikalnu osu (zbog (}) = (")), po obodu trougla nalaze se jedinice (jer je
(g) = (Z) = 1), i pocevsi od druge vrste, svaki koeficijent dobija se kao zbir
dva koeficijenta koji se nalaze u vrsti iznad, po jedno mesto levo i desno od

posmatranog elementa (jer je (Z) = (Zj) - (";1))

1 (0
. (o) (1)

12 1 (6) ;) ()

R A B R
L4 6 4 1 () (1) () (s) (2)
Za odgovarajuce vrednosti a i b mogu se iz binomne formule dobiti lepi
identiteti:

e Ako saberemo/oduzmemo jednakosti koje smo dobili u prethodna dva
slucaja i podelimo sa 2, dobijamo:

) G () () e

1.8.2 Apsolutna vrednost broja

Definicija 1.8.2. Ako x > 0 (odnosno x > 0), broj x je pozitivan (odnosno
nenegativan ). Analogno se definise negativan broj.

Definicija 1.8.3. Ako x <y, tada je x minimalni, a y maksimalni element
skupa {x,y}. To zapisujemo: v = min{z,y}, y = max{z,y}.

U opstem slucaju,

min{z,y, 2z} = min{min{z, y}, z}; max{z,y, z} = max{max{z,y}, z}.

2INaziv je dobio po ¢uvenom matematiéaru, fiziéaru, pronalazacéu i filozofu Blezu
Paskalu (Blaise Pascal (1623-1662)), mada je Paskalov trougao bio poznat vekovima ranije
u raznim kulturama.
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Definicija 1.8.4. Broj max{xz, —x} naziva se apsolutna vrednost broja
x, u oznaci |x|.

Dakle, neposredno se vidida | —z| =z ix < |z| za sve x € R, kao i
z, x>0
|z| = 0, z=0 .
-z, <0

Vazi i sledeca veza sa signum funkcijom: |z| = sgn(z) - z.
Tvrdenje 1.8.3. Neka su x,y € R. Tada vazi:

Lo fo +yl < |z + Jyl,

2 el = Il < o =yl <zl +yl,

3. |wy| = |z]|yl,

|z

4. ako y # 0, tada [7|

Proof. 1. Akox+y>0,onda [z+y|=x+y <|z|+ |yl
Ako z +y <0, onda |z +y| = —(x +y) = (—z) + (=y) <[z + [yl

2. Stavimo da x — y = 2z, na osnovu 1) imamo:
2] = [y + 2l <yl + |2] = [2] = |z = y[ > |2 = [y].

Zbog |r — y| = |y — x| tacna je i nejednakost |y| — |z| < |z — y|. Posto
je jedan od brojeva |z| — |y| ili —(|z| — |y|) jednak broju ||z| — |y||, sledi
||z] = lyl| < |z —yl. Kako je [z —y| = |2+ (=y)| < [z[+]—y| < [z][+]y],
dokaz je gotov.

Tvrdenja 3) i 4) dokazuju se analogno, razlikovanjem slucajeva.

O
Neka je a > 0.
e Jednacina |z| = a, po definiciji apsolutne vrednosti, ima dva resenja
r=aizr=—a.

e Nejednacina |z| < a ekvivalentna je sa —a < x < a i njeno resenje je
skup {z: —a <z < a}.

e Resenje nejednacine |z| > a je skup {x:a <z V2 < —a}.



1.9. POSLEDICE AKSIOME SUPREMUMA 57

1.9 Posledice aksiome supremuma

Podsetimo se: aksioma supremuma tvrdi da svaki neprazan odozgo
ogranicen podskup skupa realnih brojeva ima supremum, tj. za proizvo-
ljan neprazan skup A C R, ako postoji M € R takav da je (Vx € A) x < M,
tada postoji £ € R takav da sup A = &.

Posmatrajmo skup A = {r € Q : r < v/2}; on je neprazan i odozgo
ogranicen, jer je bilo koji racionalan broj veéi od v/2 njegova gornja granica
(majoranta). Medutim, skup A nema najmanju majorantu u skupu Q, te
ne postoji supremum u skupu Q. Dakle, skup racionalnih brojeva nije kom-
pletno polje.

Tvrdenje 1.9.1. 1. Svaki neprazan odozdo ogranicen skup A C R ima
infimum i inf A = —sup(—A), gde je —A={—z:z € A}.

2. Ako su skupovi A i B ograniceni odozgo i A C B, tada sup A < sup B;
ako su ograniceni odozdo tada inf A > inf B.

3. Ako je (Vx € A)(Vy € B) x <y, tada je skup A ogranicen odozgo, skup
B ogranicen odozdo i sup A < inf B.

Proof. 1. Skup A je odozdo ogranicen, tj. (IM € R)(Vx € A) M < z;
odavde sledi (Vx € A) —x < —M, tj. skup —A je odozgo ogranicen.
Na osnovu aksiome supremuma, postoji & € R tako da sup(—A) = &.
Iz —x < ¢ sledi (Vo € A) — & <z, pri ¢emu je —& najveéa minoranta
skupa A. Zaista, ako bi postojalo neko z tako da —¢ < z < x onda bi
—z bila najmanja majoranta skupa —A, $to je nemoguce jer je to &.

2.1z A C Bsledi (Vx € A) x < supB = supA < sup B. Dualno za
infimum.

3. Skup A je odozgo ogranic¢en proizvoljnim elementom skupa B, dok je
skup B odozdo ograni¢en proizvoljnim elementom skupa A. Dalje,

(Vee A\ \Vye B)z <y= (Vye B) supA<y=supA <infB.
O]
Tvrdenje 1.9.2 (Egzistencija i jedinstvenost n—tog korena).
(Vz > 0)(Vn € N)(Jly > 0) y" = x.
Taj broj oznacava se sa {/x i naziva n—ti koren broja x.

Proof. Skica dokaza:
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e Nekaje A={z€R:z>0Az" <z} On jeograni¢en odozgo sa 1
ako r < 1 odnosno sa x ako x > 1; dakle, postoji y = sup A > 0.

e Dokazuje se da y" = .
e Jedinstvenost sledi iz y; < y2 = Y7 < v3.
O

Iz (—2)% = (=1)%*2%* = 2% gledi da jednacina y™ = z > 0 za parno
n pored pozitivnog korena y; = /x ima i negativni koren y, = — </, dok
jedna¢ina y" = z < 0 nema realnih regenja. Iz (—x)*~1 = (=1)2F~1g2-1 =

—2%%~1 gledi da jednacina y™ = x > 0 za neparno n ima jedinstven realan
koren. Tada i jednacina y™ = x < 0 ima jedinstveni koren y = — {/|z|.

Tvrdenje 1.9.3. Ako suz,y >0 im,n €N, tada:
L Y= VT
2. X/ x ="z,

Proof. Neka {/x = a, {/y = b, {/zy = c. Na osnovu definicije korena imamo
x=a",y="0"1zy = c". Dakle, ¢" = a™" = (ab)". Odavde, na osnovu
jedinstvenosti n—tog korena, sledi ¢ = ab, odnosno /zy = /= /y.

Ostatak tvrdenja dokazuje se analogno. O

Sada se moze definisati stepen pozitivnog broja sa racionalnim izloziocem
§ na sledeéi nacin:

SIS

ra = /P,

Definicija 1.9.1. Neka su a,b € R takvi da a < b. Tada:
1. [a,b] = {z:a < x < b} je zatvoreni interval ili segment;
2. (a,b) ={x : a <z < b} je otvoreni interval;
3. (a,b] = {x : a < x < b} je poluinterval zatvoren s desna;

4. la,b) ={z :a <z < b} je poluinterval zatvoren s leva.

Razlika b — a je duzina intervala, a tacke a i b su redom levi i desni
kraj. Ovo su primeri ograni¢enih skupova, pri ¢emu sup(a, b) = supla, b] = b,
inf(a, b) = inf[a, b] = a.
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1.10 Arhimedova aksioma i njene posledice

Arhimedova aksioma (ili Arhimedovo svojstvo) tvrdi da ne postoje bes-
konac¢no veliki ni beskonaéno mali realni brojevi. Naziv je dao Stolc??, u ¢ast
Arhimeda?? u ¢ijem delu O sferi i cilindru” se pominje kao aksioma broj 5.

Tvrdenje 1.10.1. Za pozitivne realne brojeve a i b postoji jedinstveni priro-
dan broj n takav da je

(n—1)a <b < na.

Proof. Pretpostavimo suprotno, da ne postoji n € N takav da b < na. To
znaci da (Vn € N) na < b. Posmatrajmo skup A = {na : n € N}; on je
ogranicen odozgo sa b, te postoji ¢ = sup A. Zbog a > 0 je ¢ —a < ¢, pa
¢ —a ne moze biti majoranta skupa A, pa postoji m € N tako da ma > c—a.
Sada je ¢ < ma+a = (m+ 1)a € A, sto je kontradikcija sa izborom broja ¢
kao supremuma skupa A. Dakle, (In € N) b < na. O

Tvrdenje 1.10.2 (Arhimedova aksioma).

(Vz € R)(In € N) z < n.

Proof. Ako je x <0, tada je na primer n = 1 trazeni prirodni broj. Neka je
zato x > 0. Skup S = {a € N: a < z} je neprazan, ograni¢en odozgo, pa po
aksiomi supremuma postoji supS = s € R. Broj s — 1 < s nije majoranta
skupa S te zato postoji m € N takav da m > s —1 odnosno m+1 > s. Kako
je sledbenik svakog prirodnog broja prirodan broj, sledi m + 1 € N. Dakle,
m+1¢.S tezatom+ 1> s. O

Posledica 1.10.1.

VeeR)(IneZ)n—1<z<n.

Broj n — 1 naziva se najveéi ceo deo od r i oznacava sa [z|, dok je broj
x — [z] razlomljeni deo od z, u oznaci {z}. Dakle, (Vz € R) z = [z]|+ {z}.

Posledica 1.10.2.
(Vy > 0) inf {Q} = 0.

neN \n

220tto Stolz (1842-1905), austrijski matematicar
23 Archimedes of Syracuse (Apxiundns; oko 287 p.n.e oko 212 p.n.e), veliki starogréki
matematicar, fizicar, pronalazac i astronom
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Proof. Na osnovu Arhimedovog svojstva, za y > 0 postoji prirodan broj n
takav da za sve x > 0 vazi y < nz, tj.

O<g<x.

n

Kako je skup { : n € N} neprazan i odozdo ogranicen, postoji njegov
infimum §. Ako bi bilo £ > 0, postojalo bi n € N takvo da £ < ¢, $to je u
suprotnosti sa odabirom broja &. Dakle, mora biti y = 0. [

Tvrdenje 1.10.3. Svaki interval (a,b) sadrzi racionalan broj.

Proof. Neka je h = b—a > 0. Prema Arhimedovom svojstvu, (3n € N) % <n,
odnosno 0 < % < h. Na osnovu istog tvrdenja, postoji ceo broj m takav da

1
m§6L<m+ .
n n
Vazi: 41 ) .
M M <ot ><ath=at(b—a)=b,
n n o n n
pa je mT“ € (a,b) trazeni racionalni broj. ]

Kao posledicu dobijamo da se svaki iracionalan broj moze aproksimirati
racionalnim brojem s proizvoljnom tacnoséu € > 0. Zaista, po prethodnom
tvrdenju postoji racionalan broj g € (z,z +¢), pa je |z — ¢| < e.

Sada smo u moguénosti da uvedemo stepenovanje pozitivnog broja real-
nim brojem.

Definicija 1.10.1. Neka je x > 1 1y € R. Pod simbolom x¥ podrazumeva
se realan broj z takav da je

x“ﬁzﬁxb,
ako jea <y <bia,beqQ.

Napomena: Ako 0 < x < 1 stavlja se ¥ = (%)*y ¢ime se svodi na vec
definisani slucaj. Ako x =1 stavlja se 1Y = 1.

Egzistencija broja iz prethodne definicije sledi iz ogranic¢enosti skupa {z*}
odozgo, zbog ¢ega postoji z = sup{z®}, gde a <y A a € Q. Dalje,

(Va<yAacQ)(Vb>yAbeQ)a®<z<al

Jedinstvenost takvog realnog broja z dokazuje se tako Sto se pokaze da u
nizu umetnutih segmenata [22,2°] postoji jedan ¢ija je duZina manja od
proizvoljnog € > 0.

Dakle, po definiciji je: a¥ = sup{z®:a <y Aa € Q}.
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1.10.1 Kantorov princip umetnutih segmenata

Posmatrajmo niz poluotvorenih intervala:

(0,1] o <0é] 3(0,%} DD (O,%] D <O’nil} D...

Presek ovih skupova je prazan skup:

neN

Zaista, ako pretpostavimo suprotno, da postoji x € (),y (0, %], za svaki
prirodan broj n sledi x € (0, %], odnosno da 0 < z < % Dakle, 0 < = <
inf{% :n € N} = 0, odnosno dobili smo kontradikciju. Dakle, skup polu-
otvorenih intervala takvih da je svaki sadrzan u prethodnom ne mora da ima
neprazan presek.

Definicija 1.10.2. Za niz segmenata ([an, by|)nen Tealne prave za koji vazi:
la1,b1] D [ag,ba] D -+ D [an,by] D [ant1,bns1] D - ..
kaze se da je niz umetnutih segmenata.

Teorema 1.10.1 (Kantor). Svaki niz umetnutih segmenata ima neprazan

presek. Preciznije,
m [am bn] = [CL, bL

neN
gde a = sup,cy Gn, b=inf,en by.
Proof. Posmatrajmo skupove: A = {a, : n € N} i B = {b, : b, € N}.
Posto (Vn € N) [ay,, b,] C [a1, b1], sledi da (¥n € N) a, < by, pa je neprazan
skup A odozgo ogranicen i postoji a = sup A = sup a,,. Kako je a najmanja
majoranta skupa A sledi da (Vn € N) a < b,, odnosno neprazan skup B je

odozdo ogranicen sa a, te prema tome ima infimum b = inf B = inf b,,. Mora
biti a < b. Dokazimo sada da [, _y[@n, bn] = [a, b].

neN

(©):  w€(\lan b= (VnEN) 2 € [ay,b)] = (VnEN) a, <2 < b, =
n=1

= sup A =supa, <z <supb, =supB=a<z<b=z € [ab]

(2): zelab=a<zr<b=supa, <z <supb, =
(VYn € N)a, <supa, <z <infb, <b,= (VneN)a, <z <b, =

(Vn e N) z € [a,,b,] = (YneN) x € ﬁ[an,bn].

n=1
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Definicija 1.10.3. Za niz umetnutih segmenata ([ay,,by|)nen kaZemo da im
duzina tezi nuli ako

(Ve > 0)(3Ing € N)(Vn > ng) b, — a, < e.

Tvrdenje 1.10.4. Presek niza umetnutih segmenata cije duzine teZe nuli je

jedinstvena tacka:

neN

Proof. Prema Kantorovoj teoremi o umetnutim segmentima, ([a,,b,] =
la,b], gde je a = supa,, a b = infb,. Dakle, (Vn € N) [a,b] C [an,by,].
Za duzine segmenata vazi (Vn € N) b—a < b, — a,,. Kako duzine umetnutih
semenata teze nuli, za proizvoljno £ > 0 postoji prirodan broj ny tako da
(Vn > N) b, — a,, < e. Prema tome, 0 < b—a < ¢, za sve € > 0. Ako bi bilo
b—a > 0, onda za odabrano € = b —a imamo b—a < b— a, $to je nemoguce.
Dakle, mora biti b —a =0, tj. b=a = €. O

Ovo svojstvo ne vazi u skupu racionalnih brojeva. Zaista, posmatrajmo
niz umetnutih segmenata ¢ije duzine teze nuli:

[1;2)NQ D [1,4;1,5]NQ D [1,41;1,42) N Q D [1,414; 1,415 N Q D . ..

Presek ovih segmenata je prazan skup. Broj v/2 pripada svakom od segme-
nata, ali nije racionalan broj.

Napomena: Aksioma supremuma ekvivalenta je sa istovremenim vazenjem
Arimedove teoreme i Kantorovog principa.

1.10.2 ProSirenje skupa realnih brojeva

Skup realnih brojeva prosiren sa dva simbola, +00 i —oo (¢ita se ”plus
beskonacéno” i ”minus beskonaéno”) naziva se prosireni skup realnih bro-
jeva i oznacava sa R. Vazi sledeée: (Vo € R) — 0o < 7 < 4001 —00 < +00.

Skup R je ureden i u njemu svaki neprazan skup ima supremum i infimum
(ako skup A # ) ima supremum u R, onda je isti taj supremum i u R: ako
ne postoji supremum u R, onda je to +00; dualno za minimum).

Intervali sa bar jednom beskonacnom granicom definisu se kao:

o (—oo,bl={z:x<bAxeR};
o [a,+o0)={zx:x>aANxeR};

o (—00,+00) ={xr:—00 <z <400} =R
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Operacije na skupu R :

e (VzeR)z+o00=00, x —00=—00; (Foo)+ (F£oo)==%o0;
o (Vx>0)z-(too) =200, (Fo0)-(F+o0)= +oc;

o (V2 <0) - (d00) = Foo, (—00): (+00) = —o0.

e izrazi (—oo) + (+00), 0 (+00), T2, % nisu definisani.
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Glava 2

Kompleksni brojevi

2.1 Polje (R? +,)
Definigimo na skupu R? = R x R sabiranje i mnozenje na slede¢i nacin:
o (z1,y1) + (22, 92) = (T1 + 22, 41 + 12),
o (21,41) - (22, 12) = (1122 — Y1¥2, 1Y + T2Y1),

gde je («771, y1)7 (x27 y2) < R?.

Dokazacemo da je (R?, +,-) polje.

1) Lako se pokazuje da je (R?, +) Abelova grupa, gde je (0,0) neutral za
sabiranje, a inverz elementa (z,y) je (—z, —y).

2) Struktura (R?\ {(0,0)},-) je Abelova grupa, gde je (1,0) neutral, a
inverz elementa (z,y) je

(%y)‘l:( & !/ >

x2+y2’_x2+y2

Zaista, komutativnost i asocijativnost slede neposredno. Potrazimo neutral:
to je element (eg,e2) € R?\ {(0,0)} takav da

(V(z,y) € RZ\{(0,0)}) (,y) - (e1,2) = (2, ).
Dakle, mora biti (ze; — yeq, xes + e1y) = (x,y), odnosno

rey —ye = T,

$€2+€1y = Y,
odakle je x =1, y = 0.

65
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Potrazimo sada inverz za element (z,y) € R?\ {(0,0)}. To je element
(a,b) € R*\ {(0,0)} za koji vazi:

(Ivy) ' (CL, b) = (170)7
odnosno (za — yb,xb + ay) = (1,0), §to se svodi na sistem:
ra—yb = 1,
xb+ay = 0,

Cije je resenje:
z Yy

= - b=——"—.
,’L’Q + y2 .1}'2 + yQ

3) Distributivnost vazi na osnovu distributivnosti + prema -.

Dakle, struktura (R?, +, ) je polje.

Izmedu skupa R? i tacaka ravni 20y postoji bijektivno preslikavanje

(a,b) — A(a,b)

koje uredenom paru (a,b) jednoznaéno pridruzuje tacku ravni A sa Dekar-
tovim koordinatama (a, b). Tacki A pridruzimo orijentisanu duz (vektor) ¢iji
je pocetak u (0,0) a kraj u tacki A.

2.2 Polje kompleksnih brojeva

Podsetimo se, ako su X i Y dva polja, i Y C X, tada je Y potpolje
polja X ako je Y polje u odnosu na restrikcije algebarskih operacija polja X
na skup Y. Na primer, polje Q je potpolje polja R.

Neka je R = {(z,0) : = € R}. Lako se pokazuje da je (R’,+,-) potpolje
polja (R, +, ).

Tvrdenje 2.2.1. Funkcija [ : R — R’ definisana sa
(Vz € R) f(z) = (2,0)
je izomorfizam polja (R, +,-) i polja (R',+,-).
Proof. Dovoljno je dokazati da je f homomorfizam:
L (Vo,y €R) fz+y) = (¢ +y,0) = (,0) + (4,0) = f(2) + f(y);
2. (Vo,y € R) f(zy) = (2y,0) = (2,0) - (y,0) = f(x) - f(y).
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Kako se izomorfne strukture u algebarskom smislu ne razlikuju, njihovi
odgovarajuci elementi mogu se poistovetiti, pa se zato mogu poistovetiti par
(z,0) i realan broj z:

(Vz € R) (2,0) =

Dakle, (z,y) = (2,0) 4+ (0,y) = (x,0) + (y, 0)-(0,1). Ako uvedemo oznaku
(0,1) =1

tada
(Vx,y € R) (z,y) =z + 1y.

Inace, iz definicije sledi:
i =7i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Definicija 2.2.1. Skup svih elemenata oblika x + 1y, gde x,y € R, naziva se
skup kompleksnih brojeva, u oznaci C. Element i € C je imaginarna
jedinica. Struktura C = (C,+,-) naziva se polje kompleksnih brojeva.

Kompleksni brojevi obi¢no se oznac¢avaju sa z ili w. Zapis broja z = (z,y)
u obliku z = x+1iy naziva se algebarski oblik kompleksnog broja z. Brojevi
x 1y nazivaju se redom realni i imaginarni deo kompleksnog broja, u oznaci
redom:

r = Re(z), y=Im(z).

Ukoliko je I'm(z) = 0, broj z je Cisto realan, a ako je Re(z) = 0, onda je
Cisto imaginaran.

Kompleksne brojeve mozemo predstavljati kao tacke u Dekartovoj ravni,
kod koje je x—osa realna osa, dok je y—osa imaginarna. Kompleksnom broju
z = Re(z) 4+ iIm(z) odgovara tacka ¢ije su koordinate (Re(z), Im(z)).

Kompleksni brojevi 23 1 25 su jednaki ako su im jednaki odgovarajuci
realni i imaginarni delovi: 2 = 22 < Re(z1) = Re(z2) A Im(z1) = Im(z).
Prema tome, z # 0 znaci: Re(z) # 0V Im(z) # 0. U polju C ne moze se
uvesti uredenje saglasno sa operacijama.

Za brojeve z = x +1iy i Z = x — 1y kaze se da su konjugovano komplek-
sni. Ocigledno je Z = z, tj. konjugacija je involutivna operacija. Geometri-
jski, broj z je simetrican u odnosu na realnu osu sa brojem z.

Realan broj v/2Z naziva se moduo ili apsolutna vrednost kompleksnog
broja z, u oznaci |z|. Dakle,

12| = V2Z = \/(z +iy)( :c—zy) vV i2y2:\/:c2+y2.
Jasno je dai |2| = /(ReG)E T (Im(2) 2 /(Re(2) = |Re(2)] > Re(2),

potpuno analogno se pokazuje da Im(z) | |. Geometrljskl moduo kom-
pleksnog broja je duzina od tacke (0,0) tacke sa koordinatama (z,v),

Q-I/\ |\/
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dok je smisao nejednakosti |Re(z)| < |z| 1 [Im(2)] < |z| sledeéi: duzina
hipotenuze trougla veéa je od duzine kateta. Vazi i [z] = |z|.
Operacije sa kompleksnim brojevima u algebarskoj formi
Za date kompleksne brojeve z; = x1 + iy 1 20 = X9 + 1Yo vazi:
® + 9 = (.1'1 —+ Zyl) + (.1'2 -+ ’Lyg) =T + To + Z(yl + yg),

o 2z = (w1 +iyr) - (T2 +1y2) = 2122 — Y1y + i(21y2 + T2U1),

21 . T1%24Y1Y2 S T2Y1 —X1Y2
o i — 7 z 0.
29 x%-ﬁ-y% + x%-ﬁ-y% » 2 %

Neke osobine konjugovanja kompleksnih brojeva:

o 21tz =x1+T+i(yr +y2) = 21+ 22 —i(ys + y2) = (21 —iy1) +
(g — iya) = Z1 + 22,

® 2| — 2y =721 — 2y,

o Z1Zy = X1T2 — Y1ye + i (T1y2 + Tayn) = 2122 — Ya1ye — Ty + Toyr) =
(21 —iy1) (e — iya) = Z1 22,

. (%) :%, 29 # 0.
Tvrdenje 2.2.2. Neka su z, 1 2o dati kompleksni brojevi. Tada vazi:
1. |z120] = |21]]22],
2. relacija trougla: |z + zo| < |21] + |22/,
8. (|1l = lz2ll < |21 £ 22,
4|2 =1l s 0.
Proof. U dokazu koristimo |z|> = 2z, z + Z = 2Re(z) i Re(z) < |z|.

1. [2120)? = 21207172 = 212071 73 = 2121297 = |21|%|22|?. Moduo komplek-
snog broja je nenegativan i korenovanjem dobijamo trazenu jednakost.

2. |z1t 2 = (s1422)21 + 22 = (214 22)(Z1+722) = 2171+ 2122+ 2021 + 2270

Kako je 2125 + 2021 = 2125 + 2123 = 2Re(21%2), imamo dalje

|21 4+ 22 = |21 + 2Re(21%2) + |22|* < |21 + 2|21%2] + |22 =
= |z +2[z1]|Z] + |22 = 21 + 2] z1]|22] + 22 = (|21] + [22])%

Korenovanjem dobijamo trazenu nejednakost.
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3. Primenimo nejednakost trougla na z; — 25 i 2o dobijamo:

[21] = (21 — 22) + 22| < [21 — 22 + |22,
odakle sledi |z1| — |z2] < |21 — 22|. Na slican nacin pokazuje se da
|22 = [21] < |22 — 21| = |21 — 22/, te prema tome

21| = [22]] < |21 — 2.

Na sli¢an nacin, polazeéi od z; = (21 + 22) + (—22) dobijamo drugi deo

tvrdenja.
4. Neka je z = 2, tada z; = 2zp. Prema 1) imamo [21] = |222] = [2]|2],
odakle je |z| = % Dakle, ‘j—;| = %

]

2.2.1 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Svaki kompleksan broj z # 0 (dakle, |z| > 0) moze se zapisati u obliku:
z=x+iy = |z|<i—|—z£>
E{ ]

Tacka M (|z7| + z%) lezi na jedini¢noj kruznici sa centrom u koordinatnom
pocetku, jer:

() (8 = s
2| 2/ Py Py

Kako (V6 € R) cos? @ + sin? § = 1, oznacimo:

cosf = i, sinf = 2
2] 2]

Funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne (osnovni period 27), pa vazi:

cos(0 + 2km) = i, sin( + 2km) = i, ke Z. (2.1)

|| 2]

Svaki broj € koji zadovoljava jednacine (2.1) naziva se argument broja z,
u oznaci Arg z. Postoji tacno jedan broj 6 € [0,27); tu vrednost zovemo
glavna vrednost argumenta kompleksnog broja z, u oznaci arg z. Dakle,

Arg z = {arg z + 2km, k € Z}.



70 GLAVA 2. KOMPLEKSNI BROJEVI

Geometrijski, argument broja z je ugao izmedu usmerene duzi sa poc¢etkom u

(0,0) i vrthom u (Re(z), Im(z)) i pozitivnog smera x—ose. Za z = 0 argument

je neodreden. Nekad se uzima da glavni argument pripada (=%, Z].

272
Kako je |x7| = cos 0, ‘73" = sin 0, sledi da
: y
sinf ]y
tan @ = ===
" cosf 5 x’
odakle je

f = arctan ¥ + k.
T

Parametar k£ zavisi od kvadranta u kojem se nalazi kompleksni broj z = x+1y
zbog osobina funkcija arctan i tan, za koje vazi tan(arctanz) = x, za sve
x € R, ali arctan(tanx) = = samo za (—n/2,7/2) +Ir, | € Z.

U zavisnosti od kvadranta kompleksne ravni u kojem se nalazi kompleksni
broj z = z 4 1y, za njegov argument vazi:

o [ kvadrant, tj. x, > 0: ovde je y/x > 0, pa je arctan £ € (0,7/2);

e II kvadrant, tj. * < 0, y > 0 : ovde je y/x < 0, pa je arctany/x €
(—m/2,0); da bi se ovaj ugao zaista nalazio u drugom kvadrantu (drugi
kvadrant sadrzi uglove od 7/2 do 7), moramo dobijenom rezultatu
dodati 7. Dakle, arctan £ 4 ;

e III kvadrant, tj. z,y < 0: ovde je y/z > 0, pa je arctany/x € (0,7/2);
da bi se ovaj ugao zaista nalazio u treéem kvadrantu (treéi kvadrant
sadrzi uglove od m do 37/2), moramo dobijenom rezultatu dodati 7.
Dakle, arctan ¥ + m;

e IV kvadrant, tj. x > 0, y < 0 : ovde je y/x < 0, pa je arctany/x €
(—7/2,0); da bi se ovaj ugao zaista nalazio u ¢etvrtom kvadrantu (koji
sadrzi uglove od 37/2 do 27), moramo dobijenom rezultatu dodati 27.
Dakle, arctan ¥ + 2m;

e ako y = 0, tada se z nalazi na realnoj osi, i argz = 0 ako = > 0,
odnosno argz = m za x < 0;

e ako x = 0, tada se z nalazi na imaginarnoj osi, i arg z = /2 ako y > 0,
odnosno arg z = 37/2 za y < 0;

e za xr =y = 0, podse¢amo, argument nije definisan.
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Prema tome,

arctan ¥, x>0, y>0
arctan £ 4 7, x <0
arg z = arctang + km = arctan% +2m, x>0, y<0 .
v /2, r=0,y>0
3r/2, xr=0,y<0

Definicija 2.2.2. Ako je z = x + 1y, onda je
z = p(cosp + isinp)

trigonometrijski oblik kompleksnog broja z, gde je p = |z| i ¢ = arg z.

Mnozenje i deljenje kompleksnih brojeva

Algebarski oblik kompleksnog broj je vrlo nepodesan za mnozenje. Ume-
sto njega koristi se znatno pogodniji trigonometrijski oblik. Kompleksni bro-
jevi u trigonometrijskom obliku se mnoze tako sto im se moduli pomnoze, a
argumenti saberu.

Tvrdenje 2.2.3. Data su dva kompleksna broja z; = p1(cos o1 +isingy) i
29 = po(cos g +ising,y). Tada:

1. z129 = p1p2(cos(i1 + p2) + isin(pr + ¢2)),
2. 2= B(cos(p1 — @2) +isin(pr — p2)), 22 # 0.
Proof. Neposredno se dokazije:
2129 = p1(Cos @1 + i sin 1) pa(cos o + i sin py) =
= p1p2(cos o1 cos Py + i sin 1 oS g + 7 €OS ) sin Yy + i sin ) sin py) =

= p1p2(Cos 1 €os g — sin ¢y Sin g + i(sin 1 cos Yo + cos Y1 siny)) =

= pip2(cos(p1 + p2) +isin(pr + p2)).
Kako je

1 B 1 cosp —ising  cosp—ising

cosp +ising cosp+ising cosg —ising  cos?g —i2sin’ @
cos p — isin

= —— = Cosp — isinp = cos(—y) + isin(—yp),
cos? ¢ + sin” ¢

deljenje kompleksnih brojeva z; i 2o svodi se na mnozenje. ]
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Stepenovanje kompleksnih brojeva

Za stepenovanje kompleksnih brojeva algebarski oblik je nepodesan, pa
se umesto njega koristi trigonometrijski oblik.

Teorema 2.2.1 (Muavrova! formula).
(cos ¢ + ising)" = cos(np) + isin(ny), n € N.

Proof. Dokaz izvodimo koriste¢i metod matematicke indukcije.
Za n = 1 tvrdenje vazi.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n = k i dokazimo da je ta¢no i za k + 1.

(cos @ + i sin )" = (cos ¢ + isin @) (cos ¢ + ising) =

= (coskp + isinkp)(cosp +isinp) =

= (cos kp cos ¢ — sin kg sin ) + i(cos kp sin ¢ + sin kp cos ) =
= cos(kyp + @) +isin(kp + ¢) = cos(k + 1) + isin(k + 1)¢p.

Formula je tacna i za negativne cele brojeve:

. \n 1 1
cos s = — _
(cos o +ising) (cosp +ising)®  cosny + isinny

= cos(—nyp) + isin(—nyp)) = cos((—n)p) + isin((—n)p).

Stepenovanje kompleksnog broja izvodi se na slede¢i nacin:

n

2" = (p(cosp +isinp))" = p"(cosny + isinny).

Korenovanje kompleksnih brojeva

Jednaéina 22+ 1 = 0 u skupu realnih brojeva nema resenje, jer je 22 > 0
za sve realne brojeve z. Medutim, na osnovu definicije kompleksnog broja ¢
imamo 2> = —1, pa pomenuta jednacina ima resenje x = i u skupu imagi-
narnih brojeva.

Tvrdenje 2.2.4. Neka je z = p(cosp +ising) i n € N. Resenje jednacine
W=z
po w su kompleksni brojevi

2k
'nu>, ke{0,1,2,--- ,n—1}.

2k
wp = /2= (75((:03—90+ 7T+@s1
n

! Abraham de Moivre (1667-1754), francuski matematicar
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Proof. Neka je w = R(cosf + isin#). Tada imamo:
w" = R"(cosnb + isinnd) = p(cosp +isiny) = z,
odakle sledi:

R"cosnf = pcosy,
R"sinnf = psine.

Kvadriranjem i sabiranjem gornjih jednacina dobija se:
R = p?, cosnfl = cos, sinnh = sin .

Dakle, mora biti R = {/p i nf — o = 2mm, gde m € Z. Dakle, dobili smo
familiju korenova:

+2mm . +2mm
Wy = /P - (cosgp_ —1—25111@—), m € Z.
n n
Svaki ceo broj m mozemo na jedinstven nacin predstaviti u obliku
m=qn+k, qeZ, ke{0,1,--- ,n—1}

Sada imamo:
o+2mm  p+2ng+k)r o+ 2qnm +2kr o+ 2kn

+ 2qm,
n n n
odakle je (zbog periodicnosti kosinusa i sinusa i ¢ € Z)
©+2mm »+ 2k Y+ 2km
cos (—) = COS (— + 2q7r> = cos (—),
n n
. (@t 2mm . (p+2km . [+ 2k
sin (—) = sin (— + 2q7r> = sin <—>
n n n

Dakle, dovoljno je posmatrati familiju korenova:

2k 2k
wy = /p- (cosy—l—zsiny)

Dokazimo da w; # wy, za j # k. Pretpostavimo suprotno, da w; = wy, za neke
j#k,j,ke{0,1,--- ,n—1}. To znaci da

27 27 2k 2k
n n n

odakle sledi da za proizvoljno [ € Z vazi:

, ke {0,1,--- ,n—1}.

27 2k 2() — k —k
R LR VR et ) VR Rl )
n n n n
S jedne strane, J%k € (0,1), dok je sa druge strane J%k = [ ceo broj, sto je

kontradikcija. Dakle, sva resenja wy, £ =0,1,--- ,n — 1, su razli¢ita. O
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Dakle, u skupu kompleksnih brojeva jednacina z" = a # 0 ima ta¢no n
razlicitih resenja koja su data formulom:

2k 2k
zk:'\‘/m-<cos—arga+ 7T+isin—arga—i_ 7T),k‘E{O,l,---,n—l}.
n n

Geometrijski gledano, svi n—ti korenovi broja a # 0 nalaze se u temenima
pravilnog n—tougla upisanog u kruznicu polupreénika {/|a|. Specijalno, n—ti
korenovi jedinice (tj. resenja jednacine z" = 1):

2km 2km

2z =cos — +isin—, k€ {0,1,--- ,n— 1},
n n

nalaze se u temenima pravilnog n—tougla upisanog u jedini¢nu kruznicu tako
da se jedno teme nalazi u tacki (1,0), tj. zo = 1 € R. Sada iz mnogougla koji
odgovara {/1 dobijamo mnogougao koji odgovara {/a primenom homotetije
s koeficijentom {L/m, a zatim pomeranjem za ugao arga.

Eksponencijalni oblik kompleksnog broja

Ojlerova? formula je matematicka formula kompleksne analize koja po-
vezuje trigonometrijske funkcije i eksponencijanu funkciju sa kompleksnim
izloziocem. Ona tvrdi da

(Vx € R) € = cosx + isin.

Pomenimo da je Ojlerova formula tac¢na za sve kompleksne brojeve.
Primenimo li Ojlerovu formulu na trigonometrijski oblik kompleksnog
broja, dobijamo:
z = p(cosp + isin ) = pe'.
Naravno, Z = pe~*?, a mnozenje, deljenje i stepenovanje kompleksnih brojeva
izvode se na sledec¢i nacin:

\ i(p1+
o 21z = pipy €O1TE)

o 2= % eP17%2) naravno z # 0,

o " — pnemap'

Specijalan sluéaj Ojlerove formule za x = 7 je €™ = cosm + isinT = 1,
odnosno ‘
e —1=0,

i ova formula poseduje posebnu lepotu jer objedinjuje pet vaznih matematickih
konstanti: 0 i 1 kao neutrale za sabiranje i mnozenje, ¢ kao imaginarnu je-
dinicu, i transendentne brojeve e i 7.

2Leonhard Euler (1707-1783), veliki §vajcarski matematicar i fizicar
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Primer 2.2.1. Naredni primeri pokazuju neke zanimljive osobine operacija
nad kompleksnim brojevima.

1. Izra¢unajmo i*. Prema Ojlerovoj formuli, za = /2 imamo i = €'2.
Sada je

2

= € s

s
2

Wl

Z-i — (ezg)z _ ei
Sto je realan broj koji priblizno isnosi 0,207879576...

Stavise, za z = m/2 + 2kn, k € Z, po Ojlerovoj formuli imamo

it = (ez(§+2k7r))z _ 6_§+2kﬂ,

tj. broj i* ima beskona¢no mnogo realnih vrednosti.

2. Izraz

1=Vi=/(-1) - (-1)=vV-1-V/-1=i-i=i*=—-1

je ocigledno netacan, a greska je u tome sto formula vab = \/E\/I; vazi
samo za nenegativne realne brojeve a i b. Slicna greska potkrala se i
velikom Ojleru u knjizi objavljenoj 1770, kada je teorija kompleksnih
brojeva bila jos uvek mlada.

3. Predstavimo brojeve 1+ v/3i, 1 — /3, —1 +/3i, —1 — v/3i u trigo-
nometrijskom i eksponencijalnom obliku. Moduo svakog od navedenih

brojeva se lako nalazi: \/(:Izl)2 4+ (£v/3)? = 2. Potrazimo nihove ar-

gumente. Broj 1 + /3¢ nalazi se u prvom kvadrantu, pa je njegov
argument arctan v/3 = /3. Broj 1 — V/3i je u éetvrtom kvadrantu, pa
je njegov argument arctan(—v/3) 4+ 27 = — arctan v/3 + 27 = 57/3. Za
broj —1 + v/3i iz drugog kvadranta imamo arctan(—+/3) 4+ 7 = 2m/3,
dok za —1 — v/3i imamo arctan /3 + 7 = 47 /3. Dakle,

e 1+/3i=2(cosZ +isinZ) = 2¢'s,

o —1+4+V3i=2(cos T +isinZ) =

2e
o —1—/3i=2(cos T +isini) =25,

o 1—3i= 2(cos 3T +isin ) = 2¢'5 .
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Glava 3

Polinomi

Neka je (K, +, ) polje. Zbog asocijativnosti operacije -, u polju se moze
definisati stepen elementa x na uobicajeni nacin:

VreK)a®=1, 2" =2-2""' neN,

Definicija 3.0.3. Neka je (ap)ren niz elemenata polja K takav da n =
max{k : ar # 0}. Izraz

p(x> = anwn + anflxni1 + ... +ax+ay= Zakxk

naziva se algebarski! polinom stepena n po x nad poljem K. Brojevi (ar)p=om
nazivaju se koeficijentima polinoma p. Sa K[x] oznacavaéemo skup svih
polinoma sa koeficijetima iz polja K.

U opstem slucaju, polinomi se mogu posmatrati nad proizvoljnim prstenom
sa jedinicom. Ukoliko zahtevamo da koeficijenti budu iz Z, Q, R ili C, do-
bijamo redom skup polinoma sa celobrojnim, racionalnim, realnim odnosno
kompleksnim koeficijentima, u oznaci redom Z[z|, Qz], R[z]i C[z]. Ako su
u polinomu samo 1, 2 odnosno 3 sabirka razli¢iti od nuli, onda je u pitanju
monom, binom odnosno trinom.

Kada zelimo da naglasimo da je polinom p stepena n, pisacemo p,(z).
Izraz a,z™ je najstariji ili vodeéi ¢lan; dok su ag i a, redom slobodan
¢lan i najstariji (odnosno, vodeéi) koeficijent. Polinom ¢iji je najstariji
koeficijent 1 je monican.

1Posto u ovom kursu izu¢avamo samo algebarske polinome, u nastavku koristimo samo
termin polinom.

7
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Primer 3.0.2. Izraz p(z) = 2% — %x + 4 je polinom stepena 2 sa racionalnim

koeficijentima redom 1, —% i 4. Ovaj polinom je monican, jer je 1 koeficijent
uz najstariji ¢lan 22, dok je slobodni ¢lan 4. Ovaj polinom je takode poznat
kao kvadratni trinom.

Polinom ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli:
0x)=0-2"+0-2" ' 4+...4+0-2+0
naziva se nula polinom, u oznaci 0.

Definicija 3.0.4. Neka je p(z) =Y _,axz” € K[z] 1 a € K. Tada je

n

pla) = Z agpa®

k=0

element polja K koji se naziva vrednost polinoma u tacki x = a. Polinomu
p moze se pridruziti funkcija f, : K — K tako da

(Va € K) fp(a) = p(a).
Funkcija f, naziva se polinomska funkcija pridruzena polinomu p.

Na beskona¢nim poljima, kakva su @, R i C, polinom i polinomska
funkcija mogu se poistovetiti.

Stepena funkcija, st : K[z] — Ny U {—oc}, definise se tako da je st(p)
jednako stepenu polinoma p. Sve konstante razlicite od nule su polinomi
nultog stepena, dok se stavlja da je stepen nula polinoma —oo. U literaturi
se moze nadi i da se stepen nula polinoma ne definise.

bpx® su jednaki akko

Definicija 3.0.5. Polinomip(z) = . apz* iq(z) =
k=0 0

n
k=
su 1m jednaki nizovi koeficijenata:

p(r)=q(z) &m=nANa, =by, k=0,n.

Definicija 3.0.6. Dati su polinomi p(z) = > apz® i q(x) = Y bpa*. Tada
k=0 k=0
zbir ¢ proizvod polinoma p 1 q definisemo kao:
p
L (p+a)(w) = p() + az) = 3 (ax +b)a*, gde p = max{a + by # 0};
k=0

m—4+n

2 (p0)a) = pladala) = 2 e, gde o = z aibis.
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Polinom (—p)(z) = —p(z) = >_j-,(—ax)z* je suprotni polinom za p.

Ocigledno vazi: st(p + q) < max{st(p),st(q)}, st(pq) = st(p) + st(q),
st(—p) = st(p). Jednakost u prvom izrazu vazi kada st(p) # st(q) ili kada
st(p) = st(q) = n, ali a, + b, # 0.

Primer 3.0.3. Neka su dati polinomi p(z) = 2* — 3z +51i¢(z) = —2* + 1
nad poljem K = R. Tada:

e (p+q)(z) = =3z 46,
e (pq)(z) = —25+ 32 — 423 — 32 + 5,
¢ (~)a)=at -1

Vidimo da vazi: st(pq) = 6 = st(p) - st(q), st(p+q) =1 < st(p) + st(q) =6
ist(—q) = st(q) = 3.

3.1 Deljivost polinoma

Algebarski gledano, struktura (K|[z],+, ), gde je K proizvoljan prsten
sa jedinicom, je komutativni prsten sa jedinicom p(x) = 1. Medutim, u
ovoj strukturi ne postoji operacija inverzna operaciji mnozenja polinoma, jer
kolicnik dva polinoma ne mora da bude polinom. Zato se uvodi deljenje sa
ostatkom, slicno deljenju celih brojeva.

Teorema 3.1.1. Za date polinome p,s € Klx|, s # 0, postoje jedinstveni
polinomi q,r € Klz| takvi da

p(x) = s(x)q(x) + r(z) A st(r) < st(s).

Proof. Ako je p(x) =0, onda g(x) = r(x) = 0, te je tvrdenje trivijalno. Neka
je p(x) = apx™+...+ag, s(x) =bux™+...4+by. Dokaz izvodimo indukcijom
po stepenu n polinoma p(x), za fiksirano m = st(s). Ako je n < m, tada
p(z) = 0-s(z) + p(x); dakle g(z) = 01 r(x) = p(x) i st(r) = st(p) =n <
m = st(s), pa tvrdenje vazi.

Pretpostavimo da je n = N > m i da tvrdenje vazi za n < N. Tada je

pi(z) = p(x) — 22" "s(x)

polinom stepena manjeg od n, pa za njega vazi induktivna hipoteza: dakle,
postoje polinomi ¢;(z) i 1 (x) takvi da

p(z) = s(x)q(z) + r(x), st(r)) < st(s).
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Tada je p(x) = s(x) (Z_an—m +a (33)) + () = s(x)q(z) + r(x), ¢ime smo
dokazali egzistenciju polinoma ¢ i r (stavili smo da r(z) = ri(z) i g(z) =
g_:;xn—m + ¢ (l’))

Dokaz jedinstvenosti: pretpostavimo da postoje dva razlaganja,

p(x) = s(@)q(x) +r(z) = s(x)q () + r1(x), 0 < st(r), st(r1) < st(s).
Tada s(x)(q(x) — qi(x)) = r1(z) — r(x). 1z st(ry —r) < max{st(r), st(r;)} <
st(s) sledi st(s(q — q1)) < st(s), odnosno st(s) + st(q — q1) < st(s). Dakle,

st(q — q1) < 0, 8to znaci da st(q — q1) = —o0, tj. ¢ — ¢ = 0. Odavde sledi
r = ry, ¢ime smo dokazali jedinstvenost. O

Polinomi q i r ¢iji egzistenciju tvrdi prethodna teorema su redom koli¢nik
i ostatak pri deljenju polinoma p polinomom s.

Definicija 3.1.1. Neka su dati polinomi p,s € K|z|, s # 0. Polinom s deli
polinom p, uw oznaci s|p, akko (3q € Klx]) s(x)q(z) = p(x).
Primer 3.1.1. Pri deljenju polinoma p(r) = 223 — x i s(x) = 2® + 1 dobija
se koliénik ¢(z) = 2z i ostatak r(x) = —3z. Dakle,
20° —x =2z - (2* + 1) + (—=3x), 1 = st(—32) < st(z* +1) = 2.
Za razliku od relacije deljivosti na skupu prirodnih brojeva, relacija deljivosti
na skupu polinoma nije relacije poretka.

Tvrdenje 3.1.1. Za proizvoljne polinome p,q,r € K[z| vazi:
1. p(x)|p(x);

2. p(x)la(x) A q(z)|p(z) = p(z) = aq(x) za neko a € K;
= p(x) :

3. p(x)lg(z) A q(x)r(z) ()
Proof. Dokazimo samo 2. 1z p(z)|q(x)Aq(x)|p(x) sledi postojanje s1(x), sa2(x)
tako da p(x) = s1(x)q(x) i ¢(x) = sa(w)p(x), odakle je p(x) = s1(x)s2(x)p(),
odnosno s;(x)sy(z) = 1. Kako st(sy) + st(sz) = st(1) = 0, sledi da su s; 1 s9
konstantni nenula polinomi, sto je i trebalo dokazati. O

Definicija 3.1.2. Polinom d(z) je zajednicki delilac polinoma p(x) i q(x)
ako d(x)|p(z),q(z). Polinom d(z) je najveéi zajednicki delilac, skraceno
d(x) = NZD(p(z),q(z)), ako je zajednicki delilac za ova dva polinoma, i ako
je deljiv sa svim ostalim njihovim zajednickim deliocima.

Ako je d(z) = NZD(p(x),q(x)), tada je i ad(z) takode NZD(p(x),q(x))
za a € K\ {0}; dakle, NZD polinoma je jedinstven do na mnozenje nenula
konstantom. Polinomi p i ¢ su uzajamno prosti ako NZD(p,q) = 1.
Teorema 3.1.2. Za svaka dva polinoma postoji NZD, jedinstven do na mul-
tiplikativnu konstantu.
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3.1.1 Bezuov stav

Teorema 3.1.3 (Bezuov? stav). Polinom p(x) je deljiv binomom x — a ako
i samo ako je p(a) = 0.

Proof. Prema teoremi 3.1.1, postoje polinom ¢(x) i ostatak r(z) (koji je
stepena najvise nula, jer st(r) < st(zr —a) = 1; zato stavimo r(x) = r) tako
da

p(x) =q(z)(z —a) +r

Pritom je p(a) = r, pa je tvrdenje jasno. O]

Definicija 3.1.3. Broj a je nula (ili koren) polinoma p ako p(a) = 0,
odnosno x — a|p(x).

Nalazenje nula polinoma svodi se na resavanje algebarske jednacine p(x) =
0. Tacno nalazenje nula polinoma u opstem slucaju nije moguce kada je ste-
pen veci od 4; tada se koriste priblizni numericki metodi.

Posledica 3.1.1. Polinom p je deljiv sa x — a ako 1 samo ako je a nula
polinoma p.

3.2 Hornerova Sema

Hornerova Sema predstavlja efikasan metod za izracunavanje polinoma
svodenjem na racunski pogodniju monomijalnu formu. Naziv je dobila po
Horneru?, iako je za nju znao i kineski matematicar Pusao* jos u XII veku.

Podelimo polinom p(z) = @™ + a,_12" ' + ... + a;x + ap monomom
r — a, dobijamo kolicnik ¢, 1(z) = by 12" 1 + by 02" % + ... + bz + by i
ostatak r stepena najvise nula.

" + ap 12" N+ a4 ap =
= (2 —a)(by_12" P+ by_or" P+ b b)) =
= bnfll'nil + (bn,Q — abn,l)x"” + ...+ (bo — abl)x +7r— &bo,

odakle, na osnovu jednakosti dva polinoma, sledi:
bn,1 = Qp, bn,1 = abn,1 + Ap—1y -, bo = abl -+ ap, = abo + ag.

Tabli¢ni prikaz odgovarajucih koeficijenata polinoma ¢, _1:

2Etienne Bézout (1730-1783), francuski matematicar
3William George Horner (1786-1837), britanski matematicar
4Qin Jiushao (oko 1202-1261), kineski matematicar
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a ‘ Qn ‘ an—1 ‘ an—2 ‘ e ‘ ay ‘ )
‘ Qn ‘ abn—l + ap—1 ‘ abn—? + ap—2 ‘ e ‘ abl + aq ‘ CLbO + agp
Razlog zasto Hornerova Sema radi je sledec¢i: ako zapiSsemo polinom u
obliku

pn(l’) =ag+ .I'(Cll —+ x(a2 + ..o+ x<an71 + CLnSL') e ))’

a zatim zamenimo koeficijente b;, dobijamo

pu(a) = ag+alay +alaz+ -+ ala,—1 +ana)---) =
a0+a(a1+a(a2+'-'+a(bn_1)--~):

= ag+ a(bl) = b().

Ukoliko bi se ra¢unanje vrednosti polinoma p(z) u tacki x = a izvodilo
preko oblika p(z) = a,z" + a, 12" +. ..+ ayx + ap, bilo bi potrebno 2n — 1
mnozenja i n sabiranja, dok je po Hornerovoj formuli dovoljno n mnozenja i
n sabiranja. Dakle, racunska efikasnost je ocigledna.

Primer 3.2.1. Izracuna¢emo vrednost polinoma P(x) = 1524 —1323+22—1

u tacki z = 2. Primenom Hornerove seme, dobijamo:
215 | —13 | 0 | 2 | -1

115[2-15—-13=17[2-174+0=34[2-34+2=70[2-70 — 1 =139
Zmaci, koeficijenti kolicnika su 15, 17, 34 i 70, a ostatak je 139. Dakle,
p(z) = (x — 2)(152° 4+ 172* + 342 + 70) + 139, odnosno p(2) = r = 139.

3.3 Osnovna teorema algebre

Definicija 3.3.1. Polje K je algebarski zatvoreno ako svaki polinom
p(z) € K[x] razlicit od konstante ima bar jednu nulu u K.

Na primer, polje Q nije zatvoreno, jer polinom p(x) = = — v/2 nema
racionalnih korena, jer v/2 ¢ Q. Ni polje R nije zatvroren, jer polinom
q(x) = 2? + 1 nema realnih nula. Medutim, u polju kompleksnih brojeva ta;
polinom ima dve nule, +i i —i.

Teorema 3.3.1 (Osnovna teorema algebre). Svaki nekonstantan polinom sa
kompleksnim koeficijentima ima barem jednu (kompleksnu) nulu.

Dokaz ove teoreme izlazi izvan okvira ovog kursa.
Naredna teorema predstavlja rezultat analogan teoremi o jedinstvenoj
faktorizaciji prirodnog broja na proste ¢inioce.
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Teorema 3.3.2. Polinom p(x) € C[z] stepena n > 0 ima jedinstveno pred-
stavljanje (do na redosled ¢inilaca) u obliku

p(z) =clex — ) (x —x3) -+ - (x — ),
gde c #0 a xy,...,x, su (ne obavezno razliciti) kompleksni brojevi.

Proof. Dokaz jedinstvenosti: pretpostavimo da postoje dva razlic¢ita pred-
stavljanja polinoma p(x), gde ¢,d #0 a x1,...,Zn, Y1, - - ., Y, nule od p(x):

p(x) = cle —a)(x —22) -+ (z — ) = d(@ —pn)(z —y2) -+ (2 = Yn).

Iz jednakosti najstarijih clanova sledi ¢ = d. Ukoliko je x; = y; za neke
indekse 7 i 7, tada mozemo skratiti te ¢lanove, tako da ¢emo bez umanjenja
opstosti pretpostavljati da z; # y; za sve indekse 4, j. Sada p(x;) = 0, dok
(x1 —11)(x1 —y2) -+ (21 — yn) # 0, Sto je kontradikcija.

Dokaz egzistencije ide indukcijom po n. Za n = 1 je rezultat ocigledan.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko n—1 > 0; tada polinom p stepena n,
po teoremi 3.3.1, ima bar jednu kompleksnu nulu, recimo ;. Po Bezuovom
stavu, sledi da p(x) = (z — x1)q(z) za neki polinom ¢ stepena n — 1. Po in-
duktivnoj pretpostavci, za polinom ¢ postoji jedinstvena faktorizacija ¢(z) =
clx—z3)(x—x3) - (x—1x,), odakle p(z) = c(x —x1)(x —29) -+ - (T —12,,). O

Dakle, polinom stepena n ima najvise n kompleksnih nula.

Definicija 3.3.2. KaZemo da je a € C nula polinoma p(z) € C[z] reda
(ili visestrukosti) k € N ako

(z — a)*p(x) A (x — a)* 1 p(2).

Drugim recima, a je nula polinoma p wvisestrukosti k ako postoji polinom
q(z) € Clx] takav da je p(z) = (x — a)*q(z) i q(a) # 0. Za nulu visestrukosti
=1 kaZemo da je jednostruka ili prosta.

Primer 3.3.1. Kompleksni polinom p(z) = z* + (1 — 2i)a? — (1 + 2i)x — 1
ima prostu nulu z = —1 i nulu z = i viSestrukosti 2 (ili kako se jos kaze, ima
dvostruku nulu x = 7).

Grupisanjem jednakih ¢inilaca dobija se tzv. kanonska reprezentacija
polinoma p(x):

p(r) = ap(r — 1) (x — 29)*% ... (T — 24)*F,

gde su q; visestrukosti korena x;, © = 1,k, i vazi ay + - -+ + ag = n. Jedin-
stvenost kanonske faktorizacije dokazuje se na slican nacin kao u dokazu
teorem 3.3.2.

Posledica 3.3.1. Polinom stepenan ima tacno n kompleksnih nula (racunajuci
i njihove visestrukosti).
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3.3.1 Vijetova pravila

Neka je dat polinom p,, sa realnim ili kompleksnim koeficijentima, ¢ije
su nule x1,-- -, x,. Imamo:

Pu(?) = @pa" + ap 12"+ b aw +ag = ap(z—x1) - (1 —1,) =
= 2"+ apr" (=1 — Ty — - — 1) +

a2 (2120 + T1T3 + -+ T 1Ty) o ap(—Ty) - (—T) =
= a,2" —a, 2" (vt + e+ ,) +

tan " (2139 + 2173 + -+ Ty 2n) o+ (1) (1m0 - T),

odakle sledi:

an1 = —ap(v1+ T2+ + 1),
Un—o = Gp(T120 + 2123 + - + Tp12y),
n
ag = (=1)"apx129- - T4
Izrazi:
An—1
T Tyt = -
an
Ap—2
T1To + 2123+ + Tp1Ty, = ,
ap,
Ay —
kUn—k
T1Ty - Th o Tk 1Tnk—2 T = (—1) ——,
Ap,
o
n
Tk, = (—1)"—,
ap,

nazivaju se Vijetove® formule.
Specijalno, za polinom drugog stepena py(z) = asx? + a;x + ag imamo
GO.

a1
T+ Ty =——, T1Ty = —;
a2 a2

dok za polinom treceg stepena ps(x) = azx® + axx? + a1 + ag vazi:

a2 a1 ap
T1+ 2o+ T3 =——, T1To + T1T3 + Toxy = —, T1T9Ly = ——.
as as a3

Frangois Viete (1540-1603), francuski matematicar
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3.4 Polinomi sa realnim koeficijentima

Posmatramo realne polinome, odnosno polinome sa realnim koeficijen-
tima. U opstem slucaju realan polinom ima kompleksne nule. Naredna teo-
rema tvrdi da medu kompleksnim nulama realnog polinoma postoji izvesna
zavisnost.

Teorema 3.4.1. Ako je xp kompleksna nula reda oy realnog polinoma p,,,
tada je T (konjugovano) kompleksna nula reda oy, polinoma p,,.

Proof. Ocigledno je p,(x) = p,(T), zato sto je konjugovanje saglasno sa sabi-
ranjem i mnozenjem kompleksnih brojeva. Pretpostavimo da je p,(x) =
ap(x —x) o (. — ) - (. — )™, a1 + ...+ o = n kanonska faktori-
zacija polinoma p,. Imamo:

pu(@) = pa(z) = pu(T) =
= ap(T—x1) (T —xp)% - (T — )% =
= (T —x1) - (T —ap)% - (T — )™ =
= an(f—x_l)o‘l- .(f_x—k)ak ..(f_x—l)al =
= an(z —T)" (2 —T)™ e (@ —T)Y,
odakle sledi da je Ty koren polinoma p,, reda ay. ]

Posto se kompleksne nule javljaju isklju¢ivo u parovima, ukoliko je poli-
nom neparnog stepena mora imati bar jednu realnu nulu.

Pretpostavimo da polinom p,(x) ima realne nule zy,...,xs (¢ije su vi-
Sestrukosti redom g, ..., as) i parove konjugovano kompleksnih nula u; +
wy, ..., u; £ v, Cije su visestrukosti redom [y, ..., f;; pritom vazi oy + ...+
as+2(f1 + ...+ Br) = n. Tada prema teoremi o faktorizaciji imamo

pn(T) = ap(z — 1) - (2 — 24) -
(2 — (ug +iv) (2 — (uy — 1)) - (2 — (up +iv,)P (2 — (uy — ivy))>
Kako se kompleksne nule javljaju u paru, imamo:
(x — (ug +ivy))(z — (ug —iv1)) = ((x — ug) —ivy)((x — uy) +ivy) =
=(r—w)?+0v? =2 2w +ul +v} =2+ Aw + By,

gde A} — 4By = (—2u;)? — 4(u? + v}) = —4v} < 0. Dakle, polinom sa
realnim koeficijentima moze se predstaviti kao proizvod tzv. ireducibilnih
ili nesvodljivih polinoma stepena 1 ili 2 koji se ne mogu faktorisati nad
poljem realnih brojeva:

pa(e) = an(z — 1) - (2 = 2)* (2° + pre+ @)™ - (2% + pr — @),

glen=ar+ - +a;+2(8+ -+ 5).
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Primer 3.4.1. Polinom p(x) = 2* — 23 — z + 1 ima dvostruku realnu nulu

r = 1, te se moze predstaviti kao p(x) = (z — 1)?(z* + z + 1). Polinom
2% + x + 1 je nesvodljiv.

3.5 Polinomi sa celobrojnim koeficijentima

Tvrdenje 3.5.1. Ako polinom sa celobrojnim koeficijentima ima celobrojnu
nulu, onda ta nula deli slobodan clan.

Proof. Neka je z € Z nula polinoma p,(x) = a,2" + -+ + a1z + ag, gde
ap € Z, k = 0,n. Tada imamo:

0=pp(2) = 2" +ap 12" '+ Farz+ag=

= z(anz"_l + -4 agz + ay) + ag,
odakle sledi da z|ay. O

Dakle, potencijalne nule polinoma x® — 322 —z+3 su 43 i £1. Proverom
se zakljucuje da su -1, 11 3 nule.

Tvrdenje 3.5.2. Neka je p(z) = a,2™ + ap 12"t + ... + a2 + ag polinom
sa celobrojnim koeficijentima, takav da ay,,aq # 0. Ako je § (gde su p iq

uzajamno prosti brojevi) nula polinoma p(z), tada plag i q|as,.
Proof. Neka je g nula polinoma p(z); to znaci da
n—1

P

qn—l

V1

0= p<B> S anp_ + ap—1
q q"

—|—~~—|—a1§+a0.

Mnozenjem sa ¢" dobijamo:

anp" + a1 p" g A apg" T+ apg” = 0,
Sto mozemo zapisati kao:

anp" = —=q(an1p" "+ -+ apg" " + apg" ),

Kako ¢ deli desnu stranu, mora da deli i levu, tj. ¢la,p", a kako su p i ¢
uzajamno prosti, sledi ¢la,. Ako sada

anp" + an " g+ 4+ aipg” Tt + apg” =0
zapisemo kao
p(anp™ " + an_1p" 2q+ -+ a1q" ") = —aoq”,

posto p deli levu stranu, mora da deli i desnu, tj. p|agq™. Brojevi p i g su
uzajamno prosti, pa p|ao. ]
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Primer 3.5.1. Posmatrajmo polinom p(z) = 32° — 522+ 52 —2 = 0. Prema
prethodnom tvrdenju, potencijalni racionalni koreni § su vrednosti p| — 2

i ¢q|3, odnosno p € {—2,—1,1,2} i ¢ € {-3,—1,1,3}. Dakle, potencijalni

koreni su
P 2 112
- € { - 2a _L T oy 9190 90 172}
q 37333
Hornerovom Semom, ili na neki drugi nac¢in, proverava se koja od ovih vred-
2

nosti jeste koren jednacine (to je samo z).

3.6 Racionalne funkcije

Definicija 3.6.1. Funkcija je racionalna ako je jednaka kolicniku dva poli-
noma:

P(z)

Qx)

Ako je st(P) < st(Q), to je prava racionalna funkcija, dok je u slucaju
st(P) > st(Q)) neprava.

R(z) =

Polinome smatramo racionalnim funkcijama kod kojih je Q(x) = 1. Oblast
definisanosti racionalne funkcije je R bez nula polinoma Q(z).
Za dve racionalne funkcije jednakost definisemo na slede¢i nacin:

P(z) _ S(x)

Qz) T(x)
Tvrdenje 3.6.1. Svaka neprava racionalna funkcija je zbir polinoma i prave
racionalne funkcije.

Proof. Neka je % neprava racionalna funkcija. Tada prema teoremi 3.1.1
postoje polinomi S(z) i T'(z) takvi da
Pr) = Q(x)S(x) + T(x), st(T(x)) < st(Q(x)).
Odavde sledi:
P) _ Q2)S(x) + T(x)
Q(x) Q()

Definicija 3.6.2. Racionalne funkcije

A Mx+ N
T, T — - ke,
(z —a) (22 + pz + q)

gde su A, M, N,p,q realne konstante takve da p* —4q < 0, nazivaju se prosti
ili parcijalni razlomci.



88 GLAVA 3. POLINOMI

Nas zadatak bic¢e da svaku pravu racionalnu funkciju predstavimo u obliku
sume prostih razlomaka.

Lema 3.6.1. Neka je a realan koren visestrukosti k polinoma Q(x), tj.
Q(x) = (x — a)* Q1 (x), Q1(a) # 0.

Tada postoji jedinstveno razlaganje prave racionalne funkcije P)

o) U obliku

P(.T) - Ak P1(.73)
Q(x) B (x —a)* + (z — a)F1Qy (), (3.1)

gde je Ay realna konstanta, a drugi sabirak prava racionalna funkcija.

Proof. Ako vazi (3.1), imamo P(z) = AxQ1(z)+ (z—a)Py(z). Stavimo li z =
a, dobijamo P(a) = AxQ1(a), odnosno konstanta Ay = 51(‘2)
odredena. Sada lako dobijamo

Tr — a

je jednoznacno

Kako je st(Pi(z)) = st(P(x) — Ax@Q1(x)) — 1 < max{st(P(x)), st(Q1(z))} —
1 < st(Q(z)) — 2, sledi da je drugi sabirak prava racionalna funkcija. O

Lema 3.6.2. Neka je x°+px+q, p*>—4q < 0, faktor visestrukosti k polinoma
Q(x), 4.
Q(z) = (" +pr + )" Qi(z), st(Qi(x)) = st(Q(z)) — 2k.

Tada postoji jedinstveno razlaganje prave racionalne funkcije ggi; u obliku

Qlz) (22 +pr+q)F (224 pr+q)F1Q:(x)’ '
gde su My, Ny realne konstante, a drugi sabirak je takode prava racionalna
funkcija.

Proof. Koreni kvadratnog trinoma z? + px + ¢ su, zbog p?> — 4q < 0, par
konjugovano kompleksnih brojeva koje ¢emo oznaciti sa a 4+ i3. Ako postoji
(3.2), tada

P(z) = (Myz + Np)Q1(x) + (2 + px + q) P ().
Stavljajué¢i x =a=a+ifix =a = «a — i, dobijamo

P(a) = (Mya + Ni)Q1(a), P(a) = (Mya + Ni)Q1(a),
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odakle dobijamo sistem:

P o P@ P@y

Miat Ne= 5 o5 =w, Ma+Ne= g = (Ga) =@
¢ija su reSenja . Im(w) o Im(a®)
Im(a)’ Im(a)

Zaista, ako oduzmemo drugu jednacinu sistema od prve, i iskoristimo
(V2 €C) z—2z= Rez+ilmz — (Rez —ilmz) = 2ilmz,

dobijamo M. Ako od druge jednac¢ine pomnozene sa a oduzmemo prvu
pomnozenu sa @, dobijamo Ni(a — @) = aw — aw = aw, odakle se primenom
2 — 2z = 2itImz lako dobija Ng. Nije tesko pokazati da je drugi sabirak u

formuli prava racionalna funkcija. ]
Pretpostavimo da polinom Q(z) ima realne nule xq,. ..,z viSestrukosti
redom oy, ..., a4 i parove konjugovano kompleksnih nula w; £ivy, ..., u; £iv,

visestrukosti redom (i, ..., 5, pri ¢emu oy + ...+ s +2(f1 + ... + 5) =
st(Q(x)). To, prema osnovnoj teoremi algebre, znaci da

Q(z) = Az — )™ ... (z — z) (2* + prz + ql)ﬁ1 (2 px qt)ﬁt

Na osnovu visestruke primene lema 3.6.1 1 3.6.2, faktoru (z — x)® odgovara
sabirak

A A A, - A;
— =)
r—xp (z—xp) (@ —an)* = (@ —ap)
a faktoru (22 + px + ¢)° oblik
M+ Ny My + Ny Mgz + Ng :XB: Mz + N,
?+pr+q  (P4pr+q)? (@ +pr+q)f (2P +prtg)

Teorema 3.6.1. Neka je R(z) = ggg
se polinom u imeniocu moze faktorisati kao

Qx) =Alx —x)M ... (x — xs)™ (xQ + prx + ql)ﬁ1 . (xg + prx + qt)ﬁt
Tada je

s t B
M@ll‘—f— N@l
;; T — Tp)* +;;($2+plfﬁ+%)6’

gde se nepoznati koeficijenti Ay i, Mg, Ng; mogu odrediti metodom neodredenih
koeficijenata.
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Primer 3.6.1. Razloziti racionalnu funkciju m Ovo je prava racionalna
funkcija, tako da prelazimo na faktorisanje polinoma 2% — 223 + 1. Ako
primetimo da x% — 223 + 1 = (2% — 1)?, koriste¢i formulu za razliku kubova
a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?), lako dobijamo

2% -2 4+ 1= (2 - 1)*2* +z+1)%

Sada imamo

1 _ A B CatD  Ex+F
26 -2234+1 -1 (z—-12 22+2+1 (22+2+1)%

odnosno:
1 = A(z—1)(2*+2+1)*+ B(2* +2+1)?+(Co+D)(z—1)*(2* +a+1)+(Ex+F)(z—1)*.

Sada ¢emo do informacija o koeficijentima do¢i na malo drugaciji nacin: ispi-
tivacemo vrednosti polinoma u odredenim tackama gde se neki sabirci anuli-
raju.

e r=1:1=95;
er=0:1=-A+B+D+F;
e r=-14iB 2P L F1i(E-F)V3;
er=0:1=A—-B+2D+2FE+i(-A+2C —2F).
Iz ovog sistema od Sest jednacina nalazimo nepoznate koeficijente

2 1 1
C==-D=-E=F=—.
’ 9’ 3’ 3
Dakle,

1 B 2 n 1 n 20 +1 n z+1
6 —2234+1 9w —1) 9x—1)2 224+z+1 3(@2+x+1)2

Razlaganje racionalne funkcije u sumu prostih razlomaka koristi se, na
primer, pri integraciji racionalnih funkcija.



Glava 4

Vektorski prostori

4.1 Aksiome vektorskog prostora

Definicija 4.1.1. Neka je K dato polje. Vektorski ili linearni prostor
nad poljem K je uredena cetvorka (V,K,+,-), gde je V' neprazan skup, a
+ VXV = Vi KxV =V preslikavanja takva da vaze sledece aksiome:

(Va,B € K)o~ (B 2) = (- §)

(V1) (

(V2) (

(V3) ( )

(V4) ( )

(V5) (Ve € V) 1-2 =x, (gde je 1 jedinica polja K );
(V6) ( )

(VT) (VeyeV)VaeK)a-(z+y) =a-z+a-y;
(V8) (

Vie V)V, e K) (a+p)- z=a-xz+-y.

Elementi skupa V' su vektori, a elementi polja K su skalari. Operacije +
i - su redom sabiranje vektora ¢ mnozenje vektora skalarom; cesto se
zbirno nazivaju linearne operacije. Element 0 € V' c¢yu egzistenciju tvrdi
akstoma V3 naziva se nula vektor, dok je element —x ciju egzistenciju turds
akstoma V4 suprotan vektor vektora z.

Prve cetiri aksiome zajedno tvrde da je struktura (V,+) Abelova grupa,
dok preostale aksiome opisuju odnos izmedu linearnih operacija i operacija

91
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u polju. Vektorske prostore obitno oznacavamo velikim latini¢nim slovima,
vektore malim, a skalare malim slovima grckog alfabeta.

Napomena: Ubuduée ¢emo istim simbolom + oznacavati i sabiranje u
polju K i sabiranje vektora iz V', odnosno sa - mnozenje u polju K i mnozenje
vektora iz V' skalarom. Iz konteksta ¢e biti jasno na koju operaciju se misli.
Na primer, kod aksiome V6, simboli - na levoj strani odnose se na mnozenje
vektora skalarom, dok prvo pojavljivanja simbola - na desnoj strani znaci
mnozenje u polju K. Zatim, kod aksiome V8, simbol + na levoj strani je
sabiranje u polju K, dok je 4+ na desnoj strani izraza sabranje dva vektora.

Vektorski prostor nad poljem R odnosno C je realan odnosno komplek-
san vektorski prostor.

Primer 4.1.1. Ovde predstavljamo razne primere vektorskih prostora.

1. Pocetemo od najmanjeg moguceg vektorskog prostora. Od svih ak-
sioma, jedino aksioma V3 tvrdi egzistenciju izvesnog vektora (aksioma
V4 kaze da ako neki vektor pripada V', pripada i njemu suprotan vek-
tor, dakle ima uslovni karakter). Dakle, neka je dat skup V' = {0} i K
proizvoljno polje; linearne operacije mogu se zadati samo kao 0+0 = 0
i (Va € K) -0 = 0. Tada su aksiome trivijalno zadovoljene, te za-
kljuéujemo da je (0, K, +,-) (trivijalan) vektorski prostor nad K.

2. Neka je V = K. Tada se linearne operacije svode na operacije u polju
K, te se lako vidi da aksiome jesu zadovoljene. Dakle, svako polje
je vektorski prostor nad samim sobom. Prema tome, R mozemo
posmatrati kao realan, a C kao kompleksan vektorski prostor.

3. Neka je dato polje K, i neka je V.= K" tj. V = {(x1,...,2,) :
r; € K,i = 1,n}. Linearne operacije definisemo na slede¢i nacin: za
proizvoljne (xy,...,2,), (Y1,...,yn) € K™ i proizvoljno a € K imamo

(@1, @)+ (W1, Yn) = (@Y, T Yn),
a(zy,...,xn) = (axq,...,0x,).

Lako se proverava da je K™ vektorski prostor nad poljem K - on se
naziva koordinatni vektorski prostor nad K. Nula vektor ovog
prostora je element 0 = (0,...,0), a suprotan element vektora x =
(x1,...,2,) je vektor —x = (—x1,...,—x,). Od posebne vaznosti su
prostori R™ i C".

4. Geometrijski vektori bi¢e obradivani posebno.
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5.

Posmatrajmo skup K,[t] svih polinoma po promenljivoj ¢ stepena naj-
vise n sa koeficijentima iz polja K. Za dva proizvoljna polinoma p(t) =
ap+ ajt+ -+ apt™ i q(t) = by + byt + - - - + bpt™ iz K, [t] 1 proizvoljan
skalar a definisimo operacije:

(p+q)(t) = (ao+bo)+ (a1 +bi)t+ -+ (an + by)t",
(ap)(t) = (aap)+ (aar)t + -+ (aa,)t".

Lako se proverava da skup polinoma sa ovako definisanim linearnim
operacijama predstavlja vektorski prostor polinoma nad poljem K.

. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i X neprazan skup. Pos-

matrajmo skup V¥ svih preslikavanja iz X u V. Za preslikavanja
f,g € VX iskalar o € K definisimo

(f+9)(=) = flx)+g(x),
(af)(x) = af(z).
Lako se pokazuje da je VX vektorski prostor nad poljem K. Nula vektor

u njemu je preslikavanje (Vx € X) fo(x) = 0 € V, a suprotan vektor za
f € VX je vektor —f definisan sa (Vo € X) (= f)(z) = —f(x).

4.1.1 Osobine vektorskih prostora

Tvrdenje 4.1.1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Tada

~

N

Nula vektor je jedinstven.

Za svaki vektor x € V' suprotan vektor —x je jedinstven.
(Ve e V)(Vae K)0x =0 ia0=0.

Ako ax =0, onda =0 ili x = 0.

Vz e V)Vae K) (-1)x = —x i (—azx) = —(ax).

Proof. 1. Pretpostavimo da postoje dva nula vektora, 07 i O3. Prema ak-

2.

siomama V3 i V1, imamo

(V3) (V1) (V3)

01 01+O2 = 02+01 - 02.

Pretpostavimo da za dati vektor x postoje dva suprotna vektora a i b,
tj. daz+a=0=2x+b. Tada

a=a+0=a+(x+b)=(a+x)+b=(x+a)+b=0+b=0.
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3. Polaze¢i od 0-2 = (0+0)- 22 0.240- z, dodavanjem —(0-x) levoj i
desnoj strani dobijamo —(0- x)—l—() xr = (0 z)+(0-z+0-z). Koristeéi
aksiomu A2, jedinstvenost suprotnog vektorai (Vv € V) v+ (—v) = 0,
dobijamo 0 =0+0-2 =0-x.

Polaze¢iod -0 = - (0+0) = g a-0+a-0, dodavanjem —(«-0) levoj

i desnoj strani i koris¢enjem aksiome V2, osobine suprotnog vektora,
dobija se 0 = 0+ « - 0, odnosno « - 0 = 0.

4. Ako je a = 0, tvrdenje je ve¢ dokazano. Pretpostavimo zato da o # 0.
Tada postoji o=t € K i vazi:

r=1-z=(a-a')z=at (a-z)=a'-0=0.

5. Zaa € K, iza-x+(—a)-x ( +(—a))-z = 0-x = 01 jedinstvenosti
suprotnog vektora sledi da ( a) - x = —a-z. Specijalno za a = 1 sledi

prvi deo tvrdenja.
O

4.2 Linearna zavisnost 1 nezavisnost vektora

Pod terminom sistem vektora (ili skalara) podrazumeva¢emo konacan
niz vektora (ili skalara) medu kojima, za razliku od skupa, moze biti i jed-
nakih. Na primer, {z1, z2, 1, T2, T2} je sistem, a {x1, x5} skup vektora.

Definicija 4.2.1. Neka je (x) : xy,...,2z, konacan sistem vektora iz vek-
torskog prostora V- nad poljem K i () : ay,...,«, konacan sistem skalara
1z polja K. Vektor

Y=o+ -+ apy
je linearna kombinacija vektora 1, ..., x, sa skalarima o, ..., a,. KaZe
se jos i da se vektor y moZe izraziti preko vektora sistema (x). Ako je bar

jedan skalar o; # 0 € K, i = 1,n, tada je linearna kombinacija netrivi-
jalna, u suprotnom je trivijalna.

Primer 4.2.1. Neka je (z) : z; = (1,1), 22 = (—1,2), 23 = (0,1) sistem
vektora iz R? i () : ap = 2, ay = —1, a3 = 3 sistem skalara iz R. Vektor:

y=2-(L)+(-1)-(-1,2)+3-(0,1) = (3,3)

je, dakle, izrazen kao linearna kombinacija vektora sistema (x) sa skalarima
sistema (). Kako su svi skalari razli¢iti od nule, u pitanju je netrivijalna
linearna kombinacija.
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Definicija 4.2.2. Konacan sistem vektora (x) : x1,...,x, vektorskog pros-
tora V' je linearno zavisan ako je bar jedan njegov vektor linearna kombi-
nacija ostalih vektora; u suprotnom, sistem je linearno nezavisan. Prazan
sistem vektora je po definiciji linearno nezavisan.

Primer 4.2.2. Sistem vektora (1,0), (0,2), (—3,4) je linearno zavisan, jer

(=3,4) = =3-(1,0)+2-(0,2). Sistem vektora (1,0), (0,2), (0,0) je linearno

zavisan, jer (0,0) =0-(1,0)4+0-(0,2).

Tvrdenje 4.2.1. Neka je dat konacan sistem vektora vektorskog prostora V.
1. Ako sistem sadrzi nula vektor, tada je on linearno zavisan.

2. Ako sistem sadrzi dva ista vektora, on je linearno zavisan.

3. Ako je neki podsistem datog sistema linearno zavisan, tada je i ceo
sistem linearno zavisan.

4. Ako je sistem linearno nezavisan, tada je i svaki njegov podsistem line-
arno nezavisan.

Proof. Neka je (x) : x1,...,x, sistem vektora iz V.

1. Pretpostavimo da nula vektor pripada sistemu, tj. (x) : 0,2, ..., Ty,
tada0=0-29+---40-x,, odnosno sistem je linearno zavisan.

2. Pretpostavimo da sistem sadrzi dvaput vektor y, tj. (z) : y,y, 23, ..., Zp
ipostoy=1-y4+0-23+---40-z,, sledi da je sistem linearno zavisan.

3. Neka je x1, ...,z linearno zavisan podsistem sistema (z); to znaci da
postoje skalari ao, . .., oy takvi da x1 = asws + .. . + agxi. Kako je ovo
istostoixry =avxo+ ... +aprp +0- 251+ ... +0-2,, sledi da je ceo
sistem (z) linearno zavisan.

]

Teorema 4.2.1. Sistem vektora () : x1,...,x, prostora V je linearno za-
wvisan ako i samo ako se nula vektor moze prikazati kao netrivijalna linearna
kombinacija vektora tog sistema.

Proof. (=): Pretpostavimo da je sistem (x) linearno zavisan; to znaci da se
recimo x,, moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih:

Tp =021 + -+ Q1 Tp—1-
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Tada je 0 netrivijalna kombinacija vektora sistema, jer
0=a1x1+ -+ 121+ (—1)z,.

(<): Neka je 0 = ayxq + - - + a,x,, gde je neki od skalara razli¢it od nule,
recimo «,. Tada postoji o' € K, te dobijamo

-1 -1
Ty = —Q, Q1T — - — Q) Qp_1Tp—1,
Sto 1 znaci linearnu zavisnost sistema (z). O

Posledica 4.2.1. Sistem () : xy,...,x, vektora iz V je linearno nezavisan
akko
(1 + ...+, =0)=a;=...=a, =0.

Primer 4.2.3. 1. Pokazimo da su u prostoru R svaka dva vektora line-
arno zavisni. Neka su x i y dva vektora (realna broja). Ako je jedan
od njih 0, tada su oc¢igledno linearno zavisni. Ako recimo z # 0, tada
y = (yz~') - x, dakle-jesu linearno zavisni.

2. Vektori p(t) =t i q(t) = 2t iz prostora polinoma sa realnim koeficijen-
tima su linearno zavisni, jer q(t) = 2 - p(t).

3. Posmatrajmo prostor R?, i ispitajmo linearnu nezavisnost vektora (a, 0)
i (0,b), gde a,b # 0. Za neke skalare «, 5 € R imamo:

(0,0) =a-(a,0)+5-(0,b) = (aa, pb) = aa =0, fb=0=a = =0.

Dakle, pomenuti vekori su linearno nezavisni.

4.3 Baza vektorskog prostora

Definicija 4.3.1. Sistem vektora prostora V' je potpun u V' ako se svaki
vektor iz V' moZe predstaviti kao linearna kombinacija vektora tog sistema.

Na primer, sistem vektora (1,0), (0,1),(—1,1) je potpun u prostoru R?,
jer se proizvoljan vektor (z,y) € R? moZe predstaviti kao linearna kombi-
nacija (Stavise, na bar dva nacina):

(x,y) =22-(1,0)+(y—2)- (0, )+z-(—=1,1) =2-(1,0)+y-(0,1)+0- (-1, 1).

Medu svim potpunim sistemima, od posebnog interesa su oni koji su u
izvesnom smislu najmanji.
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Definicija 4.3.2. Svaki potpun linearno nezavisan sistem vektora vektorskog
prostora V' naziva se baza ili Hamelova' baza prostora V. Prostor je
konacnodimenzionalan ako ima bar jednu bazu sastavljenu od konacéno
mnogo vektora; u suprotnom je beskonacnodimenzionalan.

Tvrdenje 4.3.1. Svaki konacan potpun sistem vektora datog prostora sadrZi
bazu tog prostora.

Proof. Neka je (v) : vy,...,v, potpun sistem vektora iz V. Ako je on i lin-
earno nezavisan, onda je (v) baza. Ako je linearno zavisan, onda se recimo
vektor v, moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora iz sistema
(v). Ako iz sistema (v) izbacimo taj vektor v,, dobijeni sistem je jos uvek
potpun; ako je i linearno nezavisan on je baza, a ako nije ponavljamo pro-
ceduru sve dok se (v) ne svede na linearno nezavisan podsistem tj. bazu
prostora V. [

Tvrdenje 4.3.2. Svaki linearno nezavisan skup vektora moze se dopuniti do
baze prostora. Drugim recima, svaki vektorski prostor ima bazu.

Moze se dokazati da sve baze datog prostora imaju istu kardinalnost.

Definicija 4.3.3. Kardinalnost proizvoljne baze vektorskog prostora V- naziva
se dimenzija prostora V', u oznaci dim V.

Koristan rezultat je naredna posledica.

Posledica 4.3.1. Ako jedim V' = n i ako je sistem (v) sastavljen iz n vektora
linearno nezavisan, tada je (v) jedna baza prostora V.

Izaberimo jednu bazu (e) : ey, . .., e, vektorskog prostora V' dimenzije n.
Tada se proizvoljan vektor £ € V moze na jedinstven naéin predstaviti
kao linearna kombinacija vektora baze:

n

r=ux1e1+...+xe, = E X;6;.
i=1

Skalari xq,...,x, u gornjem zapisu su koordinate vektora x u odnosu na
bazu (e). To zapisujemo i kao

r = {.1'1, Ce ,$n}(e),

ili samo = = {x1,...,2,}, kad se zna o kojoj bazi je rec.

!Georg Karl Wilhelm Hamel (1877-1954), nemacki matematicar
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Primer 4.3.1. Pokazatemo neke od baza vektorskih prostora iz primera
4.1.1.

1. Smatramo da trivijalan vektorski prostor V' = {0} ima dimenziju 0.

2. Polje K kao vektorski prostor ima za bazu bilo koji nenula element, te
je dimenzije 1. Dakle, R nad R i C nad C su dimenzije 1. Medutim,
prostor C nad poljem R je dimenzije 2, jer je jedna njegova baza {1,}.

3. Prostor R? je dimenzije 3, a medu njegovim bazama poseban znacaj
ima tzv. kanonska (ili standardna) baza:

(€):er =(1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1).

Zmacaj kanonske baze je u tome sto su komponente vektora jednake sa
koordinatama vektora u ovoj bazi:

T = (371,1'2,{173) = $1'(1,0,0)+l’2'(0, 1,0)+J§3'(0,0, ]-) = {:El)nyxS}(e)'

Slicno vazi za prostor R”, kanonsku bazu ¢ine vektori e;, i = 1,n,
koji su u stvari uredenje n—torke koje imaju jedinicu na mestu i a na
ostalim mestima nule.

4. Prostor polinoma K,[t] ima kanonsku bazu:
(e): 1,t, 3 ... ",

Sto znac¢i da je dimenzije n + 1. Znacaj ove baze je zbog jednakosti
koeficijenata polinoma i koordinata polinoma u ovoj bazi:

pt) =at? +bt+c=a-1>+b-t+c-1={a,b c}e.

4.4 Potprostori vektorskog prostora

Definicija 4.4.1. Podskup P wvektorskog prostora V nad poljem K je vek-
torski potprostor od V', u oznaci P <V, ako je i sam vektorski prostor u
odnosu na restrikcije linearnth operacija na P.

Tvrdenje 4.4.1. Podskup P prostora V je potprostor od V ako i samo ako:
i) (Vx,y € P)x+y € P;
ii) (Vx € P)(NVa € K) ax € P.
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Ova dva uslova iz prethodnog tvrdenja mogu se zameniti sa
(Vz,y € P)(Va,p € K) aa+ b e K.

Osobina ii) za o = 0 € K tvrdi da 0 € P, sto zajedno sa osobinom i) znaci
da ako x € P, onda mora da bude i —x € P. Prema tome, prvi kriterijum da
li je nesto potprostor je ispitivanje da li sarzi nula vektor i da li sadrzi sve
suprotne elemente.

Primer 4.4.1. Navodimo neke vazne primere vektorskih potprostora.

1. Svaki prostor V ima bar dva potprostora, {0} i V', i to su tzv. trivijalni
potprostori.

2. Ako je K polje, i m,n € N takvi da m < n, tada je K™ potpros-
tor od K™. Ovo postaje jasno kad se vektor x = (z9,...,2,,) € K™
identifikuje sa vektorom = = (z1,...,%y,0,...,0) € K™.

Neka je M # () podskup prostora V nad poljem K. Posmatrajmo skup
L(M) svih konacnih linearnih kombinacija vektora skupa M sa skalarima
polja K:

L(M) ={oqxi+.. +apry i x1,..., 2 €M, ay,...,0p, € K, k=1,n,n € N}.

Lako se proverava da je L£(M) najmanji vektorski potprostor od V koji
sadrzi skup M; on se naziva linearno zatvorenje skupa M ili lineal nad
skupom M. Po definiciji se uzima £(0)) = 0.

Teorema 4.4.1. Ako je P podskup konacnodimenzionalnog prostora V', tada
je i on konacnodimenzionalan, i vazi dim P < dim V.

Proof. Ako je P jedan od trivijalnih prostora, nema se sta dokazivati. Pret-
postavimo da P nije trivijalan, i neka 0 # v; € P. Ako je L(v;) = P dokaz
je gotov, u suprotnom se trazi nenula vektor v, koji je linearno nezavisan sa
v1. Ako je P = L(v1,v9) imamo dokaz, u suprotnom se nastavlja procedura,
sve dok ne nademo skup vektora koji razapinju P. Duzina takvog sistema
ne moze biti ve¢a od dimV, te zato dim P < dim V. O

Posledica 4.4.1. Ako je V konacne dimenzije © P potprostor od V' takav da
dim P =dimV, tada P =V.
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4.5 Geometrijski vektori

Neka su u prostoru date tacke A i B koje odreduju duz AB. Ukoliko
tacku A proglasimo pocetnom, a tacku B krajnjom tackom te duzi, uveli
smo orijentaciju duzi. Uredeni par tacaka (A, B) naziva se orijentisana
duz ili vezani vektor, u oznaci zﬁ Rastojanje od A do B je intenzitet
vektora, u oznaci |AB|, dok se prava na kojoj lezi vektor naziva pravac.
Ukoliko A = B, tada je re¢ o nula vektoru, 0; njegov intenzitet je 0, dok
pravac i smer nisu odredeni. Vektor intenziteta 1 naziva se jediniéni vektor
ili ort.

Dve orijentisane duzi, 1@ i @, su ekvivalentne ako su obe nula vek-
tori, ili ako su istog intenziteta, pravca i smera. Lako se pokazuje da je
ovo relacija ekvivalencije u skupu orijentisanih duzi. Klasa ekvivalencije ove
relacije naziva se slobodni vektor ili krace - vektor. Skup svih vektora
oznacavacemo sa V.

Sabiranje geometrijskih vektora

Sabiranje geometrijskih vektora obavlja se po pravilu paralelograma.
Ako su data dva vektora AB i C'D, tada se medu svim vektorima iz klase
ekvivalencije vektora @ uzima onaj ¢iji je pocetak tacka B (a vrh tacka E),
a onda se po pravilu paralelograma dobija da je

AB+CD = AB + BE = AE.

Tvrdenje 4.5.1. Skup V u odnosu na sabiranje vektora je Abelova grupa.

Proof. Kako je zbir dva vektora ponovo vektor, struktura je grupoid. Ko-
mutativnost i asocijativnost se lako dokazuju (sklca paralejram odnosno

trapez). ng vektor je neutral za sabiranje, dok iz AB + BA = AA = K
sledi da je BA = —AB suprotni vektor za vektor zﬁ m

Geometrijske vektore ¢emo obelezavati ili kao vektor kod kojeg su is-
taknute pocetna i krajnja tacka (npr. B), ili malim latini¢nim slovima

(npr. 7).
Razlika vektora @ i ¢ definiSe se kao ¥ — ¢y = 7 + (—¥).
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Mnozenje vektora skalarom

|a||Z], pravac isti kao i pravac vektora &, a smer isti kao smer vektora & ako
a > 0, odnosno suprotan ako a < 0.

Teorema 4.5.1. Skup geometrijskih vektora je realan vektorski prostor.

Proof. Kako je, prema tvrdenju 4.5.1 (V,+) Abelova grupa, preostaje da se
dokaze da vaze aksiome 5-8 vektorskog prostora.

(5)
(6)

1.2 = Z po definiciji mnozenja skalarom.

Dokazimo o(B%) = (af)Z. Ako o = 0ili § = 0 ili & = 0 jednakost vazi.
Sada razlikujemo slucajeve:
— Ako su «a i 3 istog znaka, tada su vektori a(fZ) i (af)Z istog
pravca i smera kao vektor T;
— Ako su « i 8 suprotnih znakova, tada su vektori a(8Z) i (af)¥

istog pravca ali suprotnog smera u odnosu na vektor ;

u oba slucaja:

|a(BT)| = | |BZ] = |el(|8]|Z]) = [el|B]|Z] = |af]|Z] = [(af)Z].
Dakle, vektori su jednaki, pa vazi aksioma 6.

Dokazimo «(Z + ) = (ﬂ—l— ay. Neka je prvo a > 0. Po%)trajmo
trouglove AOAB (gde OA = 7, AB = y) 1 AOA; B, (gde OA, = af,
A1 By = ag). Posto imamo

OAl . AlBl

OA ~ 4B
i kako ZOAB = ZOA;B; (kao saglasni uglovi nad transferzalom iste
prave), prema stavu SUS o sli¢nosti trouglova sledi AOAB ~ AOA; By.
Odavde sledi da ZAOB = ZA,0By, §to znaci da su tacke O, B i B,
na istoj pravoj u rasporedu O — B — Bj. Iz sli¢nosti sledi i da

OB,  OA;

0B~ 04

—
odnosno OB, = a@, tj.

—

aZ + ay = a(Z + 7))

Ako je a < 0 dokazuje se na slican nacin.
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ay B,

¥ ax+oy y
X+
X+y o) 4

(8) Dokazimo (o + 8)% = aZ + BZ. Slucaj kada o= 0ili B=0iliz =0
je trivijalan, tako da nadalje pretpostavljamo da «,8 # 0 i x # 0.
Posmatra¢emo 4 razlicita slucaja, u zavisnosti od znaka skalara.

i) Ako «a, 8 > 0, tada su vektori o, ay i (o + ) istog pravca i
smera kao ¥, dok za intenzitet vazi

@+ 27| = |a+p8l7] = (a+ 5)|Z] = (lo + [8]]7] =
= lal[z] + [8]|7] = |az] + |52].

ii) Za a, 8 < 0 dokazuje se analogno kao u i).

iii) Neka su a, 8 razli¢itih znakova, ali takvi da a4+ 8 > 0. Tada se «
moze zapisati kao zbir dva pozitivna skalara: a = (a+ 3) + (—f),
pa se moze primeniti i):

al = ((a+ ) + (=9))7 = (a + )T + (= )T = (a + )T — BT

iv) Ako su «, § razlicitih znakova, ali takvi da a + 5 < 0, tada se [
moze zapisati kao zbir dva negativna skalara: 5 = (a+ )+ (—a),
a onda se primeni ii).

Dakle, (V,R,+, ) je vektorski prostor. O

Linearna (ne)zavisnost geometrijskih vektora

Podsetimo se nekih termina.
Definicija 4.5.1. Vektori ¥,y € V su

e kolinearni ako tmaju isti pravac, tj. ako su paralelni;
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e komplanarni ako leZe u istoj ravni, tj. ako su paralelni istoj ravni.
Tvrdenje 4.5.2. Za geometrijske vektore vazi:

1. Dva geometrijska vektora su linearno zavisna akko su kolinearni.

2. Tri geometrijska vektora su linearno zavisna akko su komplanarni.

3. Proizvoljna tri (Cetiri) vektora u ravni (prostoru) su linearno zavisna.

Proof. 1. Neka su 7, ¢ linearno zavisni vektori; to znaéi da je aZ+ 8¢ = 0,
gde je bar jedan od skalara «, 5 # 0. Neka o # 0, tada T = —ggj, t].
vektori 7 1 ¢/ su istog pravca - kolinearni su.

Obratno, vektori 7,7 # 0 su kolinearni ako su njihovi ortovi istog

pravca:
2 _4 Y
|7 |91
Sada imamo
1., F1., -
=T+ —=y=0,
1z 1yl
odnosno .
T = i@g]
|71

Ako je bar jedan od vektora nula vektor, trivijalno su linearno zavisni.

2. Neka su 7, 7, Z linearno zavisni vektori; to znaéi da je aZ+ S7+~Z = 0,
gde je bar jedan od skalara o, 5,y # 0. Neka o # 0, tada 7 = —gg’—gz_’,
tj. vektor & se nalazi u ravni odredenoj vektorima —ggj i —17, §to znaci
da su %,y i Z komplanarni.

—

Obratno, neka su ¥ = 072 Uy =0Y 17 = 07 komplanarni vektori.
Ako medu njima ima kolinearnih, dokaz je gotov. Pretpostavimo sada
da 7 i ¢ nisu kolinearni; oni tada odreduju ravan OXY kojoj pripada i
vektor 2. Neka su X; i Y] preseci pravih koje prolaze kroz Z i paralelne

. 7 ‘)7‘ . o
susa QY i OX, redom. Tada OZ = OX; 4+ OY;. Kako je OX; = af i
OY, = By za neke «a, (3, sledi 2’ = o + By, Sto znadi linearnu zavisnost.

3. Ovaj deo dokazuje se analogno drugom delu u 2.

]

Tvrdenje 4.5.3. U vektorskom prostoru geometrijskih vektora na pravoj/ u
ravni/ u prostoru bazu ¢ini proizvoljan nenula vektor/ proizvoljna dva neko-
linearna vektora/ proizvoljna tri nekomplanarna vektora.



104 GLAVA 4. VEKTORSKI PROSTORI

Dakle, prostor geometrijskih vektora je dimenizije 3, dok su njegovi pot-
prostori nula vektor (dimenzije 0), prave kroz koordinatni pocetak (dimenzije
1), ravni kroz koordinatni pocetak (dimenzije 2) i naravno ceo prostor V.



Glava 5

Matrice 1 determinante

5.1 Matrice

Definicija 5.1.1. Neka je K dato polje i m,n € N. Proizvoljno preslikavange
A:{1,...,m}x{l,...,n} = K naziva se matrica tipa m xn nad poljem
K. Za (i,7) € {1,...,m} x {1,...,n} umesto A(i,j) pise se a;;.

Elementi a;; organizuju se u pravougaonu Semu od m horizontalnih redova
(tzv. vrste) i n vertikalnih redova (tzv. kolone):

a1; Q12 A13 -+ Qin
A= Q21 Q22 A23 -+ Q2
Am1 Am2 Qm3 - Amn

mxn

Element a;; nalazi se u preseku i—te vrste i j—te kolone. Matricu A ¢iji su
elementi a;5, gde i = 1,m, j = 1,n, oznacavacemo sa

A= [ai,j]mxn-

Skup svih matrica tipa m x n nad poljem K oznacava¢emo sa M(m x n, K).
Ukoliko je m = n, tada je matrica kvadratna reda n, a skup takvih matrica
oznacavamo sa M (n, K).

Definicija 5.1.2. Dve matrice A = [a;;lmxn ¢ B = [bijlpxq nad istim poljem
K su jednake akko m =p, n = q i a;j = b;;, za svei=1,m, j =1,n.

Matrica tipa m X n ¢iji su svi elementi 0 € K naziva se nula matrica, i
oznacava sa 0,,x,, ili samo 0 ako je jasno iz konteksta kog je tipa. Matrica
tipa 1 X n je matrica-vrsta, a matrica tipa m x 1 je matrica-kolona. U
kvadratnoj matrici A = [a;;] tipa n elementi sa jednakim indeksima (dakle,

105
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ai;, i = 1,n) ¢ine glavnu dijagonalu. Ukoliko matrica tip n sadrzi nenula
elemente samo na glavnoj dijagonali, tada je to dijagonalna matrica; uko-
liko su svi takvi elementi jednaki 1, tada je to jedinicna matrica koja se
obitno oznacava sa F, ili I,,. Kvadratna matrica koja ima ispod (iznad)
glavne dijagonale sve elemente jednake nuli je gornje (donje) trougaona
matrica.

Primer 5.1.1. 1. Matrica

a=lr e o)

je (pravougaona) matrica tipa 2 x 3 nad poljem R; dakle, A € M(2 x

3,R). Njenu prvu vrstu ¢ine elementi a1; = e, a2 = 1, a;3 = —2, a
tre¢u kolonu a3 = —2, agg = 0. Znaci, matrica-vrsta je npr. [e 1 — 2],
a matrica kolona [e 7]
2. Matrica
1—1 0 s
B = 3 V2 i+1 |,
~1,1 0 i
je kvadratna matrica reda 3 nad poljem C; dakle, B € M(3,C). Glavnu
dijagonalu ove matrice ¢ine elementi a1y =i — 1, ag = —V/2, az3 = i.
3. Matrice
1—1 0 0 100
C=| 0 V2 0|il=]010
0 0 0 0 01

su obe dijagonalne, a matrica I3 je joS i jedini¢na. Jedini¢na matrica
se moze opisati i pomoc¢u Kronekerovog delta-simbola,

(1L i=j
%_{a i,

4. Matrice
7 —1 0 T 7—1 0 0
Di=| 0 —V2i+1]|, Do=| § V2 0],
0 0 1 —-1,1 0 )

su redom gornje (ili desno) odnosno donje (ili levo) trougaona matrica.
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Na skupu matrica moze se definisati preslikavanje:
T: M(mxn,K)— M(nxm,K), T([a;]) = [aj],

koje vrsi zamenu mesta vrstama i kolonama matrice A. Umesto T'(A) obi¢no
se pise AT, i AT je transponovana matrica matrice A.

Kvadratna matrica A je simetri¢na ako A = AT (tj. a;; = aj;, i,j =
1,n), odnosno antisimetri¢na ako A = —A”.

Ukoliko je matrica nad poljem C, za A € M(m x n,C) moze se definisiati
matrica A tako §to se svaki njen element zameni konjugovano-kompleksnim
brojem. Stavlja se A* = (A)”. Kvadratna kompleksna matrica je ermitska
ako A = A*, odnosno kosoermitska ako A* = —A.

Linearne operacije nad matricama

Definicija 5.1.3. Neka su A = [a;j], B = [bjj] € M(m xn,K) ia € K.
Tada sabiranje matrica ¢ mnozenje matrica skalarom definisemo kao:

A+ B = [a;] + [bi;], aA = [aay].

Lako se pokazuje da za proizvoljne matrice A, B,C € M(m x n,K) i
skalare a, 8 € K vazi:

1. A+ B=B+ A;

2. A+ (B+C)=(A+B)+C;

3. A+0=0+ A=A, gde je 0 =0,,, nula matrica;
4. (A(-A) e M(mxn,K)) A+ (-A)=(-A)+A=0;
5. 1-x =z, (gde je 1 jedinica polja K);

a(BA) = (af)A;

a(A+ B) =aA+ aB;

(a+ B)A = aA+ SA.

® N

Drugim recima,

Tvrdenje 5.1.1. Skup M(m x n, K) je vektorski prostor nad poljem K u
odnosu na gore definisane linearne operacije.

Kasnije ¢emo pokazati da dim M(m x n, K) = mn i da je posebno vazna
kanonska baza sastavljena od mn matrica tipa m x n koje imaju 1 na tacno
jednom mestu, a na ostalima 0.
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5.2 Linearni operatori

Ukoliko se posmatraju funkcije koje slikaju vektorske prostore (dakle,
strukture znatno bogatije osobinama od obi¢nih skupova), i pritom zadovol-
javaju jos neke uslove, mozemo definisati vaznu klasu funkcija.

Definicija 5.2.1. Neka su V; 1 V5 vektorski prostori nad istim poljem skalara
K. Preslikavange f : Vi — V5 je linearno i/t homomorfizam ako

1. Vx,y e Vi) f(x +y) = f(z) + f(y), aditivnost;
2. (Ve e V1)(Va € K) f(ar) = af(x), homogenost.

Cesto se ova dva uslova zamenjuju uslovom linearnosti:

(Vz,y € Vi)(Va, B € K) flax + By) = af(z) + Bf(y).

Terminoloska napomena: preslikavanje iz jednog vektorskog prostora
u drugi ¢esto se naziva operator; takvo preslikavanje koje je aditivno i ho-
mogeno naziva se linearan operator. Skup svih linearnih operatora iz
prostora V; u prostor V, oznacavamo sa L(Vy, V3).

Homomorfizam f koji je injektivan/ surjektivan/ bijektivan naziva se
monomorfizam/ epimorfizam/ izomorfizam. Izomorfizam prostora V;
u V] naziva se automorfizam.

Ponekad éemo, umesto A(x) pisati samo Az.

Primer 5.2.1. Neka su V, V; i V, su vektorski prostori nad poljem K.

1. Operator A : Vi — V4 koji svaki vektor iz V; slika u nula-vektor iz V5,
naziva se nula-operator i oznacava sa 0. Dakle,

0: Vi =V (VxeV))0(z) =0y, € Vs.

2. Identicki operator slika V' u sebe na sledeci nacin:
I'Ve—V NVeeV)I(z)=u.
3. Skalarni operator (ili operator homotetije) sa koeficijentom \ €
K definise se kao:
A V=V, VrxeV)Alr) = Az
Ovaj operator je linearan, jer za sve x,y € Vi a € K:
Alz+y) = Mo +y) =z + I y = A(z) + A(y)
A(azx) = Maz) = a(Ar) = aA(z).

Specijalno, za A = 0 dobijamo nula-operator koji slika V u V, a za
A =1 identicki.
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4. Posmatrajmo preslikavanje R, € L(R?), definisano na slede¢i nacin:
Ry(x1,22) = (cosg - 21 —sing - 2o, sing - 1 + cos ¢ - z2).

Lako se pokazuje da je ovo preslikavanje linearan operator, i geomet-
rijski predstavlja rotaciju oko koordinatnog pocetka za ugao ¢.

5. Za dati vektor 0 # a € R?, preslikavanje 7, € L(R?), definisano sa
(Vo € R?) 7,(z) = = + q,

naziva se translacija u ravni za vektor a. Ovo preslikavanje nije ni
homogeno (jer za proizvoljno nenula A vazi 7,(A\x) = Ax+a # Mxz+a) =
AT, (x)), ni aditivno (jer T,(x +y) =z +y+a# (r+a)+(y+a) =
T.(x) + 7.(y)), te prema tome nije ni linearan operator.

Tvrdenje 5.2.1. Za linearan operator A : Vi — V, vazi: A(0) = 0.
Proof. Za proizvoljno x € V; vazi A(0) = A(0-z) =0-A(x) = 0. O
Definicija 5.2.2. Za A, B € L(V3,Vs) definisemo:

1. zbir operatora kao (A+ B)(z) = A(z) + B(z);

2. mnozenje operatora skalarom kao (AA)(z) = NA(z).

Preslikavanja iz prethodne definicije su ocigledno linearni operatori iz

Definicija 5.2.3. Proizvod operatora B € L(Vi,V,) i A € L(V,, V) je
operator

(AB)(z) = A(B(x)).
Preslikavanje AB je linearan operator iz skupa L(V7, V3).

Tvrdenje 5.2.2. Skup svih linearnih operatora L(Vi,V3) je vektorski pros-
tor nad poljem K wu odnosu na sabiranje operatora it mnoZenje operatora
skalarom.

Tvrdenje 5.2.3. Prostori M(m x n, K) i K™ su izomorfni.

Proof. Posmatrajmo preslikavanje ¢ : M(m x n, K) — K™" definisano na
sledeé¢i nacin:

(p(A):[aH ce. Q1 A21 - A2 oo A1 - amn],
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gde je
a1 a2 ... Qp
A= a921 22 ... QA2pn
Am1 Am2 ... AOmn

mxn

Slikovito govoredi, preslikavanje ¢ matrici pridruzuje vektor koji se dobija kad
se vrste te matrice "zalepe” jedna za drugu. Ovo preslikavanje je, ocigledno,
bijektivno; da je homomorfizam sledi na osnovu linearnih operacija nad vek-
torima i matricama. Dakle, ¢ je trazeni izomorfizam. O

Na osnovu ovog tvrdenja zaklju¢ujemo da dim M(m xn, K) = mn, i - jos
vaznije - polaze¢i od kanonske baze prostora K™" lako dobijamo kanonsku
bazu za prostor pravougaonih matrica. Pokazac¢emo to na primeru prostora
RS =~ M(2 x 3,R). Kanonska baza prostora R® sastavljena je od vektora

61 - (170707 07 070)7 62 - (07 ]'707 07070)7 63 - <0707 1707070)7
es = (0,0,0,1,0,0), e5 = (0,0,0,0,1,0), es = (0,0,0,0,0,1).

Primenjujuéi preslikavanje ¢!, dobijamo kanonsku bazu za M (2 x 3, R):

100 010 001
Ml_[o 0 0]’M2_[0 0 0]’M3_[0 0 o}’

000 000 0 0
M“_L 0 0]’M5_[0 1 0]’M6_[0 0 1]

5.3 Matrica linearnog operatora

Neka su X 1Y vektorski prostori ¢ije su dimenzije konac¢ne, dim X =n
idimY =m. Nekasu Bx ={e1,...,e,} 1By ={fi,..., fm} Hamelove baze
u prostorima X 1Y, redom. Neka je dat linearan operator A : X — Y takav
da Av=y€eY zaxeX.

Kako vektor x pripada prostoru X, on se jednozna¢no moze razloziti po
bazi prostora X:

Az, ...,z € K) x =m161 + ... + Tp05.
Na osnovu definicije operatora (y = Ax) dobijamo:

y=Ar = A(xie1 + ...+ zpe,) = x1A(e1) + ... + 2, A(en).
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Dakle, sliku vektora x znacemo ako znamo sliku svakog vektora baze Bx.
Kako je e; € X, onda je A(e;) element prostora Y, pa se moze razloziti po
bazi {fi,..., fm} prostora Y:

(Flars, a1, ...y am € K) Aler) = annfi +anfo+ ...+ amifm
Analogno, imamo:

(Flara, aga, ... ame € K) Ales) = arnfi + asafo+ ...+ amafm,

(Fatn, azn, - -« amn € K) Aley,) = a1nfi + aonfo+ ...+ Gmn fn-

Skalare iz gornjeg razlaganja vektora f(ey), ..., f(e,) po bazi By mozemo
pregledno organizovati u matricu tako da koordinate slike prvog vektora baze
budu u prvoj koloni, itd:

11 @12 @3 - Qip
A= Q21 Q22 Q23 - Q2p
Am1 Am2 Qm3 - Amn BN

Ovu matricu uglavnom oznac¢avamo istim slovom kao i sam operator kome
ona odgovara, posto ona predstavlja matricu operatora A € L(X,Y) u
odnosu na baze By i By.
Sada s jedne strane imamo: y = y1 f1 + ... + Ym fm, & sa druge
y = mA(er) +x2A(er) + ... + x,A(en) =
= wi(anfi +anfot+ ...+ amifm) + v2(a2fi +asfo+ .+ amafin) +
+... +xn(a1nfl + a2nf2 + ...+ amnfm) =
= (anzi + a2 + .. 4 a1,2y) f1 + (a2171 + A% + ...+ G2,Tn) fo F
+ .o 4 (@11 + amaa + .o Gn®n) fin-

Izjednacavanjem dobijamo:

Yy = an + 199 + ...+ ALy,
Yo = A21X1 + Q22X + ... + Gop Ty,
YUn = Am1T1 T AmaZ2 + ...+ QpupTy.

Sada dejstvo operatora A mozemo matricno predstaviti kao:

15
Y1 a11 A2 @13 -+ Alp -
2
2 21 Q22 Q2 R ¢ )
Yy = 4 = 3 " xr3 | = Ax.
Ym Am1 Am2 Qm3 - Amn

Tn
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Dakle, svakom linearnom operatoru A € L(V},V;) odgovara jedin-
stvena matrica u odnosu na fiksirane baze u prostorima V; i V,
i obratno: proizvoljnom matricom jedinstveno je odreden linearni
operator.

Na ovaj nacin uspostavili smo bijektivnu vezu (Stavise, izomorfizam!)
izmedu matrice Ay iz prostora M(m x n,K) i linearnog operatora f iz
L(V1,V3) (gde dim V; = n, dim Vo = m).

Primer 5.3.1. Neka su V, Vi, V5 vektorski prostori nad poljem K.
1. Potrazimo matricu skalarnog operatora Ay € L(V'). Kako je
A(ek) = /\ek = 0'€1+. . .+O'6k_1+/\~€k+0'€k+1+. ) .+0'6m k= 1,_n,

sledi da k—ta kolona matrice operatora sadrzi A na mestu k i nule na
svim ostalim mestima. Prema tome,

)\ 0 0
a=| 0 Ao S,
() () )\

nxn

to jest matrica operatora Ay je dijagonalna. Kako za A = 0 dobijamo
nula operator, a za A = 1 jedini¢ni, odavde lako dobijamo da je ma-
trica nula operatora nula matrica odgovaraju¢e dimenzije, a matrica
jedini¢nog operatora je matrica I,,.

2. Matricu operatora R, dobijamo kada slike baze (a kanonska baza za
R? sastavljena je od vektora e; = (1,0) i ey = (0,1)):

Ry(er) = Ry(1,0) = (cos o, sing), Ry(ez) = Ro(0,1) = (—sin g, cosg),
poredamo po kolonama matrice tipa 2 x 2 :

po_ | cose —sinp
¥ | sinp cosp |’

5.3.1 Operacije sa matricama operatora

Neka su Vj i V5 vektorski prostori dimenzija n i m redom, i A, B €
L(X,Y) linearni operatori kojima odgovaraju matrice

A= [aij]an, B = [bij]mxn'
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Posmatrajmo operator C' = A + B. Oznac¢imo njegovu matricu sa C' =
[Cijlmxn- Tada imamo:

cij ={Ce;}i = {(A+ B)eji = {Aej + Be; i = {Ae;}i + {Bej}i = ai; + bij,

gde smo sa {Ce;}; oznacili skalar koji se nalazi na i—tom mestu vektora
Ce;. Dakle, C' = [¢;5] = [ai; + bi;]. Vidimo da je ovako definisano sabiranje
u saglasnosti sa ranije definisanim sabiranjem matrica.

Posmatrajmo sada operator C' = AA. Za njegovu matricu vazi:

cij ={Cej}i = {(AM)e;}i = MAe;}i = Ay,

to jeste C' = [¢;] = [Aay ], $to je saglasno sa ranije uvedenim mnozenjem
matrice skalarom.

MnozZenje matrica

Neka su Vi, V5, V3 vektorski prostori nad poljem K ¢ije su baze redom
By, = {e1,....en}, By, = {f1,.--, fm} 1 By, = {g1,...,9,}. Neka su dati
operatori B € L(V},V,5) 1 A € L(V3,V3) kojima, u odnosu na odgovarajuce
baze, odgovaraju matrice A = [a;j|pxm 1 B = [bij]mxn. Posmatrajmo operator
C = AB € L(V4,V3) kome odgovara matrica C' = [¢;j]pxn. Potrazi¢emo vezu
izmedu komponenti matrica A, B i C.

cij = {Cejti ={A(Be;)} = {Abyfi+boifo+ -+ bmjfm) }i =
= {bijAfi + by Afo+ -+ bpjAfm}i =
= {bij(0191 + 2192 + - + @ gp) + boj(a1291 + a2292 + -+ + apagp) +
et bmj(almgl + agmga + - + apmgp)}i =

= {(anbij + a12by; + - -+ + a1mbmj) g1 + (a21b1; + ag2baj + - -+ + A2mbpj) g2 +

4+ F ((lplblj -+ apgbgj + -+ apmbmj>gp}i =

= apbyj + aizbo; + -+ + Aibimy =
= Z aikbkj.
k=1

Definicija 5.3.1. Neka su date matrice A = [a;;] € M(m xn,K) i B =
[bi;] € M(n x p, K). Proizvod matrica A i B, tim redom, u oznaci
AB, je matrica C = [¢;;] € M(m x p, K) ¢iji su elementi odredeni sa

m

Cij = E aikbkj.

k=1
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Da bi mnozZenje matrica imalo smisla, broj kolona prve matrice
mora biti jednak broju vrsta druge matrice.
Posmatrajmo, na primer, matrice

11 a2 @13 Aaiq

11 a2 Q13

A:{a a a , B= Q21 QA22 G23 dA24
21 Q22 (23

2x3 azi asz a3z G34 |4,

Njihov proizvod je matrica tipa 2 x 4. Odredimo element koji se u matrici
proizvoda nalazi na preseku druge vrste i tre¢e kolone:

11 a2 a1z aiq

| @11 G122 a3 o
Coz = a a a 21 Q22 QA23 Q24 | = (21013 + A22G23 + A23033.
21 Q22 Aasz3
31 dAaz2 Aagz dA3q

S druge strane, proizvod matrica B i A nije definisan, jer nisu odgovarajué¢ih
tipova, tj. broj kolona prve matrice nije jednak broju vrsta druge.

Primer 5.3.2. Posmatrajmo operator R = R/, definisan kao u 5.3.1.2).
Njegova matrica je
0 —1
w0 7]

Matrica operatora R? dobija se mnozenjem matrica za R:
el FR L L R Y R

odnosno kompozicija dve rotacije za ugao 7 je osna simetrija u odnosu na
pravu normalnu na pocetni polozaj tacke.
Tvrdenje 5.3.1. Za mnozZenje matrica vaze sledece osobine:

1. A(BC) = (AB)C, (asocijativnost);

2. A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC, (distributivnost);

3. M(AB) = (M)B = A(AB), A€ K;

4. (AB)T = BT AT;

5. Ako K = C, vazi (AB)* = B*A*.

Proof. Neka A = [a;;] € M(mxn,K),B = [b;] € M(nxp,K)iC = [¢;] €
M(p x q, K) za neke m,n,p,q € N.
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1. Dokazimo asocijativnost; kako su matrice A(BC) i (AB)C istog tipa
m X ¢, dovoljno je dokazati da se njihovi elementi na odgovaraju¢im
pozicijama poklapaju.

n

[A(BC)]U = zn:azk[BC]kj = Zaik<§:bklcl]~> =

k=1
3 (et - 3B, - (A8C,
=1 k=1 =1
4. Za matricu A = [ai;]mxn, transponovana matrica je AT = [a;i]nxm.

Sada [BTAT];; = 3~ bjrak;. S druge strane, [AB);; = > aicbyj, pa je
=1 k=1

n n

(AB)");; = [ABl;; = > [Aljx[Blsi = > _[B"ul[A"]x; = [BTA"];.

k=1 k=1

]

Mnozenje matrica u opsStem slucaju nije komutativno, stavise - ako
postoji proizvod AB to ne povlaci ni postojanje proizvoda BA, a kamo li
njihovu jednakost.

Posmatrajmo sada skup M(n, K) svih kvadratnih matrica nad poljem
K. Sada postoje proizvodi proizvoljne dve matrice iz M(n, K), $to zajedno
sa gornjim tvrdenjem znaci da je to nekomutativni prsten sa jedinicom I,,.

U strukturi M(n, K') moze se definisati stepen matrice na slededi naéin:

A’ =1, A" = AA"' (n€N).
Ovo dalje znaci da mozemo definisati i matriéni polinom
p(A) = aol, + a1 A+ aA? + ...+ ap A¥, A e M(n, K),

pridruzen polinomu p(t) = ag + ayt + ... + axt®, gde aq, ..., a, € K.
Lako se proverava da A™A™ = A™T" (A™)" = A™" ali (AB)" # A"B"
u opstem sluc¢aju (m,n su prirodni brojevi).

Primer 5.3.3. Neka su dati polinom p(t) = t* —1 i matrica A = [ (1) _21 } .

Matri¢éni polinom p(A) ra¢unamo na sledeéi nacin:

Rt R R !
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5.4 Inverz matrice (I deo)

Medu kvadratnim matricama po znacaju se istice jedan podskup.

Definicija 5.4.1. Kvadratna matrica A € M(n,K) je regularna ili in-
vertibilna ako postoji matrica B € M(n, K) takva da

AB = BA = 1I,.

Takva matrica B je jedinstvena-naziva se inverzna matrica matrice A i
oznacava sa A7L. Matrica koja nije reqularna je singularna.

Tvrdenje 5.4.1. Za matrice A, B € M(n, K) vaZi:
1. (A7H)~t = 4
2. Ako su A, B invertibilne, takve su i AB i BA, i (AB)™' = B~1A™1,
3. Ako je A invertibilna matrica, takva je i AT i (AT)71 = (A"HT.
Proof. 1. Neposredno iz definicije.

2. Posto je (AB)(B7'A™1Y) = A(BB YA ! = A[LA™' = AA™! = [,
i (B"ANAB = BN (A"'A)B = B"'I,B = B'B = I,, sledi da
je B~'A~! inverzna matrica matrice AB, $to znaci da je matrica AB
regularna. Ostatak analogno.

3. Tz AT(A)T = (A A)T = IT = I, i (A)TAT = (AAYT = [T = I,
sledi da je (AT)™! inverz od AT, pa je AT regularna matrica.
]

Izracunavanje inverza matrice odlozi¢emo dok ne uvedemo determinante.
Sada dajemo jedan vazan primer invertibilnih matrica.

5.5 Determinante

Podseéanje: pod permutacijom kona¢nog skupa X # () podrazumevamo
bijektivno preslikavanje skupa X u sebe. Ako skup X ima n elemenata, tj.
X ={1,2,...,n}, tada skup svih permutacija skupa X oznacavamo sa S,
i on u algebarskom smislu predstavlja grupu. Svaka permutacija skupa X
moze se predstaviti kao p(1)p(2) ... p(n). Ukoliko u permutaciji veéi broj stoji
isped manjeg (ne samo neposredno ispred!), kazemo da oni ¢ine inverziju.
Broj inverzija permutacije p oznacava se sa inv(p). Na primer, za skup
X = {1,2,3} jedna permutacija je p = (3,1,2), i inv(p) = 2 posto je 3
ispred 1 i 3 ispred 2. U zavisnosti od parnosti inv(p) odredujemo parnost
permutacije.
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Definicija 5.5.1. Preslikavanje det,, : M(n,K) — K koje matrici A =
[a;;] € M(n, K) pridruzuje skalar

D (D™ Pay 1)) - - i
p

naziva se determinanta n—tog reda, skalar det,(A) je determinanta
matrice A. Gornja suma se uzima po svim permutacijama p € S,,.

Oznaka za determinantu matrice A je det A ili

aix Q2 -+ Aip
ag1 QA2 -+  Q2p
ap1 Ap2 - Ann

Elementi matrice A su elementi determinante, sabirci gornje sume su
¢lanovi determinante.

Primer 5.5.1. Pokazac¢emo kako se izracunavaju determinante zan = 1, 2, 3.
1. Za n =1 trivijalno imamo det A = |ay1| = a1;.
2. Za n =1 imamo ukupno 2! sabiraka

ailz Az
21 Qa22

= Q11G22 — A12G2].

3. Za n = 3 imamo ukupno 3! sabiraka. Za racunanje determinante reda
3 (i iskljucivo za determinante reda 3) koristi se Sarusovo! pravilo:

aix G2 013
ap1 G Qg3 | = (a11G22a33 + Q12023031 + G13021032) — (Q13022a31 +
as1 az2 0ass

11023032 + A12021033).

4. Ukoliko je matrica dijagonalna, njena determinanta jednaka je proizvodu
elemenata po glavnoj dijagonali, jer su svi ostali sabirci jednaki nuli.
Specijalno, det I,, = 1.

5. Iz sliénih razloga determinanta gornje/donje trougaone matrice jednaka
je proizvodu elemenata po glavnoj dijagonali.

Kako je racunanje determinanti po definiciji naporan posao (za matricu

'Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), francuski matematicar
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Laplasov razvoj determinante

U matrici A = [a;;] € M(n, K) posmatrajmo element a;;. Oznac¢imo sa M;;
determinantu matrice koja je dobijena iz matrice A brisanjem i—te vrste i
Jj—te kolone - takva determinanta naziva se minor elementa a;;. Iz minora
M;; dobijamo algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; na sledeci
nacin:

Ay = (1) M.

Teorema 5.5.1 (Laplas?). Determinanta matrice A = |a;;] € M(n, K) moZe
se razviti po 1—toj vrsti:

det A = a;1 At + apAp + ... + ainAin = Z aij Aij,
=1

odnosno po j—toj koloni:

n

det A = alelj + CLQjAQj + ...+ anjAnj & Z a,-inj,

i=1
gde sui,j € {1,...,n} proizvoljni i fiksirani brojevi.

Dokaz ovog vaznog rezultata moze se nac¢i u knjizi Usculi¢, Milici¢: Ele-
menti vise matematike I, str. 175.

Dakle, primenom Laplasove teoreme, determinantu reda n svodimo na
racunanje n determinanti reda n — 1. Ukoliko odaberemo vrstu odnosno
kolonu matrice koja ima najvise nula elemenata, i razvijemo determinantu
po toj vrsti odnosno koloni, dobi¢e se manje od n determinanti reda n — 1,
koje mozemo dalje razvijati dok ih ne svedemo na determinante oblika 3 x 3
ili trougaonu matricu, ¢iju determinantu lako nalazimo.

Primer 5.5.2. Prikazacemo racunanje nekih determinanti.

1. Gornje trougaona matrica: njenu determinantu razvijamo po prvoj
koloni (ili poslednjoj vrsti), ¢ime ponovo dobijamo gornje trougaonu
matricu - ovaj postupak ponavljamo odgovarajuci broj puta.

ail a2 @13 Aaiq
0 Ag2 23 Q24

Q22 A23 Q24
=(=D'"a; | 0 azp az |=
O 0 33 Q34

0 0 Q44
0 0 0 A44
_ 1+1 agz 34 |
= Cln(—l) a2 0 au = 1122A33044-

ZPierre-Simon, marquis de Laplace (1749-1827), francuski matematicar i astronom
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Dakle, determinanta gornje trougaone matrice jednaka je proizvodu
dijagonalnih elemenata te matrice. Citaocu se preporucuje da utvrdi
¢emu je jednaka determinanta sledece matrice:

aj; a1z Az aig
asr A asz 0
as) as2 0 0
41 0 0 0

2. Izracunajmo determinantu matrice

30 2 -1
1 20 =2
A= 4 0 6 -3
50 2 0

Kako druga kolona ima najvec¢i broj nula elemenata, Laplasov razvoj
radimo po toj koloni:

120 o

det A = =(=1)*724 6 -3
4 0 6 -3 N
502 0

Sada dobijenu determinantu mozemo razviti po tre¢oj vrsti ili koloni -
mi ¢emo se opredeliti za razvoj po tre¢oj vrsti:

3 2 —1
46 -3 =(—1)3“5‘2 :;‘+(—1)3+22‘Z _;‘:10.
52 0

Prema tome, det A = 20.

Za lakse izracunavanje i rad sa determinantama (posebno veéeg reda)
korisno je poznavanja osnovnih osobina determinanti.

Tvrdenje 5.5.1 (Osobine determinanti). Neka A, B € M(n,K). Tada
1. detAT = det A.

2. Determinanta matrice koja ima vrstu/kolonu ¢iji su svi elementi nule
je nula.

3. Ako je matrica B dobijena transpozicijom dveju vrsta/kolona matrice
A, onda je det B = —det A.
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Za svaku matricu A koja ima dve jednake vrste/kolone je det A = 0.

Ako se elementi jedne vrste/kolone pomnoze skalarom i dodaju elemen-
tima neke druge vrste/kolone, vrednost determinante se ne menja.

Ako se elementi jedne vrste/kolone determinante D pomnoze skalarom
A # 0, tada je vrednost determinante AD.

Ako je svaki element k—te vrste/kolone determinante D zbir dva sabirka

a,(eli) + a,(j),z' =1,n, tada D = Dy + D,, pri éemu Dy sadrZi a,(é) u k—toj

koloni, a Dy sadrzi a,(fi) :

(D) @2 N €5 (2
11 - A + Qg . Q1np 11 - A L Qp 11 - Ay
(D) @2 = ANNL)) N )
apr Coay tagy i g agr ioay i g |t am oapy,
(D) @2 A €5 I N )
p1 @ Qo +a,, 1 Apy Ap1 © Q) © G(pp p1 Q.

8. det(AB) = det Adet B. (teorema Kosi-Bine)

Proof. U dokazu koristimo definiciju determinante.

1.

Jasno, jer se u sumi determinante javljaju sve moguée permutacije
elemenata u oba slucaja.

. To znaci da u svakom od sabiraka determinante jedan faktor je nula,

pa je onda i cela suma nula:

det AO = Z (—1)i"”(p)a1p(1)a2p(2) o0 anp(n) =0.

PESn

Dokaz ovog rezultata moze se na¢i u knjizi Usé¢umli¢, Milici¢: Elementi
viSe matematike I, str. 172.

Dokaz ovog rezultata moze se na¢i u knjizi Usé¢umli¢, Mili¢i¢: Elementi
viSe matematike I, str. 168.

Dokaz ovog rezultata moze se na¢i u knjizi Us¢umlié¢, Mili¢i¢: Elementi
vise matematike I, str. 171.
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6. Kako su svi elementi jedne vrste/kolone ”deljivi” sa A, to znaci da e
svaki od sabiraka determinante sadrzati faktor A\ koji se moze izvudéi

kao zajednicki ¢inilac:

det A)\ =

Y U Pana)as) - (i) - - - Gopy =

PESn

= A Z (—1)i"”(p)a1p(1)a2p(2) Ce aip(i) c. anp(n) = M\det A.

D = > (-1)™Pay,qyane) .. (

peS.

= Z<_1)im(p)a1p(1)a2p(2)

PESH

n

PESn

+ Y (=D)™Paymase)

PESn

(2)

(1) P
akp(k) + akp(k)) < Qpp(n) =
(1)
P a/kp(k:) e anp(n) +
(2) —
ce &kp(k) ~ anp(n) = D1 + DQ.

8. Pomnozimo sada i—tu vrstu skalarom A i dodajmo je j—toj koloni:

11  Qi2

Qi1 Q2
D =

ar1 Q2

An1 Ak

Q1n

Qin

Akn

ann

a1
;1
ak1 + Aaj

Qn1

Q12

;2

aro + Ao

Qnk

Q1n
Qin
Qkn + )\ain

ann

Primenom prethodne osobine, dobijamo da je zadnja determinanta

dalje jednaka s

ai

a.

a2

Q32

(077%)

Ank

A1n

Qin

Akn,
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odnosno primenom osobine 5:

aix Q2 - Aip ailx Q2 - QAip
Qi1 Qg2 0 Qyp Qi1 Qg2 0 Qg
N :D_|_/\.():D7
a1 Qg2 - Qgn Ai1 Qg2 - Qip
Ap1 Apk Ann Ap1 Apkg - Ann

posto determinanta matrice koja ima dve iste vrste jednaka je nuli.
O

Prethodno navedene osobine determinanti mozemo iskoristiti pri racunanju
determinanti viseg reda. Na primer, izracunajmo vrednost determinante

a
b
c

S oo R
QO O o Q

e 2 2 2

d

gde su a, b, ¢, d parametri. Nas cilj je da ovu determinantu dovedemo na neki
oblik lak za racunanje, recimo gornje trougaonu formu. Zato mnozimo prvu
vrstu sa —1 i dodajemo drugoj, drugu sa —1 i dodajemo trecoj, a tre¢u sa
—1 i dodajemo cetvrtoj; dobijamo:

a a a
b—a b—a b—a
0 c—b c—b
0 0 d—c

=a(b—a)(c—b)(d—c).

o O O

Tvrdenje 5.5.2. Ukoliko je i # j, za algebarske komplemente matrice A €
M(n, K) vazi:
ailAﬂ + aigAjg + ...+ amAjn =0.

Dokaz ovog rezultata moze se naé¢i u knjizi Uséumli¢, Mili¢i¢: Elementi
viSe matematike I, str. 179.

5.6 Rang matrice

Podsetimo se, minor k—tog reda matrice A je determinanta kvadratne
podmatrice matrice A koja se dobija u preseku proizvoljnih k vrsta i proiz-
voljnih k& kolona te matrice.
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Definicija 5.6.1. Prirodan broj r je rang matrice A € M(m x n, K) ako
postoji minor reda r matrice A koji je razlicit od nule, dok su svi minori reda
r+ 1 jednaki nuli. Koristimo zapis r(A) = r.

Iz definicije vidimo da za matricu A tipa m x n vazi: 0 < r(A4) <
min{m,n}, s tim sto je r(A4) = 0 akko A = 0.

Ukoliko je r(A) = r, tada se svaki nenula minor r—tog reda naziva
bazisni minor, dok su vrste/kolone koje generisu bazisni minor bazisne
vrste/kolone.

Primer 5.6.1. Potrazimo rang matrice
1 2 3
A= { 4 5 6 } '
Kako A nije nula-matrica, prema komentaru posle definicije imamo da 0 <
r(A) < min{2,3} = 2, odnosno r(A) je sigurno bar 1. Ispitajmo sada da

li postoji minor reda dva razli¢it od nule. Jedan takav minor dobijamo u
preseku prve i tre¢e kolone sa prvom i drugom vrstom:

1 3
M2:‘4 6':—67&0,

te zakljucujemo da r(A) = 2.

Primec¢ujemo da i za matrice malih dimenzija ovaj na¢in nalazenja ranga
moze biti naporan. Prelazimo na izucavanje osobina ranga matrice pre no
Sto damo efikasniji metod za njegovo odredivanje.

Tvrdenje 5.6.1. Nekaje Ac M(mxn,K)i\eK.
1. r(AT) = r(A);
2. rang se ne menja ako se permutuju dve vrste/kolone;
3. rang se ne menja ako se elementi vrste/kolone pomnoze sa A # 0;

4. rang se ne menja ako se jednoj vrsti/koloni dodaju elementi neke druge
vrste/kolone pomnoZeni sa \;

5. rang se ne menja ako se izostavi vrsta/kolona ¢iji su svi elementi nula;

6. rang se ne menja ako se izostavi vrsta/kolona koja je linearna kombi-
nacija ostalih vrsta/kolona.
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Matrica je kvazitrougaona (u literaturi se koristi i termin "row echelon
form”) ako:

1. sve vrste koje imaju bar jedan nenula element su iznad vrsta koje imaju
sve elemente nule

2. prvi nenula element vrste sa leve strane (tzv. vodedéi koeficijent ili
pivot) je uvek desno od vodeceg koeficijenta vrste iznad

3. svi elementi u kolonama ispod vodec¢ih koeficijenata su nule.

Primer matrice u kvazitrougaonoj formi:

3 x x k%
000 —1 x|,
000 0 1

gde sa * oznacavamo proizvoljan element.

Definicija 5.6.2. Dve matrice A i B su ekvivalentne, u oznaci A ~ B,
ako se od jedne od njih moZe dobiti druga primenom konacnog broja elemen-
tarnih transformacija:

e permutacija dve vrste;
e mnozenje vrste nenula skalarom,
e mnozenje vrste skalarom i dodavanje nekoj drugoj vrsti.

Primer 5.6.2. Koristeci elementarne transformacije proizvoljnu matricu svo-
dimo na kvazitrougaonu formu iz koje lako nalazimo rang tako Sto prebro-
jimo pivote. Nizom elementarnih transformacija polaznu matricu sveli smo
na kvazitrougaoni oblik u kojem su pivoti podebljani - dakle, rang matrice
je 3.

0 0 2 0 10 5 6 10 5 6
4 0 —1 -2 4 0 —1 -2 0 0 22 22
10 5 6|7l o o0 2 o]0 o0 2 0
0 0 -2 0 0 0 -2 0 0 0 —2 0
10 5 6 -1 05 6 -105 6
00 1 1 0 01 1 0 01 1
“lo o 1ol ] o o001 o0 00 -1
0 0 —1 0 0 00 1 0 00 0

Transformacije koje su izvedene:
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1. prva vrsta menja mesto sa tre¢om
2. prvu vrstu mnozimo sa 4 i dodajemo drugoj
3. drugu vrstu delimo sa 22, a trecu i cetvrtu sa 2

4. drugu vrstu mnozimo sa -1 i dodajemo trecoj, odnosno sa 1 i dodajemo
cetvrtoj

5. trecu vrstu dodajemo cetvrtoj

5.7 Inverz matrice - II deo

Teorema 5.7.1. Kvadratna matrica A € M(n, K) je invertibilna ako i samo
ako det(A) # 0. U tom slucaju je

1
~det A

-1

adj(A).

Proof. Pretpostavimo da je B inverzna matrica matrice A; to znaci da AB =
BA = I,,. Kako je, prema teoremi Kogi-Binea, det(AB) = det Adet B, sledi
da det A - det B = det [,, = 1, odnosno det A # 0.

Obratno, neka je det A # 0, tada postoji (det A)~! € K. Formiramo tzv.
adjungovanu matricu matrice A, u oznaci adj(A), na sledeéi nac¢in: svaki
element matrice A zamenimo njegovim algebarskim komplementom, a zatim
tako dobijenu matricu transponujemo:

T

A A o A Ay Ay - Ap

adj(a)= | A2 Ao A A e A

Anl An2 e Ann Aln AQn e Ann

Sada treba dokazati da - adj(4) = A~
An A - Ap a1 a2 -+ Aip
adj(A) - A = Ara 1'4.2'2 o Apg (21 Q22 -+ Q2n | _
Aln AQTL e A’rm anp1 Ap2 - Ann
a1 An + .o F e A aAn + .o apdn 0 anAn oo+ anAn

a1 A+ ..+ anAne apAin+ .ot a0 aAin o F annAne

a'llAln + ...+ anlAnn a12A1n + ...+ an2Ann e alnAln + ...+ annAnn
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Kako je CLM’AU + ...+ CLm'Am' =detAzai= 1, ni (luAlj + ...+ am'Anj =0
kad i # j, sledi da

det A 0 0
adj(aya=| 0 A 0 deea i,
0 0 <o det A

odnosno matrica A je invertibilna:

1
—adj(A)) - A= 1,
(detA adj(4)
O
Primer 5.7.1. Za nalazenje inverzne matrice reda 3 videti svesku s vezbi!

Posledica 5.7.1. Za regularnu matricu A vazi det(A™") = (det A)~L. Slicne
matrice imaju jednake determinante.

Proof. Prema Kosi-Bineovoj teoremi,
1 =det] =det(AA™") =det A-det(A™1),

odakle sledi tvrdenje.
Ako su matrice A i B sli¢ne, to znaci da postoji regularna matrica C
takva da B = C~'AC, odakle po teoremi Kosi-Binea sledi:

det B = (det C™1) - det A - det C' = det A.

5.8 Sistemi linearnih jednacina

Definicija 5.8.1. Pod sistemom od m linearnih jednacina sa n nepoz-
natih nad poljem K podrazumeva se skup jednacina S':

a111 + 122 + ...+ AinTy = bl,
211 + A99T9 + . .. + aondy, = b27
A1 L1 + Ap2T2 + ... + QT = by

Elementi a;; € K, i =1,m, j = 1,n, su koeficijenti sistema, a b; € K, 1,m,
su slobodni clanovi.
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Gornjim sistemom na prirodan nacin odredene su matrice:

a;py a2 0 Qip a;; a2 - a, by by

ag1 Q22 -+ A2 5 Q21 Q22 - Q2 by by
A pr— n N A p— n N B p—

Am1 Qm2 - Amn Am1 Am2 - Amn bm bm

koje se redom nazivaju matrica sistema, prosirena matrica sistema i
kolona slobonih élanova. Matrica kolona X = [z, 25 ... z,]7 je matrica
nepoznatih. Ako je m = n, sistem je kvadratan, a ako je jos i det A #
0, onda je kramerovski. Ukoliko B = 0, sistem je homogen, dok je u
suprotnom nehomogen.

Gornji sistem se moze predstaviti u matricnom obliku kao

11 Q12 - Qip X1 by
Q21 A22 -+ d2p T2 o by

)
Am1 Am2 - Amn Tp bm

odnosno kratko kao matri¢na jednacina AX = B.

Definicija 5.8.2. Pod reSenjem sistema S podrazumeva se proizvoljan vek-
tor A = (A1, Ay ..., Ay) € K™ koji je redenje svake jednacine sistema. Skup

R(S) ={N= (A, A, ..., \n) € K" : X je resenje sistema S}
je skup resenja sistema S. Sistem moze biti:

e nesaglasan (neresiv, protivrecan), ako R(S) = 0;
e saglasan (resiv), ako R(S) # 0;

— odreden (ima jedinstveno resenje), ako card(R(S)) = 1;

— neodreden (beskonacno mnogo redenja), ako card(R(S)) > 1.
Resiti sistem znaci odrediti skup R(S).

Ukoliko sistem sadrzi bar jedan parametar, tada se ispituje reSivost sis-
tema u zavisnosti od parametara, i sistem se resava u slucajevima kada je to
muguce.

Dva linearna sistema su ekvivalentni ukoliko su im skupovi resenja jed-
naki. Polazni sistem se moze prevesti u njemu ekvivalentan sistem koris¢enjem
kona¢nog broja slede¢ih elementarnih transformacija:

e zamena bilo koje dve jednacine;
e mnozenje proizvoljne jednacine skalarom \ # 0;

e dodavanje jedne jednacine pomnozene nekim skalarom nekoj drugoj.
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5.8.1 Gausov postupak eliminacije

Gausov® postupak eliminacije zasniva se na elementarnim transforma-
cijama sistema S. Ako je a;; # 0, (ukoliko nije, onda postoji bar jedna
jednacina kod koje koeficijent uz x; nije nula, pa zamenom mesta jednac¢inama

dolazimo na ovaj slu¢aj) mnozimo prvu jedna¢inu redom sa —&,...,
i dodajemo je redom drugoj, ..., m—toj jednacini, ¢ime dobijamo sistem:
agll)ml + a%)xg + a( )CC3 +...+ a&)xn = b§”,
a%)xg + aé3):173 +...+ agl)xn = bgl),
aglg)xg + CL:%)ZL‘?, 4+ ...+ ai(,jz).rn D bél)
a%zg + a%xg +...+ afﬁ%xn = bﬁ,}),

gde je agjl.) = a;j — aljZﬁ, bgl) =b; — b 2111’ i =1,m, j = 1,n. Jedinica u
gornjem indeksu koeficijenata odnosi se na koeficijente sistema posle primene
ekvivalentnih transformacija kojima smo ”eliminisali” promenljivu x; iz svih
jednacina osim prve. Moze se primetiti da smo nepoznatu z; eliminisali iz
svih jednacina osim prve.

Sada nastavljamo potpuno analogno; uz pretpostavku a%) # (0 mnozimo
drugu jednacinu redom sa — aili , EB . ((1)) i dodajemo je redom prvoj,
trecoj, cetvrtoj, ..., m—toj Jednacml ¢ime se dOlea ekvivalentan sistem kod
kojeg se nepoznata x1 javlja samo u prvoj, a nepoznata x, samo u drugoj
jednacini. Nastavljajuci opisani postupak, polazni sistem svodimo na jedan
od slede¢a dva njemu ekvivalentna oblika:

afyz; + ag’zﬂxkﬂ +orale, = o,
ag;)mg + agzﬂxkﬂ 4+ ...+ agkgbxn = bék),
agz):zck + a,(clf,iﬂa:kﬂ +...+ a,g;):cn = b;k)

3Johann Carl Friedrich Gauss(1777-1855), veliki nemacki matematicar i fizicar
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odnosno

allxl +... = 1

k
0 = bgwil

0 = bk

U prvom slucaju sistem je saglasan, jer je jedno reSenje sistema

ptk) ptk)
xlzl—, xkzl—, Thi1=...=Ty =0.

(k) (k)

ayy Ak

Stavise, ako je k < n sistem ima beskonacno mnogo resenja koja se dobijaju
kad se za xyy1,...,x, stave proizvoljne vrednosti, a iz prvih k jednacina
dobiju vrednosti za 1, ..., ) izrazene preko xyiq,...,Ty.

U drugom slucaju, ako je bar jedan od brojeva b§k), J =k + 1,n razlicit
od nule, sistem je protivrecan, dok u slucaju b§~k) =0, j = k+1,n, sistem
ima jedinstveno resenje x; = bgk), NN b,(ck).

Dakle, izveli smo i diskusiju resivosti sistema. Kako je nepraktico baratati
sa celim jednacinama kada se informacije nalaze u koeficijentima, obi¢no

¢emo koeficijente sistema organizovati u (prosirenu) matricu sistema, i izvoditi
Gausovu eliminaciju nad elementima te matrice.

Primer 5.8.1. Ispitajmo resivost sistema u zavisnosti od parametra p € R:

r+yt+z = p
r+(1+py+z = 2p
r+y+p(l+z2) = 0.

Primetimo prvo da zadnja jednacina nije zapisana u formi zbira koeficijent
puta nepoznata, pa ¢emo prepisati sistem u odgovaraju¢em obliku:

r+y+z = p
r+1+py+z = 2p
rT+y+pz = —p.
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Sada pristupamo uzastopnoj eliminaciji nepoznatih. Mnozimo prvu jednacinu
sa —1 i dodajemo je drugoj odnosno trecoj - dobija se

r+y+z = p

py = p
(p—1z = —2p
Sada razlikujemo slucajeve:
e akop#0Ap#1,onda z = —%, y = 1, dok x nalazimo zamenom y
i z u prvu jednacinu: x:p—y—z:p—l—i—% :%.

e ako p = 1 sistem se svodi na

r+y+z =1

y = 1

0 = -2
odnosno protivrecan je.

e ako p = 0 sistem se svodi na
r+y—+z
O-y = 0

-z = 0,

odnosno z = 0, y je proizvoljno, a x = —y.

Da sumiramog, za p # 0 Ap # 1 sistem je odreden, i njegovo resenje je
(x,y,2) = (’;TJT, 1, —%); za p = 1 sistem je protivrecan, dok za p = 0 je
neodreden i ima beskona¢no mnogo resenja oblika (z,y,2) = (—t,t,0), za

proizvoljno t € R.
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5.8.2 Teorema Kroneker-Kapeli

Teorema 5.8.1 (Kroneker*-Kapeli®). Sistem S je saglasan akko r(A) =
r(A).

Komentar: kako je matrica A sadrzana u matrici A = [A|B], jasno je da

r(A) <r(A).

Proof. Neka je sistem S, zapisan u matricnom obliku kao AX = B, saglasan.
Tada postoji resenje (z1,...,x,) = (A1,...,\n), $to znadi da

A1 + Qoo + . F A, = by, 1= 1,my

to se matricno moze zapisati kao

aii a12 A1n by
a1 22 A2p ba

Al .« o o +A2 .« . +"'+ATL .« . = .« o o :B'
am1 Am2 Amn bm

Dakle, kolona slobodnih ¢lanova iz A je linearna kombinacija prethodnih
kolona, §to na osnovu osobina ranga matrice znaci da se rang ne menja ako
sa ta kolona odbaci, tj. 7(A) = r(A).

Pretpostavimo sada da r(A) = r(A) = r i dokazimo da postoji resenje
sistema. Neka su, bez umanjenja opstosti, prvih r kolona bazisne kolone.
Kako je svaka kolona matrice linearna kombinacija bazisnih kolona, to znaci
da se zadnja kolona matrice A (tj. kolona slobodnih ¢lanova) moze predstaviti

kao linearna kombinacija bazisnih kolona za neke konstante cy, ..., c,:
ann a12 ayy by
af vl Pt =2 =B
Qm1 Am2 Qe bm

Ovo je ekvivalentno sa

a;1c1 + @ipCy + ...+ ayc, = b, 1 =1,m,

odnosno

a;i1C1 + AppCy + ...+ ApCr + Qi1 0+ o @i - 0 =0y, 1 =1,m,
stoznacidaje (1, ..., %, Tpy1, ..., Tn) = (C1,...,¢,0,...,0) reSenje sistema
S. O

4Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar
5Alfredo Capelli (1855-1910), italijanski matematicar
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Posledica 5.8.1. Neka je sistem S saglasan, tj. neka r(A) = r(A). Ako
je r = n, sistem ima jedinstveno reSenje, a ako r < n, onda sistem ima
beskonacno mnogo resenja koja zavise od n — r parametara.

Primer 5.8.2. Sada ¢emo iskoristiti teoremu Kroneker-Kapeli da bismo resili
sistem iz primera 5.8.1. Odgovaraju¢e matrice pridruzene sistemu su:

1 1 1 ) 1 1 1] »p D
A=1|1 14p 1 |,A=|1 14p 1 | 2p |,B=1| 2p
1 1 p 11 p| -p —p

Kako je A podmatrica matrice A, trazimo rang matrice A (izvodedi transfor-
macije sa vrstama) i iz njega ¢itamo i rang za A. Prvo mnozimo prvu vrstu
sa —1 i dodajemo je drugoj i trecoj:

11 1 op 11 1 | p
A=|1 14p 1 | 2p |~ 0 p 0 | »p
1 1 p | —-p 00 p—11 —2p

Sada u zavisnosti od p odredujemo rang matrica A i A. Akoje p #0Ap # 1,
imamo da r(A) = r(A) = 3 sto je jednako broju nepoznatih, pa u ovom
slucaju sistem ima jedinstveno resenje. Ako p = 0, tada imamo:

1 |0 11 1 |0
0 | 0|~]00-11]0],
~1 1] 0 00 0 |0

11
A~ 00
00

odnosno 7(A) =r(A) = 2 < 3 = n, pa je sistem neodreden i reSenja zavise
od n —r(A) = 1 parametra. Ukoliko p = 1, imamo

11| 1
10| 1|,
00 ] —2

OO =

odnosno 7(A) = 2 < 3 = r(A), pa je u ovom slucaju sistem protivrecan.
U slucaju kada je sistem resiv, ta resenja nalazimo tako sto se uzme ekvi-
valentni oblik sistema iz matrice iz koje je odreden rang (taj sistem je veé
u "stepenastoj” formi kao posle Gausove eliminacije). Na primer, za slucaj
p=0iz

1 |0 11 0
0 ] o|l~]00-11]0],
0 00 0



5.8. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA 133

rekonstruiSsemo ekvivalentni oblik polaznog sistema:

r+y+z = 0
—z =0

koji lako resavamo kao u primeru 5.8.1.

5.8.3 Teorema Kramera

Ovaj metod koristi se kada sistem ima jednak broj jednacina i nepoz-
natih, tj. kad je matrica sistema kvadratna.

Definicija 5.8.3. Pod determinantom sistema

anTy + 2%z + ...+ apT, = by,
a21T1 + 22X + ... + QonT, = bg,
Ap1%1 + Ap2T2 + ... + AppTy = bn

podrazumeva se determinanta D matrice sistema A = [a;;]. Od interesa su i
determinante Dy, k = 1,n, dobijene kada se w matrici sistema k—ta kolona
zameni kolonom slobodnih c¢lanova.

Teorema 5.8.2 (Kramer®). Kvadratni sistem linearnih jednacina ima jedin-
stveno resenje ako i samo ako je determinanta tog sistema razlicita od nule
(tj. akko je kramerovski). U tom slucaju je resenje dato sa:

D1 D2 Dn

DaxQZ y Lp = .

Ty = 3, D

Proof. Ako se prva jednacina sistema pomnozi algebarskim komplementom
Ay; elementa a;; determinante D, druga sa Asj,..., n—ta sa A,;, a zatim se
dobijene jednacine saberu, dobija se:

(CLHAlj -+ a21A2j + ...+ anlAnj)xl + ((112141]‘ + a22A2j +...+ an2Anj)x2 +
+ ...+ (alelj + CLQjAQj 4+ ...+ &n]An])xj 4+ ...+
+(a1nA1j + agnAgj + ...+ a,mAnj)xn = blAlj + bQAQj 4+ ...+ bnAn]

Ako se iskoristi osobina determinanti

anAntapAp+t. . FapAp =det Ay apAg+ainAge+. . Aain A, =0, (i # k),

6Gabriel Cramer (1704-1752), §vajcarski matematicar
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dobija se:
Ovaj sistem je ekvivalentan polaznom sistemu kad D # 0. Zaista, ako je
r1 = A, ..., Ty = A, reSenje polaznog sistema, tada imamo

ainAi + ...+ @iy = by, i =1,n,

a ako se ovaj sistem transformise na isti nacin kao polazni sistem (mnozenje
sa A;; 1 sabiranje jednacina), dobija se DAy = Ds,..., D\, = D,, pa je
1= A,..., Ty, = A, reSenje sistema 5.1.

Obratno, iz matricnog zapisa kvadratnog sistema linearnih jednac¢ina AX =
B, ako je determinanta sistema razlicita od nule (tj. D = det A # 0), sledi
da postoji A7t pa imamo: X = A7 B, §to je jedinstveno reSenje zbog jedin-
stvenosti inverzne matrice. Sada je

Ay Ay o0 An by
. 1 ) B 1 Ajg Aoy oo A by B
X = detAad](A)B_detA R
Aln AQn e Ann bn
> Ajb;
N D,
_ 1 > Apb; |1 | Dy
T odetA | T =D | -
n D,
Ajnb;
| J=1 |

]

Treba joS ispitati resivost sistema kada D = det A = 0. Polazimo od
ekvivalentnog oblika polaznog sistema, a to je oblik:

Dy = Dy, k=T,n.
Sada:
e ako D =01i D, =0, k=1,n, sistem je neodreden;
e ako D =01 (3k = 1,n) Dy, # 0, sistem je protivrecan.

Primer 5.8.3. Sada ¢emo (ponovo!) resavati sistem 5.8.1, ali ovaj put pri-
menom Kramerove teoreme. Izracunajmo prvo odgovarajuée determinante:

1 1 1 111 111 -
D=|11+p 1|=|11 1|+|0 p 0 :0+p‘1 'zp(p—l),
1 1 p 11 p 11 p P
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(koristili smo osobinu 7 determinanti, a zatim razvoj po drugoj vrsti). Pri-
menom Sarusovog pravila nalazimo:

P 1 1
Di=|2p 1+4p 1 |=p"+p=p@p*+1),
-p 1 p
1 p 1
Do=|1 2p 1|=p"—p=plp-1),
I —pp
1 1 P
Ds=|1 1+p 2p |=-2%
1 1 —p

Sada prelazimo na diskutovanje sistema po parametru p.

e ako p#O0Ap#1,onda D # 0, i sistem ima jedinstveno resenje:

D1 DQ D3 p2—|- 1 2p
(I7yaz):< ) ) )Z( a]-7_ >a
D' D’ D p—1"""p—1

e ako p =1, onda D =0, ali Dy # 0, pa je sistem protivrecan;

e akop =0, onda D = D; = Dy = D3 = 0, pa je sistem neodreden.
Zamenimo p = 0 u polazni sistem, i vidimo da se on svodi na dve
jednacine, z +vy+ 2z = 0Ax +y = 0. Odavde sledi z = 0, dok jednu od
preostale dve nepoznate uzimamo da je proizvoljna (recimo y), a drugu
izrazavamo iz jednacine kao x = —y. Dakle,

R(S) = {(~t,1,0) : t € R}.

5.8.4 Homogeni sistemi linearnih jednac¢ina

Sistem linearnih jednacina kod kojih su slobodni ¢lanovi nule:

a1 + a12T9 4+ ...+ ALy = bl,
a1 Ty + Q2%o + ... + a2, T, = bo,
Am1T1 + ApaXo + ... + QnTy, = b,

ili u matriécnom obliku AX = 0, naziva se homogeni sistem linearnih
jednacina. Svaki homogeni sistem ima ocigledno resenje 1 = x5 = ... =0
koje se naziva trivijalno resenje. Od interesa je znati kada homogeni sistem
ima netrivijalno resenje.
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Tvrdenje 5.8.1. Homogeni sistem ima netrivijalna resenja ako i samo ako
je rang matrice sistema mangi od broja nepoznatih (r(A) < n).

Posledica 5.8.2. Svaki homogeni sistem jednacina u kojem je broj jednacina
mangi od broja nepoznatih ima netrivijalna resenja. Homogeni kvadratni sis-
tem ima netrivijalna resenja ako v samo ako je determinanta sistema jednaka
nuli.

Primer 5.8.4. Ispitajmo resivost homogenog sistema u zavisnosti od parame-
trap € R:
r+y+z = 0
r+(1+py+z = 0
r+y+pz = 0.
Kako za rang matrice sistema (vidi primer 5.5.2) vazi:
r(A)=3<p#0Ap#1, r(A)=2p=0Vp=1,

zaklju¢ujemo da homogeni sistem ima samo trivijalno resenje za p # 0Ap # 1,
dok za p = 01 p = 1 ima netrivijalna resenja redom: {(—y,y,0) : y € R},
odnosno {(—z,0,z2) : z € R}.

5.9 Transformacija matrice linearnog opera-
tora pri promeni baze

5.9.1 Promena baze vektorskog prostora

Posmatramo n—dimenzionalni vektorski prostor V' nad poljem K, i u
njemu dve baze, "staru” baza (e) : e;...,e, 1 "novu” baza (¢) : €},..., €.

Kako je (e) baza, to znaci da se svaki vektor iz (€’) moze razloziti po vek-
torima iz (e) :

/ !/ / !/

€1 = Qy1€1 + ay1€2 + -+ A, 6n,
/ /! / /

€y = Q19€1 + Ao+ -+ Uy,
/ o / / /

€, = Q1,61+ 9,62+ -+ a,,€y.

Ukoliko skalare iz gornjeg razlaganja rasporedimo u kvadratnu matricu tako
da skalari iz razlaganja vektora €] budu u prvoj koloni itd, dobijamo matricu

/ ! /
ayp; G -0 Ay
! li /
a a e a
a = o/(e, e') _ 21 Q22 2n
! / !
A1 Ap2 " Qun | wn
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koja se naziva matrica prelaska sa baze (¢) na bazu (¢’). Matri¢ni zapis
je

6/2 — (Oé/)T €2
e, én

Ukoliko promenimo mesta bazama, tj. izrazimo elemente stare baze (e) preko
elemenata nove baze (¢'):

! / /

€1 = a116é —+ a21€9 + -+ ap1€,,
! / /

€y = Q126 + A22€9 + -+ Ap2€,,,
_ / / /

€n = alnel + a2n€2 + -+ annenv

a zatim koeficijente iz gornjih jednacina razlaganja organizujemo po kolonama
u matricu, dobija se matrica prelaska sa nove na staru bazu:

11 Q12 -+ Qip

a[ a R a

/ 21 22 2
a=alee)= \
an1 Ap2 - Ann

nxn

Matri¢ni zapis prelaska sa nove na staru bazu je:

ey e}
!/

€9 (&
47| &
en e

Sada trazimo vezu izmedu matrica o i o'

e, = aye;+ayes+---+a e, =
ay;(a1€] + aney + - + anre;,) + ah;(a12€) + agel + -+ angel) + ...+
+ani(a1n€] + agn€y + -+ apnel) =
= (ana}; + aay, + ... + appa;)e] + (ag1ay; + agnay, + ...+ agpal)es + ..+
H(ap1ay; + anoay; + ... 4 appal, el =
= (a-a)pue]+ (a-a)geh + ...+ (a- )€,
Vektori €], ..., e, ¢ine bazu, pa su linearno nezavisni, te izjednac¢avanjem leve
i desne strane dobijamo:

N 1, k=i
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Dakle, o - o' = I,,, §to znaci da su « i o medusobno inverzne matrice. Po
teoremi Kosi-Binea, imamo

1 =det I, = det(a - a') = det(a) - det(a’) = det(a) # 0.

Invertiblinost matrice prelaska je ocekivana, jer je logi¢no da kad predemo
sa jedne baze na drugu, moZemo i da se vratimo nazad. Dakle, o/ = o,

5.9.2 Promena koordinata vektora pri promeni baze

Neka je V' vektorski prostor dimenzije n. Posmatramo u njemu dve baze,
"staru” (e) : eq,...,e, 1 "novu” (¢') :e€},...,e,. Proizvoljan vektor x € V

yn*

moze se na jedinstvan nacin razloziti po ovim bazama:
r=x1€1+ ...+ xpe, = TiE] + .+ e
Treba naci zavisnost izmedu koordinata istog vektora x u staroj i novoj bazi.
T1€1 + Too + ...+ Tpe, = 2] +ahel + ..+l =
= zi(ajer +ahea + -+ ap e,) + xh(alper + agyen + - anen) + ..+
+a! (a),e1 + ay,ea + -+ al,en) =
= (ao] +apxh + ..+ al,x)))er + (ah ] + anxy + ...+ ah,w)es + ..+

/ / ! / / /
+(an1x1 + an2$2 +...+ ann'rn)en'

Odavde je:
/ / / / / /
T1 = Q¥+ a0+ ...+ a,T,
/ / !/ / / /
/ / / / / /
Ty = Q%1+ AT+ ...+ a,,T,,

odnosno, u matri¢noj formi:

!/ / / /
T ay Gyp o Ay |
/! / / /
Ly | _ | @21 Qg -+ Qgy )
/ / / !/
Tn Ap1 Qpa "7 Opy L,
Oznacimo i X' = [z} 2 ... /)T i X = [x; 25 ... x,])7, moZemo pisati:
X=d- X

Ako ovu jednakost pomnozimo sa leve strane sa (a’)~! = «, dobijamo ekvi-
valentni oblik:

X =a-X,
koji predstavlja promene koordinate vektora x pri prelasku sa stare na novu
bazu.
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5.9.3 Transformacija matrice linearnog operatora pri
promeni baze

Definicija 5.9.1. Matrice A, B € M(n, K) su sli¢ne, u oznaci A ~ B, ako
postoji reqularna matrica S € M(n, K) tako da A= SBS™L.

Relacija slicnosti na skupu matrica predstavlja relaciju ekvivalencije, sto
se pokazuje po definiciji.

Neka je V' vektorski prostor dimenzije n; posmatrajmo u njemu dve baze:

"staru” (e) : eq,...,e, 1 "novu” (€'): €},...,e,. Neka je na prostoru V' dat

yn’
linearan operator f. Oznac¢imo sa F, odnosno F., matricu operatora f u
odnosu na bazu (e) odnosno (¢’). Nas cilj je da nademo vezu izmedu matrica
F.iF,.
Neka je x € V' vektor koji se operatorom f slika u vektor y = f(x) € V.
Vektori z i y mogu da se na jedinstven nacin razloze po bazama (e) i (¢):

T =zi€1+. . Axpe, = iej+. . Axlel ) y=yiert. . Aynen = yiei+. . FYLen,
pa im pridruzujemo vektore
X=[z1 . oaly, X' =1l o2l Y =101 - Unlleyy Y =101 - tnl(er-
Sada imamo:
Y=F X, Y=F -X,Y=d-Y,X=d-X,
odakle sledi o - Y' = F, - o/ - X', odnosno
o -F, - X'=F. -d X.

Kako gornja relacija vazi za svaku matricu-kolonu X', zaklju¢ujemo da o’ -
F., =F, o, odakle mnozenjem sa « sa leve strane dobijamo

Fo=a-F,-a', F,.=a' F. a.

Dakle, matrice istog linearnog operatora u razlicitim bazama su
sliéne.

Primer 5.9.1. Neka operator A € L(V'), u odnosu na kanonsku bazu B =
{e1, €2} prostora V', ima matricu
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Neka je B’ : {e], €4} nova baza prostora, data na slede¢i nacin:
!/ ! 2
e, = ey, €5 = —2e; + ea.

Tada je matrica prelaska sa stare na novu bazu
o — 1 =2
B O O
odnosno matrica operatora A u odnosu na bazu B’ je:

Asfz(a’>1'AB'a'=[(1) ?H(Z) —61H(1) _12}:{(2) —01]

Na ovom jednostavnom primeru videli smo da matrica nekih linearnih ope-
ratora promenom baze prostora dobija jednostavan, dijagonalni oblik.



Glava 6

Analiticka geometrija

6.1 Skalarna projekcija vektora na osu

Definicija 6.1.1. Prava p c¢iji je smer odreden jedinicnim vektorom P naziva
se osa, dok je vektor ]78 ort prave p.

Neka je dat vektor 77 = @ . Pod skalarnom (algebarskom) projekcijom
vektora 7 na osu p podrazumeva se duzina duzi A’B’, gde su A" i B’ respek-
tivno ortogonalne projekcije tacaka A i B na osu p, uzeta sa znakom 74"
ukoliko je 7 orijentisan na istu stranu kao ort py u odnosu na ravan koja sadrzi
tacke A i A’ i ortogonalna je na pravac p, a sa ”-” u suprotnom. Koristi se
oznaka 1, 1 u opstem slucaju vazi:

r, = |7 cos a,

gde je a ugao izmedu vektora 1)7) iri0<a<m.

A A
e .
d |
& = N "B o 3 N "8
Scalar projection of o on b Vector projection of gon b

Tvrdenje 6.1.1. Projekcija zbira konacnog broja vektora na osu jednaka je
zbiru projekcija tih vektora.

141
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Skicu dokaza pokazacemo na primeru sa slike. Ukoliko iskoristimo oznake:
G—AB, b= BC, é=CD, d= DE,
tada imamo € = ﬁ —G+b+é+d Za odgovarajuce projekcije imamo:
a,=A'B', b,=B'C", ¢, =-D'C", d, = D'E',

dok je e, = A'E' = a, + b, + ¢, + d,, §to je i trebalo dokazati.

6.2 Prostorni koordinatni sistem

Tri uzajamno ortogonalne ose koje prolaze kroz neku tacku O obrazuju
Dekartov pravougli kordinatni sistem. Te prave, koje redom oznacavamo
sa Oz, Oy, Oz, su koordinatne ose, a zajednicka tacka O je koordinatni
pocetak. Koordinatne ose orijentisu se kao na slici:

A

D

Origin

/

Ortove koordinatnih osa Oz, Oy, Oz ozna¢avamo sa 1, J, IZ, redom. Poka-
zimo sada da je svaka tacka prostora M u pravouglom koordinatnom sistemu
odredena uredenom trojkom realnih brojeva (z,y,z) - to su koordinate

R
tacke M. Ako sa x,y, z, redom, oznac¢imo algebarske projekcije vektora O M
na ose Oz, Oy, Oz:
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H —
imamo O*Xz = x1, OY = y7j, (ﬁ = zk. Ako sa M’ ozna¢imo ortogonalnu
projekciju tacke M na ravan xQy, tada:

— N - -

OM =OM'+ MM' = (02 +OY)+OZ = (20'+ y)) + 2k = 2V+ yj'+ zk.
— — T . . e o

Vektor OM = '+ yj+ zk = (x,y, z) naziva se vektor polozaja tacke M

a brojevi z,y, z su Dekartove (pravougle) koordinate tacke M.
Ako su date dve tacke Mi(xy,y1,21) 1 Ma(xs,ys, 22), tada

MMy = OM;y— OM; = (227 + y2) + 22/;) — (T 7+ )+ 21/;) =
= (z2 — )T+ (y2 — 11)J+ (22 — 21k,
Sto je u potpunosti saglasno sa uobicajenim sabiranjem vektora.
Uredena trojka vektora {7, J;k} je ortonormirana baza vektorskog pros-
tora V' geometrijskih vektora. Podse¢amo: sistem vektora je ortonormiran

ako su svaka dva razlicita vektora tog sistema ortogonalni i ako je svaki vektor
sistema normiran, tj. ima intenzitet 1.

6.3 Skalarni proizvod vektora

Definicija 6.3.1. Skalarni proizvod vektora & i i, v oznaci X -y, je skalar
(broj) |Z||y] cos L(Z, ), gde je Z(Z,¥) ugao izmedu vektora & i y. Dakle,

T = |[§] cos (7, 7).
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Ako se primeti da je |f] cos Z(Z, 7) skalarna projekcija vektora Z na vektor
¢ (odnosno |Z| cos Z(y, ) projekcija ¢ na ¥), tada je

Ty =12y = 9] - 7.

Tvrdenje 6.3.1. Ako su Z,y, Z proizvoljni vektori, a A proizvoljan skalar,
tada:

1. 7-y=y-a,
2. - (J+2)=20-y+ 2%
5. (A) - = A(@- )
4. 2-Z=17
5174 < |Z||7] (nejednakost Kosi-Svarc-Bunjakovski).
Proof. 1. Sledi iz cos Z(Z, §) = cos Z(Y, T).

2. Ako se stavi § + Z = £, onda na osnovu osobina projekcije zbira:

T (J+2) =7 -t=|Tte = |7 (Yo + 22) = ||y + |T)2e =T -G+ T 7.

Analogno se dokazuje desni distributivni zakon.
3. Za X = 0 je trivijalno. Ako A > 0, tada imamo:

(AF) - 7 = NG|l cos L(AF, ) = Al cos £(7, ) = A(F - 9),
dok za A < 0 vazi:
(AZ) g = [AZ][g] cos Z(AZ, §) = —A[][g] cos Z(—T, §) =
= =AY cos(m — £(Z,5)) = AlZ][g] cos Z(T, §) = A ).

4. @& = |Z||Z| cos L(Z,T) = |T|? cos 0 = |T]*.

5. Zbog |cos Z(Z,7)| < 1 sledi tvrdenje.

Posledica 6.3.1. Neka su &,y proizvoljni vektori. Tada:

S
(@]
o}
0w
N
—~
S
I
Ailmy
s

@l.
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3.y, =5, T#0;
4. Tliez-57=0, Z,7#0.

Dakle, ovo tvrdenje je geometrijskog tipa, i daje nam nacin da, koristeci
skalarni proizvod, nalazimo redom: (1) intenzitet vektora, (2) ugao izmedu
dva vektora, (3) projekciju jednog vektora na drugi, kao i da ispitujemo (4)
ortogonalnost dva vektora.

Ako su vektori dati u pravouglim koordinatama:

T =210+ x2] + $3E, U=yt + yo)+ 3/3’;,

tada je njihov skalarni proizvod:

—

Ty = 2y1 + T2y2 + 3Y3,

—

jerjer-7=1-k=7k=0ar7=77=k-k=1.
Na osnovu prethodnog, sledi:

1. intenzitet vektora: |7| = \/a? + 22 + 22;

2. ugao izmedu dva vektora: cos Z(Z, 1) = T1Y1 + T2y + T3y
& ( ’ y) \/m%—i-z%-i—a:g \/y%-&-yg—‘ryg ’

T1Y1+22Y2+23Y3 .

3. projekcija vektora: x, = ;
PIOJEEEY Y
4. ortogonalnost dva nenula vektora: xiy; + xoys + x3y3 = 0.

Primer 6.3.1. 1. Posmatrajmo pravougli trougao AOAB koji ima prav
ugao kod temena O. Ako se njegove stranice orijentisu na sledeci nacin:

620—121, I;:O?, 5:1@,tada:

A= c=0-a) G-a)=b-b-b-a—a-b+a-a=|a]+[b>

Dakle, dobili smo poznatu Pitagorinu teoremu!

6.4 Vektorski proizvod vektora

Definicija 6.4.1. Tri nekomplanarna vektora a, l;, ¢ sa zajednickim pocetkom
obrazuju desni triedar ako se rotacija ¥ ka i najkracim putem posmatrana
sa kraja vektora Z wvrsi u smeru suprotnom od smera kretanja kazaljke na
satu.
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Definicija 6.4.2. Vektorski proizvod wvektora ¥ i i, u oznaci & X v, je
vektor koji:

e je ortogonalan na ravan odredenu vektorima T 1 y;

o T 1T Xy cine desni triedar;

o |7 xg] = [Z]|y]sin £(Z, 7).

Koristi¢emo i sledeci oblik definicije: ako je 74 jediniéni vektor normalan

na ravan koju obrazuju vektori Z i ¢/, pri cemu %, ¥/, 770) obrazuju desni triedar,

onda

T x § = |[§]sin £(Z, §) .

Prema definiciji, vektorski proizvodi ortova koordinatnih osa dati su sa:

x| v | g |k
70k ]-7
7l -kl 0| 7
kK| 7 1-7]0

Tvrdenje 6.4.1. Ako su ¥,y, 2z proizvolyni vektori, a A proizvoljan skalar,
tada:

3. X (Y+2)=TXy+Tx2Z
Proof. 1. Neposredno po definiciji.
2. Za A =0 je ocigledno. Ako A > 0 imamo
(AZ) x i = | A& || sin Z(AZ, §) 0 = A |g] sin £(Z, §) n§ = AT x §),

dok se Z X (\y) = (¥ x ¢) dokazuje potpuno analogno. Ako sada A < 0
(tj. =\ = p > 0), koriste¢i ve¢ dokazano imamo

(M) x§ = (—pZ) x§=—(F % (=pd)) = =(=p) (¥ x I) =
(Y x ¥) = —p(T x ) = MT x 7)),

odnosno analogno za drugi izraz.
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3. Ovaj dokaz se moze dati geometrijski (vidi udzbenik!), ali mi éemo
nesto kasnije dati dokaz koris¢enjem osobina determinanti.
O

Ako su vektori dati u pravouglim koordinatama:
T =117+ 227+ w3k, U=+ YT+ y3E;

tada je njihov vektorski proizvod pogodno predstaviti u obliku determinante:

—

7k A
TXY=|21 29 3| = (T2ys — x3Y2)7 — (T1Yy3 — T3y1)]+ (T1Y2 — T2tn ).
i Y2 Y3

Geometrijski smisao vektorskog proizvoda:

e broj |7 x y] jednak je povrsini paralelograma konstruisanog nad vek-
torima & i ¥;

e Jednakost @ x i = 0 vazi akko su nenula vektori Z, 7 kolinearni (z]|7).

Zaista, iz @ x § = 0 sledi da zays — 2302 = 0, —(21y3 — x3y1) = 0 i
r1Y2 — T2ty = 0, odakle je:

T T2

x3

Y

Y1 Y2 Y3
dok se obrat pokazuje neposredno.

—

Sada dajemo dokaz da & x (y+ 2) = 7
zapis vektora i osobinu determinanti:

X i + & x Z koristeéi koordinatni

-

7 7 k
EX(f+272) = T T2 T3 =
1tz Y2+22 ys+ 23
T 7k T 7k
= | @1 Xy a3 |+ | X1 T2 T3 |=TXYHTXZ
Y Y2 Y3 21 %2 23

6.5 MesSoviti proizvod vektora

- - —

Definicija 6.5.1. MeSoviti proizvod vektora ¥,7, 2, u oznaci [Z,7, 2], je
skalar (¥ x ) - Z. Dakle,

[f’ _’75‘]:(ny_’)~2’.
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Geometrijski smisao:

e ako vektori Z, 3/, 2 obrazuju desni triedar, onda je meSoviti proizvod jed-
nak zapremini paralelopipeda konstruisanog nad tim vektorima. Zaista,
kako je visina paralelopipeda jednaka skalarnoj projekciji vektora 2" na
vektor & X ¢/, a povrsina osnove je B = |¥ X ¥, onda

o L L (Txy) -7
V = BH = |7 X y|zzxg = |T X U] %
|7 % g
Za levi triedar je V = —(& x ¢) - Z, tako da u opstem slu¢aju imamo
V=|@xy)-Z.
e Komplanarnost tri vektora ekvivalentna je sa njihovom linearnom za-

visnoscu, te vazi

(¥ x §) - Z=0< Z, 7, 2 su nenula linearno zavisni vektori.

Ako su vektori dati preko Dekartovih koordinata:

T = 10+ 2]+ w3k, § = 7+ yoJ+ ysk, Z= 217+ 2]+ 23k,

tada:
Ty T2 T3
(TXY)-Z=|1m Y2 ¥s
Z1 R2 Z3

Ovo znaéi da su vektori @, 7, 2’ (dati svojim Dekartovim koordinatama) kom-
planarni ako i samo ako

Ty T2 T3
i y2 y3 | =0.
21 R2 =3

Za mesoviti proizvod nenula vektora vazi tzv. invarijantnost u odnosu na
kruzno permutovanje njegovih ¢inilaca:

(Zxy) - Z=Wyx2)-Z=(ZxT)- 4.
Ova osobina se posebno lako dokazuje kad su vektori zadati u pravouglom
koordinatnom sistemu, uz koris¢enje osobine determinante da se zamenom
mesta dvema vrstama menja znak determinante.
Jos jedna zanimljiva osobina koja se lako dokazuje primenom koordinatne
reprezentacije je:
T (Yyx2)=(TFxy) -z
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6.5.1 Dvojni proizvod vektora

Definicija 6.5.2. Dvojni vektorski proizvod vektora T, v, Z’ je vektor:

—

T x (¥ x2).
Tvrdenje 6.5.1. ¥ X (§ x 2) = (¥ 2)y — (T - §)~Z.
Proof. 1z definicije vektorskog proizvoda vektora & i i x 2 sledi
Tx (YxZ2) Lz ygxZ

Sto znaci da je komplanaran sa ¢ i 2. Zato postoje jedinstveni skalari a,
tako da

Tx (§xZ)=ay+ Pz
Pretpostavimo sada da su vektori x,y, z dati preko svojih Dekartovih koor-
dinata. Imamo da je

v 7k )
W=yXZ=|y y2 ys |= W22 —y221)+ (Y321 —y123)]+ (Y123 — yz21)k,
Z1 2 Z3
pa je
v 7 k
X (YxZ2)=Txd= ) To T3 =

Y223 — Y3z2 Y321 — Y123 Yik2 — Y221
= [moy120 — Tayoz1 — T3Y321 + T3y123]T +
+r3y223 — T3Y322 — T1Y122 + T1Y221 ]+
Flaysz — T1yi2zs — Tayazs + Toyszolk =
= [y1(w222 + x323) — 21(T2y2 + 3Y3) + T1Y121 — Ty 2]V
+ya(m121 + 323) — 22(T1y1 + T323) + Tayaze — TaY222] T+
+ys(w121 + 222) — 23(X1Y1 + Taye) + T3Yz23 — T3Y323]
=@ 2)y1 — @ Pafi+ (T Do — (T~ P2lT+ (T~ 2ys — (F - Pzslk =
= (7 z)(ylﬂ— yoJ + ysk) — (T - ) (217 + 20] + 23k) =
( zZ,

T+
k=

Sto je i trebalo pokazati. ]

Iz prethodnog tvrdenja sledi da

—

(Txg) x 7= —(Zx (T x¥) ==((Z-9)7 - (- )y),
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sto je u opstem slucaju razlicito od ¥ x (¢ x Z). Dakle, vektorski proizvod
nije asocijativan. Umesto toga vazi tzv. Jakobijev identitet:

IX (XD +TX(ZxT)+Zx (Zxg) =0,

koji se lako dokazuje primenom prethodnog tvrdenja.

6.6 Analiticka geometrija

U klasi¢cnoj matematici analiticka geometrija predstavlja izucavanje ge-
ometrije koris¢enjem koordinatnog sistema i metoda algebre i analize, za raz-
liku od Euklidske geometrije koja polazi od osnovnih geometrijskih pojmova
(tacka, prava, ravan, prostor) i koristi deduktivno zaklju¢ivanje zasnovano
na aksiomama i teoremama. Svaki geometrijski oblik moze se predstaviti
algebarski, jednacinom ili sistemom jednacina, i njegove osobine se mogu
ispitivati neposrednim radom sa tim jednac¢inama.

6.6.1 Jednacina ravni u prostoru
Iz srednjoskolske geometrije znamo da se ravan u prostoru potpuno
odredena na nekoliko nacina:

e tri nekolinearne tacke
e dve paralelne prave
e prava i tacka van te prave

e dve prave koje se seku

Svi pomenuti na¢ini se sustinski svode na tri nekolinearne tacke.
Sada ¢emo poci od sledeceg: kroz zadatu tacku prolazi tacno jedna ravan
normalna na zadati vektor, i izvesti jednan od oblika jednacine ravni.

—
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Neka je u prostoru dat koordinatni sistem Oy, i u njemu ravan a odredena
datom tackom Moy(xo, Yo, 20) 1 datim vektorom 7 = (A, B, C') (odnosno 7i =
AT+ Br+ C’E) koji je normalan na ravan «. Neka je M (z,y, z) proizvoljna
tacka ravni o kojoj odgovara vektor polozaja 7= OM, i neka je ro = OM;
vektor polozaja tacke My. Tada je MoM = 7 — ry vektor koji pripada ravni
«, a kako je vektor 7 normalan na «, bi¢e normalan i na svaki vektor te ravni
- specijalno i na 7 — 7). Kako je skalarni proizvod dva ortogonalna vektora
jednak nuli, odavde imamo:

(7 —7ro) - i =0; (6.1)

to je vektorska jednacina ravni kroz datu tacku normalne na dati
vektor. Ukoliko ozna¢imo 7 - 1 = a (Sto mozemo, jer su i 7g i 7 poz-
nati), i iskoristimo osobine skalarnog proizvoda, dobijamo opstu vektorsku
jednacinu ravni

1= a. (6.2)

Ako se vektori iz prethodnih formula napisu preko svojih koordinata u
ortonormiranoj bazi {7, 7, k}:

70 = (Zo,Y0,20), 1 = (A, B,C), 7= (z,y, 2),

na osnovu @ - U = (ug,us,us) - (v1,v2,v3) = wiv1 + ugvs + uzvs dobijamo
skalarnu jednac¢inu ravni kroz datu tacku normalne na dati vektor:

A(x —x0) + B(y — yo) + C(z — z) = 0. (6.3)

Ako u prethodnoj jednacini oznac¢imo D = —(Azg+Byo+C2) (a to je upravo
broj —a iz jednacine 6.2), dobijamo opstu skalarnu jednacinu ravni:

Ar+ By+Cz+ D = 0. (6.4)

Primetimo da su koeficijenti uz nepoznate upravo koordinate vektora nor-
male!
Ukoliko su svi koeficijenti iz jednacine 6.4 razliciti od nule, tada jedna¢inu

mozemo podeliti sa —D, ¢ime ona uz smene | = —%, m = —%, n = —%,
postaje
x z
Ty Ly i (6.5)
[ m n

Ova jednacina se naziva segmentna jednacéina ravni, jer ravan a sece
koordinatne ose z,y,z redom u tackama (,0,0),(0,m,0),(0,0,n). Zaista,
presek y—ose i ravni a nalazimo iz sistema Az + By +Cz+ D =0Ax =
0 Az = 0, odakle sledi By + D = 0, odnosno y = —% = m, pa je tacka
preseka (z,y,z) = (0,m,0).
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Pretpostavimo sada da je ravan data jednacinim 6.2, i neka je vektor
normale 77 orijentisan na onu stranu od ravni « sa koje nije koordinatni
pocetak. Neka je projekcija koordinatnog pocetka O na ravan « tacka P.
Sada imamo OP||ri. Kako je ugao izmedu vektora 7" i 7 ostar, skalarna
projekcija 7 na 7 je pozitivan broj, pa imamo

n-r a
I/ -
Ako bi vektor 7 bio suprotno orijentisan, tada r, = —p. Dakle, rastojanje

ravni date sa 6.2 od koordinatnog pocetka je

(6.6)

Vektor ﬁ je jedinicni vektor normalan na « i njega ¢emo oznaciti sa ng.
Sada iz 6.6 dobija se normalna jednacina ravni u vektorskom obliku

7-ng = p. (6.7)
Posmatrajmo sada jedini¢ni vektor ng = (Z,9, %), i posmatrajmo uglove
©1, P2, p3 izmedu ovog vektora i koordinatnih vektora. Dobijamo:

COSQDIICOS(%ai):@'_Z:%';: (i7g72)<17070):£7
10/ 2]
— T o N
cos g = cos(ng, ) = == =no- )= (2,9,2) - (0,1,0) =9,
0/ 171
% —_ T?O'E % e
cosn = cos(F) = e = B = (8,9:2)- (0.0, = £
no

To znaéi da se vektor 1§ moze napisati kao

g = cos @17 + €os pa ]+ cos @3k, (6.8)

te sada jednacina 6.7 postaje normalna jednac¢ina ravni u skalarnom
obliku:

X COS 1 + Y CoS g + z cos p3 — p = 0. (6.9)
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Neka je ravan a odredena sa tri nekolinearne tacke My = (g, yo, 20), M1 =
(x1,91,21), My = (22,92, 22), i neka je M = (x,y, z) proizvoljna tacka ravni
«. Posmatramo sledece vektore:

a:MOMh b:MoMQ, To :OM(), ¥ =O0ODM.

R VY R . C
Tada su vektori @, b i MqgM = 7 — ry linearno zavisni, jer se nalaze u istoj
ravni, te postoje jedinstveni brojevi u, v takvi da je ¥"—rj = ud +vb, odnosno
dobijena je vektorska parametarska jednacina ravni:

7= 7% 4 ud + b. (6.10)

Prelaskom na koordinate, uz koordinatne zapise vektora @ i b (@ = (ay,as,as)
i b= (by,by,b3)) dobijamo parametarsku jednacinu ravni:

T = xo+ uay +vby, y = yo + uas + vby, z = zy + uaz + vbs. (6.11)

—
Ukoliko se iskoristi uslov komplanarnosti vektora @ = MoM;, b = MyM,
. T .. . . . . . .
i MyM, dobija se jednac¢ina ravni kroz tri nekolinearne tacke

r—o Y—Y <z2—%0
1 —Log Y1 — Yo <1 — 20 | —= 0. (612)
Tog —To Y2 — Yo 22— 20

Primer 6.6.1. Kako bi se stekao bolji uvid u razlicite oblike jednacina
iste ravni, preporucuje se Citaocu da pazljivo isprati primer se strane 327
(Uséumli¢, Mili¢i¢: Elementi vise matematike 1).

Rastojanje tacke od ravni

Pokazali smo da je rastojanje ravni 7 - 7 = a od koordinatnog pocetka
dato sa

gde je a = 7§ - . Sada posmatramo opstiji slucaj. Neka je My (o, Yo, 20)
tacka koja je sa one strane ravni « na koju je usmeren vektor 7. Oznacimo
sa N ortogonalnu projekciju tacke My na ravan «, i neka su T = OM, i
7 = ON vektori polozaja. Kako ve¢ znamo rastojanje ravni od koordinatnog
pocetka, imamo

NM, = id% _—
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Kako je OMy = ON + N M, dobijamo da

E

P=T0F

Kako tacka N pripada ravni «, onda je zadovoljena jednacina 6.2, pa je

(r—(;:ng)-ﬁ:a.
7]

=

. . o . .
Resavanjem po d dobija se: d = %, odnsono u koordinatnom zapisu d =
Azo+Byo+Czo+D

AT EILCT U svim slucajevima rastojanje se izra¢unava po formulama

|76 - 7 — a
d - T, (6-13)
odnsono u koordinatnom zapisu

o |AJJQ + Byo + CZ() + D|

d . (6.14)
JELBTC?

Uzajamni odnos dveju ravni

Pod uglom izmedu ravni o : Aix+ Biy+Ciz+ D1 =01y : Asx +
By + Cyz 4+ Dy = 0 podrazumeva se ugao izmedu njihovih vektora normala
n = (Ay, By, Ch) i ng = (Ag, By, C5).Ugao izmedu ravni aq i ay je

n - AL Ay + By By + C,C,

cos Z(a,an) = = .
(010) = ) V1Bt /A B 1 (2

(6.15)

Odnos izmedu dve ravni moze biti:

° qu_OQ<:>771>-772>:0<=>A1A2+B132+C1C2:0;

=7 A B Cy.
o ajllay & nilln; & 4L =t =&l

Ako se dve ravni seku po pravoj p, tada se skup svih ravni koje prolaze
kroz tu pravu p naziva svezanj ravni. Jednacina sveznja ravni je

Az + By + Ciz + Dy + M Asx + Byy + Coz + Dy) = 0.
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6.6.2 Jednacina prave u prostoru

Iz srednjoskolske geometrije znamo da je prava jednoznacno odredena
na nekoliko nacina:

e dve razlicite tacke
e kroz datu tacku u pravcu datog vektora
e presek dveju ravni

z

Na osnovu Euklidove aksiome (”Kroz tacku van prave postoji samo jedna
prava paralelna s tom pravom”), kroz datu tacku My(zo, Yo, 20) u pravcu
datog vektora p = (I,m,n) prolazi jedinstvena prava p. Neka je M(z,vy, z)
%Voljna tacka prave p kojoj odgovara vektor polozaja ¥ = OM. Vektori
MyM = 7—T7§ i p su paralelni, dakle linearno zavisni, te postoji skalar t € R
tako da 7 — 7 = tp, odnosno dobija se parametarska jednacina prave:

F =7+ tp. (6.16)

Uslov paralelnosti vektora 7 — 1y i p° moze se zapisati preko vektorskog
proizvoda:

odnosno ako oznac¢imo p X T = a, dobija se opsta vektorska jednacina

prave:
pPXT=d. (6.17)

U koordinatnom obliku, jednacina 6.16 postaje parametarska jednacina
prave:
x=xo+tl, y=1yo+tm, z=2zy+tn. (6.18)

Prethodna jednacina se moze zapisati u obliku

x—lﬂozy—yo:Z—Zo (619)
[ m n ’
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koji se naziva kanonska jednacina prave.
Prava se moze zadati i kao presek dveju ravni, pa se jednacina prave
dobija iz sistema:

All‘ + Bly + C’lz + D1 = 0, AQZL‘ + Bgy + CQZ + Dg = 0. (620)

Uzajamni odnos dve prave
Neka su date prave

=T Y=Yy 22—z L= T2 Y~ Y2 22
P1: - = , P2 - = =
b ma ny ly mo ny

kroz tacku Mj(x1,y1,21) u praveu vektora (I3, my,ny), odnosno kroz tacku
My (o, Yo, z2) u praveu vektora (lg, mo, ny), redom. Pod uglom izmedu pravih
p1 1 po podrazumeva se ugao izmedu vektora ]7{ i ]75:

PP

lllQ + mime + nino
o8 P e) = )

VBT mE A2 Brmitnd

(6.21)

Sada imamo:

e pilp & 271>J-272> & lily +mime +nyng =0

e plp o pi|lpt &b =m—m

la = mag ng
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