LLIaHkcos n [lonapa-po anroputam - Teopeme o
KONN3Kj1
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Opacjek 3a maTemaTuky
MpupoaHo-maTemaTnykm dakynter

KPUNTOIPAGUIA

Bnagumup Boxoeuh Hanagu na AJ10T



Moacjeharse: Kako pjewasaTtn OJ1M7

KomnnekcHoct [JIM1

» Pjewasamo opurunanun O, g% = hy IFp.

Trial-and-error metop

Ako je npocT bpoj p nsabpan nsmehy 25 u 2Kt tagacy g, h, v p
HajBuLe k BUTOBa Jy>XMHE, TaKO Aa je BeNMYMHA YNa3HUX nojaTtaka
O(k) 6utosa. (Mpumjetumo ga je O(k) ncro wro n O(log,(p)).
Ako nokywasamo pujewntn SN npumjersyjyhin trial-and-error
meTog, To 3axTjeBa O(p) kopaka 3a Heroso pjewwasarbe. lNowTo je
O(p) = O(2%), oBo je anroputam ca eKCMOHEHLM]AHO BPEMEHOM
N3BpLUEH-A.
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Moacjeharse: Kako pjewasaTtn OJ1M7

LLlankcoe Baby step-Giant step anroputam

LLlaHkcoB anropuTam je 3acHoBaH Ha naeju popMuparsa Asuje
JINCTE 1 TPaXkeksy €/IEMEHTA KOju Ce Hanasm y obje.
» Heka G rpyna n Heka je g € G enemeHT pega N > 2.
Cnepehn anroputam pjewasa g = h AUCKPETHN JorapuTam.
(1) Heka je n =1+ [v/N], wTo nocebro sHaqm n > v/N.
(2) Popmupamo aguje nucTe,
Nucta 1. e, g,82%,...,8",
Nucta 2. h,hg=", hg™2", ..., hg_"z.
(3) Hahin 3ajegHnukm enemeHT y aguje nucte, peuumo g' = hg =",
(4) Tapa je x = i + jn pjewetbe jegHaunne (OSM) g* = h.
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Moacjeharse: Kako pjewasaTtn OJ1M7

KomnnekcHocT LlLlaHkcosor anroputma

KomnnekcHOCT oBOr anropnTMa ce Mjepu Kpo3 Tpu Kopaka:
copMmMparba NUCTa, HUXOBOM COPTUPatba 1 Ha Kpajy,
NpoHana>kera 3ajeAHNYKOr efleMeHTa ABUje JUCTe.

1. ®opmuparse gsuje nucte "kowTa” 2n MyaTUNAMKaLMja, na je
10 O(n) Kopaka.

2. CopTuparbe AancTe npema HajbpXXem anropuTMy copTupatba je
O(nlog(n)).

3. NcnutuBatbe fa nu je Hekm eneMeHT nucte 2 yHyTap nucte 1
ce moxe obaeutn y O(log(n)) kopaka, a kako ncnuTyjemo
pefom cBe enemeHTe ToO je KommaekcHocT O(nlog(n)).

[Nakne, cabuparbem oBe Tpu BeSMHUHE, BUANMO A3 je
komniekcHoct O(nlog(n)).
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konusnju

- MNpetnocraeumo fa kytuja cagpxu N bpojesa. Bob bupa n
pa3nyuTnx bpojeBa U3 Te KyTUje U MOCTaB/ba UX Y JINCTY.
MoTom, BpaTu cBe y KyTujy 1 npasu apyry nucty (ca
Bpafiarbem) og m bpojesa.

- BaxkHa n vHTepecaHTHa YntbeHMLA je Ja ako Cy N U m Mano
sefin og VIV, oHga je Beoma BjepoBaTHO fa Tako hopMuMpaHe
JINCTE NMajy 33jeAHNYKIN EJIEMEHT.
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konnsnju

Kytuja cagpxun N nontuya og kojux cy n upBeHe, a ocTaje cy
nnase. bob nssnayn ca spaharbem m nontuya.

a. BjepoBatHoha pa bob u3Byue bap jesHy upseHy nontuyy je

m
P(Hajmarse jesHa ypseHa) = 1 — (1 _ %) '

P(Hajmarbe jegHa ypseHa) > 1 — o /by,
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konnsnju

a.

P(Hajmatbe jegHa upeena) = 1 P(i-ta je nnaga)

|
.EB
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konnsnju

Proof.

b. Kopuctumo nosHaTy HejegHakocT

e *>1—-—x,xeR,
na canjeaun

= () () e

4MMe je [OKa3aHa TPaXkKeHa HejeAHAKOCT. [
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konusnju

- TNoBexnmMo oBe pesynTaTe ca NOCTAaB/LEHUM 33a[aTKOM.
MpetnoctaBumo nmamo kytujy ca N HymepucaHux, niasux
kyrnauua. Bob bupa n paznnuntux Kyrnmua us Te KyTuje,
3anamTu usbop, a notom ux npecpapba y upserHo n paha y
KYyTUjy.

- WsBnaum notom gpyry nucrty (ca spaharem) og m kyrnuua.
JacHo je pa je BjepoBaTHORa pa n3abepe Hajmatbe jegHy
LpBEHY JIONTULY MCTa Kao BjepoBaTHoha aa he aBuje
chopmMunpaHe incte bpojeBa MMaTN 3aje4HNYKN EJIEMEHT.
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Teopema o konusnju

Mpumjep

Kytuja cagpxum N Hymepucanux kyrnmya. bob bupa n pasanantnx
Kyrnvmya u3 Te Kytuje, 3anamtu n3bop, a notom ux spaha y Kytujy.
lMotom n3Bnaqu apyry aucty og n Kyrnmya. Konmko mopa 6utu
Besmko n ga bu sjeposatHoha ga he aBuje chopmupaHre aucte
bpojeBa umaTn 3ajegHNYKN eNeMeHT (HenpasaH npecjek) buna seha
01 50 %7 A 3a 99.99 %7

<

P(HenpasaH npecjek) > 1 — e /N =05 = n=~0.83VN.

P(nenpazan npecjex) > 1 — e /N =0.9999 =5 n~ 3.035V/N.
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

Nmnnnkauuje Teopeme o Konmsmjn

@ Heka je dynkumja f : S — T, TakBa pa je |T| < |S| = N.
PobeHgaHckin napafokc HaMm Kaxke ga je notpebHo HanpaBuTh
nncty op otnpunuke VN enemenata f(z), npuje Hero wTo ce
youu "konuzuja’.

e OBaj 3ak/byyak je HapoOUNTO BaXKaH 3a OLjeHy CUTYPHOCTM
kpuntorpadckux xew pyHKLmja.
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

[Mpobabunnctuyka sapujaunja Lllankcosor anroputma

Teopema

Heka je G rpyna u h € G enemenT pega N. Y3 npetnoctasky ga
/10" npobaem

P =b

uma pjewerbe, oHga ce pjewerse moxe Hahu y O(nlog(n)) kopaka,
raje je n = v/N.

Ako nocmatpamo x = y — z, oHpa je W = b - h*. [Jakne, ngeja je
[a ce Hanpaee ABuUje JINCTe

W B2 Wb h® b h®,. .. b b,

raje Cy eKCnoHeHTV bupaHu Ha ciy4vajaH HauvH.
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Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

[Mpobabunnctuyka sapujaunja Lllankcosor anroputma

- Mpumjetumo pa obje nncte npunagajy rpynu H =< h >, koja
uma N enemenata. Ha ocHoBy npeTxofHo faTe aHanuse,
BjepoBaTHoha ga ose nucre

h}’l,hyZ,._.’h}/n " b'hn,b-hzZ,,,,’b.hzn
UMajy HenpasaH npecjek je npubamkHo 1 — e~ /N,

- Crora, ako je n =~ 3v/N, onpga je BjepoBaTHoRa HenpasHor
npecjeka npubamxto 99.98%

Bnagnmup Boxosunh Hanagn na OJ10I



Teopeme o konusunju - poheHgaHckn napagokc

- [pobnem ca npeTxogHUM NPUCTYMNOM je y TOME LUTO OBM
anropuTMu Koju ce 3acHusajy Ha konusunjn (LLankcos nan
npobabunncTnykm) 3axrjeBajy 03busbHe memopujcke
KanaumTeTe.

- Hacynpot Tome, LloH lNonapg je npeanoxuo seoma nujen
anropuTaM Koju MasTEHE He 3axTjeBa HMKaKBY MEMOpUjy no
LUMjEHN O Mao BuLLe padvyHarba HEro paHuje.

- OpuruHanHo, oBaj afiropuTam Ce KOPUCTNO 32 TPaXKEHE
npocte chakTopusaumje 6poja, anm ce cacBUM Aujeno
npunarohaea Tpaxery [1J10T-a.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AnctpakTHa dopmynauuja lNonapa-po metosa

Mouynrbemo ca yonwTeHuM, ancTpakTHUM yBogoM 3a [lonapa-po
metog. Heka je S koHauaH ckyn n Heka je f : S — S dyHkymja. 3a
HEKO MOYeTHO X € S, hopMUpamo Hu3

xo =X, x1 = f(x0), x2 = f(x1),...

Opyrum pujednma, 4naHosu Husa cy aecduHucanu Ha cneaehn
HaYuH

xi=(fofofof---f)(x).

i ntepauuja f

MpetxogHu Hu3 (X;) Ha3nBamo opbuTa of x of dyHkumje f un
osHadaBamo ra ca Of (x).
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

Bnagumup Boxoeuh Hanagu na AJ10T



Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AnctpakTHa dopmynauuja lNonapa-po metosa

Monapg je nHtenurenTtrHo yeeo y "urpy" u apyru Hus, koju he,
kopuctehn poheHaaHCKN napafjoke, NPoM3BECTU NOTPebHY
Konn3ujy. YBeo je Hu3 geduHucaH Ha cnegehn HaumH

yo=xo n yi+1 = f(f(yi)), sa i=0,1,2,...

Huje Tewko younTn ga je

Yi = X2i.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AnctpakTHa dopmynauuja lNonapa-po metosa

Mutarse je, kKonuko gyro Tpeba Aa ce gecn Komsuja xo; = X!
3aksbyyyjemo, aa 3a j > i, uMaMo

Xj=X; akomcamoako i>T, n j=i (mod M).
Cnujegn
Xpi =x; akomcamo ako i > T wn 2/i=i (mod M).

Mocnegrbn ycnos je ekeusanentan ca M | i. Kako je jegan og
bpojeea T, T+1,..., T+ M—1 pjessus ca M, onga cnnjean na je

Xo; = X; 3aHeko 1< i< T+ M.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

[Nonapgosa Teopema

Heka je S koHauaH ckyn ca N enemenata,af:S — S
npecnmkaBatbe. Heka je x Tauka ckyma S.

1. 3a pgaty opbuty Of+ = {x0, X1, X2, . . .} Ta4yke X, AYXKUHe pena
T v obuma uuknyca M, Bpujean

Xp; = Xx; 3aHeko 1< i< T+ M.

2. Ako je f pososbHO "cnyyajHa", oHga je ovekmBaHa BpujeaHOCT
T + M jepnaka

E(T + M) ~ 1.2533- VN
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

[Noacjeharbe: PjelnaBarbe nuHeapHux KOHrpyeHumja

KoHrpyeHuuja
ax=b (mod m)

nma pjelerba ako n camo ako d | b raje je H3p(a, m) = d.
Pjewersa nobujamo y Tpu kopaka:

1. CkpaTtu ce npeTxofHa KOHrpyeHuuja ca d, na uMamo
/) / H / /
ax'=b (mod m'), opakne je Hn3p(a,m) =1

2. Heka je xp jeAMHCTBEHO pjeluerbe NPETXOAHE KOHIpYeHUMje
(Eyknngos anroputam).

3. Cea pjewierba NMoOYeTHE KOHrpyeHumje cy garta ca

xo+kg, k=0,1,....d— 1.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AJ10T TMonapa-po meToaom

Heka je gat 47101
gi=a vy Z,.

OcHoBHa ugeja je ga ce Halje Heka "konusuja” usmehy g'a/ n gka’
3a Heke ekcrnoHeHTe i, f, k,¢. OHga ce u3 jegHakoCTu

KOHa4HO pjeluerbe aobuja us ogrosapajyhux pjelwersa jeaHadynHe

i—k=t(l—j) (modp-—1).
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AJ10T TMonapa-po meToaom

Monapg npegnaxe dyHKuMjy

gx if0<x<p/3
f(x)=<x? ifp/3<x<2p/3
ax if2p/3<x<p.

CrapTHa Tauka je xg = 1, wro he pehu ga je

xi=(fofofof---f)(1)=g%a".

i ntepaunja f

CxogHo peveHoM, jacHo je ga je ag = g = 0.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AJ10T TMonapa-po meToaom

MpaTehn dyHkunjy f MmoxxeMo padyHaTu oaroeapajyhe ekcrioHeHTe
y g%a% na cnegehn naumu

ai+1 if0§x<p/3

Qir1 = § 2¢; if p/3 <x < 2p/3
o if 2p/3 < x < p,
Bi if 0 <x<p/3

Bix1 =< 25; if p/3<x<2p/3
Bi+1 if2p/3 <x<p.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AJ10T TMonapa-po meToaom

Cnuuno, popMunpamo 1 apyru Hu3 Ha cnegehn HauwuH

vo=1n yi1 = f(f(yi)),

ofakJ/e je

i S0
yi=Xoj=g"-a".

ExcnoHenTu 7y;, §; ce padyHajy Ha ocHoBy Beh maTe pekypeHTHe
chopmysnie, camo LWITO Ce NCTa NpUMjerbyje CBakn NyT Ayno.
KopucTehn HazHayeHy npoueaypy, My y jeAHOM TPEHYTKY
Ha/J1a3MMO TpaXkeHy Koan3ujy u gobujamo

gaiaﬁi =g 3%
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

AJ10T TMonapa-po meToaom

Ako je
u=a;i—7 (modp—1)wu v=94;—pF (modp—1),

oHAaa

g =a", ogHocHo v-t=u (mod p—1).

Pjewersa npetxogHe koHrpyeHuumje (y Kojoj je HenosHaTo t, a
nosHaTo cee octasno) hie gatn pjewerse noderHor AJ10T-a:

g =a.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

[Nonapa-po npumjep

Mokywasamo ga pujewnmo OJIOT

19" = 24717 (mod 48611).

gx if0<x<p/3
f(x)=<x? ifp/3<x<2p/3
ax if2p/3<x<p.
x0 =1,y =1, x; = f(xi-1), yi = f(f(yi-1))-
x1 = f(1) =19, y3 = f(f(1)) = f(19) = 361. VicrospemeHo,

nPaTNMO E€KCMNOHEHTE

a1:1,5:0,71:2,5:0.
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

[Nonapa-po npumjep

‘ ? ‘ Ty ‘ Yi = Toi ‘ ay ‘ Bi ‘ Vi ‘ 3 ‘
0 1 1 0 0 0 0
1 19 361 1 0 2 0
2 361 33099 2 0 4 0
3 6859 13523 3 0 4 2
4 | 33099 20703 4 0 6 2
5 | 33464 14974 4 1 13 4
6 | 13523 18931 4 2 14 5
7 | 13882 30726 5 2 56 20
8 | 20703 1000 6 2 113 40
9 | 11022 14714 12 4 228 80

542 | 21034 46993 | 13669 | 2519 | 27258 | 30257
543 | 20445 37138 | 27338 | 5038 | 27259 | 30258
544 | 40647 33210 | 6066 | 10076 | 5908 | 11908
545 | 28362 21034 | 6066 | 10077 | 5909 | 11909
546 | 36827 40647 | 12132 | 20154 | 23636 | 47636
547 | 11984 36827 | 12132 | 20155 | 47272 | 46664
548 | 33252 33252 | 12133 | 20155 | 47273 | 46665
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Monapa-po Metog 3a pjewasarbe [J100M-a

[Nonapa-po npumjep

548 — 12133, /6548 == 20155, Y548 = 47273, 5548 = 46665.

1912133 X 2471720155 — 1947273 X 2471746665‘
1913470 — 2471726510.
26510x = 13470 (mod 48610)

Kako je H31,26510,48610 = 10 n 10 gaujenn 13470, oHga nocToje
pjellerba OBE KOHIpyeHuuje

3842, 8703, 13564, 18425, 23286, 28147, 33008, 37869, 42730, 47591.

Mpobarsem pepom pjeiersa, gobujamo ga je 37869 TpaxkeHo

pjeLuerse.
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