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Nas cilj u ovom radu jeste da na pravilan ali nazalost skroman nacin obuhva-
timo znacaj rada velikog Georga Fridriha Kantora. U tom cilju, razdvoji¢emo
ovaj rad na dio koji ¢e biti pozabavljen karakterom i Zivotom ovog velikog ma-
tematicara kao i njegov suStinski doprinos zasnivanju teorije skupova, koja je
kasnije umnogome uoblicila savremenu logiku. Ne zaboravimo da refemo da
je rad ovog nau¢nika na podrucju matematike daleko Sireg znacaja i ogromnim
dijelom se ti¢e savremene filozofije i teologije, §to je podatak kojega je Kantor
sam svjestan bio

Tako je uobicajeno da se naucni rad pojedinca ne dovodi u vezu sa li¢nim
Zivotom, u ovom slu¢aju moramo napraviti izuzetak. Kantor je kao predani hris-
¢anin luteranac zivio u uvjerenju da je njegov teoriju o transfinitnim brojevima,
koju éemo spomenuti, njemu upravo od Boga saopstena. Kako ¢emo se uvjeriti,
takav pristup nau¢noj djelatnosti koji poc¢iva na dubokom prozivljanju vlastitih
zakljucaka uvesée Kantora duboko duhovno rastrojstvo - tim prije zbog zbog
tretmana koji je pretrpio od tadasnje nauc¢ne javnosti.

Nauc¢na djelatnost

Uzima se kao da period Kantorov rad 1874. pa do 1884. predstavlja utemeljiva-
nje teorije skupova kao posebne grane matematike. Prije njegovih istraZzivanja,
koncept skupa je shvatan veoma elementarno i nije dozivio nikakav skoro isko-
rak jo$ od Aristotelovog shvatanja skupa. Teorija skupova niko nije ozbiljno
uzimao i smatralo se da ona skoro pa ima iskljucivo trivijalan sadrzaj. Stavise,
prije Kantora skup je neSto kona¢ne dok je pojam beskona¢nosti prije sma-
tran predmetom filozofskog nego li matematickog istraZivanja. Dokazavsi da
postoji beskona¢no mnogo "veli¢ina" za beskona¢ne skupove, Kantor je usta-
novio netrivijalnost ovoga podrucja i da postrek za dalje izucavanje. Teorija
skupova kasnije igrala klju¢nu ulogu u teoriji zasnivanja moderne matematike,
u tome smislu Sto ona tako tumaci tvrdenja o matematickim objektima da ih
istovremeno ugraduje u jedinstvenu teoriju. Takvim postupkom, ona nas ops-
krbi standardnim skupom aksioma kako bismo nesto dokazali ili opovrgli. Ovaj



osnovni koncept teorije skupova danas je u matematici sveprisutan.

Mi ¢emo se hronologki a djelimi¢no i anahrono (u smislu da ¢emo razmatrati
kasnijeg razvoja njegovih pocetnih zamisli) osvrnuti na Kantorov rad. Pritom
posebnu paznju posveéujemo njegovom prvom nauc¢nom radu iz 1874. godine
koji je, kako se ispostavlja iz prepiske izmedu Kantora i Dedekinda, uprkos nas-
lovu po kojem je glavni predmet prebrojivost algebarskih brojeva zapravo odnosi
na neprebrojivost skupa realnih brojeva. Ovo je, za ono vrijeme, zapanjujuéi
rezultat koji tek mali dio nau¢ne javnosti mogao prihvatiti. Razlog je jednos-
tavan: bilo se naklonjeno mnjenju da je skup realnih brojeva prebrojiv zbog
osobine jednog prebrojivog skupa (skupa racionalnih brojeva) da bude svude
gust u njemu.

1 Teorija skupova

Tradicionalno se smatra da je Kantor udario temelje teorije skupova ¢lankom
pod naslovom "O osobenosti skupa svih realnih algebarskih brojejeva" iz 1874.
godine. U ovom dijelu upravo ¢emo izloziti sazetak ovog manje-vise kratkog
¢lanka. Ovaj rad je utoliko znacajniji $to je njime pokazano da se skup realnih
brojeva neprebrojiv iako ne ekplicitno ali je jasna posljedica druge teoreme iz
ovoga ¢lanka. Ovakav dokaz neprebrojivosti skupa realnih brojeva umnogome se
razlikuje od onog daleko poznatijeg uz pomo¢ takozvanog "dijagonalizirajuceg
argumenta" o kojem ¢e biti rije¢i kasnije.

Po istori¢arima matematike, ovaj Kantorov ¢lanak umnogome je izmijenjen
u odnosu na ono §to je bio prvobitni naum $to je prevashodno odraz Krone-
kerovog i VajerStrasovog uticaja. Po svajetu saradnika autor izostavio dokaz
neprebrojivosti iz svojeg ¢lanka koji je dodao tokom revizije [5]. Takode, nas-
lov ¢lanka se odnosi na realne algebarske brojeve koji su od perifernog znacaja
Kantoru bili, kako saznajemo iz njegove prepiske sa Dedekindom. Dokaz drugog
tvrdenja je Dedekindov. . Medutim, zbog ideja koje su bile u samom ¢lanku
spregnute tretman koji je pretrpio Kantor ostao je neizbjezan. .

Tako po sadaSnjem stanju stvari djeluje kao tesko shvatljivo ali shvatanje da
je skup realnih brojeva prebrojiv je mnjenje koje je medu naucnicima Kantoro-
vog doba preovladavalo usljed ¢ega je njegov dokaz docekan na noz.

Prva teorema koja je izloZzena u ovom radu iznosi tvrdnju da je skup alge-
marskih brojeva prebrojiv. Da bi se uspostavila ova bijekcija, koja je lazno pred-
stavljena kao srz Kantorove zamisli. DefiniSemo kao wvisinu polinoma stepena n
sa koeficijentima ag, a1, . . . a, veli¢inu: n—1+ |ag| + |ai|+. ..+ |a, |rasporeduju
se po njihovoj visini. Takode, razmatramo samo nesvodljive polinome. Ovako
pravimo jednu preglednu Semu i lako uspostavljamo Zeljenu bijekciju izmedu
ovoga skupa i skupa prirodnih brojeva.



Druga teorema tvrdi: Za dati niz realnih brojeva x1,x2,xs3,... i razmakl
[a, b] postoji broj na ovo ovom razmaku koji nije sadrzan u ovom nizu. Da bi-
smo pojednostavili stvar, koristi¢emo otvoreni interval.

Broj sa [a,b| koji nije sadrzan u ovom nizu konstruiSemodva niza realnih
brojeva na sljedeéi nac¢in: Nadimo prva dva broja datog niza koji su sadrza-
nivu (a,b). Obiljezimo manji od ova dva sa a; a veéi sa by. Sli¢no, pronala-
zimo prva dva broja ovoga niza koji su sadrzani u (aq,b;) i manji ozna¢imo sa
a2 a veli sa by.. Nastavljajué¢i ovu proceduru dobijamo niz uloZenih intervala
(a1,b1), (a2, b2), (ag, b3), ... takvih da jedan interval sadrZi sve one koji mu sli-
jede. Ovo povladidaje ay,as,as, . ..rastuéinizida je by, bo, b, . .. opadajuéi niz.

Broj intervala koji je generisan je ili konacan ili beskonac¢an. Ukoliko je
konacan, neka je (an,by) taj interval. Ukoliko je beskonafan, neka su grani¢ne
vrijednosti nizova koji predstavljaju krajeve intervala

Uoo = lim a,, bse = lim b,
n—oo

n—oo

. Sad se na$ dokaz razdvaja na tri slu¢aja:

Slucaj 1: Neka je (an,by). Kako najvise jedan x,, moZe biti u ovom inter-
valu, ma koji y € (an,by) (ukoliko on i postoji) nam odgovara.
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Slika 1: Prvi slucaj

Slucaj 2: aso = boo. Onda, as, ne pripada datom nizu je sa svako n imamo
da ax pripada intervalu (a,,b,), ali kako Kantor uocava, x, nema to svoj-
stvo. Ovo nam obezbjeduje jedno jace svojstvo: Za svako n, (an,by) iskljucuje

Z1,...,%an Sto se pokazuje indukcijom. Osnovni korak je: Ako a1 = x;,b1 = xy,
i By = max(j, k), onda ay, by iskljucuje z1,...,xg - Takode, E; > 2 kako in-
terval (a1,b1) iskljuéuje svoje dvije grani¢ne tacke. Neka sad (an,by,) isklju¢uje
z1,...,xg, 1 By > 2n. Ako any1 = 2j,bpp1 = xp 1 Epgp10maz(j, k) onda

(@py1,bpyr) iskljucuje zq, ..., 2p, . Takode, Ep11 > Ep+2 > 2n+2 = 2(n+1)
posto interval (an+1,bn+1) iskljucuje iste brojeve kao i (an, b,) uz kranje tacke
ap+t1 1 bpt1. Stoga, za sve tacke n: (ay, by,) iskljucuje tacke x1,...x,.
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Slika 2: Drugi slucaj

Slucaj 8: aeo < boo. U ovom slucaju ma koje y iz [aco, boo] nije sadrzano u
datom nizu jer za svako n y pripada u (a,,by,) ali z, ne.

Ovim smo kompletirali nag dokaz. Iz postavke druge teoreme vidimo da ona
jasno implicira da je elemenata sa ma kojeg segmenta [a, b] vise nego prebrojivo.
Napomenimo jo§ da je ovaj dokaz konstruktivan i da je stoga naSao primjenu
u programiranju koje generiSe transcedentne brojeve. Ovaj program primje-
njuje Kantorovu konstrukeiju na niz koji sadrzi sve algebarske brojeve na [0,1].
étaviée, kako se ispostavlja broj koji nam postavljeni algoritam vrati jeste v/2—1
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Slika 3: Treci slucaj

2 Dijagonalizirajuéi argument

Prije svega, ovde je rije¢ o dokazu nepreborjivosti skupa realnih brojeva. Pored
toga, ljepota i elegancija ovoga dokaza su iznjedrila sami metod dijagonalizacije
koji je naSao odjeka u raznim poljima matematike. Dokaz je izlozen u ¢lanku
iz 1891. godine i razmatrao je skup 7' svih nizova binarnih cifara - tj. ¢ji su
¢lanovi 0 ili 1. Polazi se od konstruktivnog dokaza sljedeée teoreme.

Ako su s1,82,...,8p,... bilo koji niz elemenata skupa T, onda postoji uvijek
element s € T koji ne odgovara nijednom s,, iz pomenutog niza.

Tlustrujmo $to nam je naum na primjeru niza datog tipa:

S1 = (9707070307' )
S2 = (lel?lal?' )
s3 =(0,1,0,1,0,...)
s4 =(1,0,1,0,1,...)
ss =(1,1,0,1,0,...)



Dakle, niz s dobijamo tako §to postojeéi niz nizova (s,) smjestimo u besko-
na¢nu matricu i potom elementa sa dijagonali redom smjestimo u niz i saberemo
ih sa 1 po modulu 2. Na ovaj na¢in dobijamo niz koji se ne moze javiti u pome-
nutom nizu (s, ). Zbilja, ukoliko bi to bio slu¢aj onda bi postojalo neko k € N
takvo da s = s. Samiim tim i k—ti ¢lan niza sj jednak je k —tom ¢lanu niza s.
Medutim, k-ti ¢lan niza s upravo je dobijen tako $to je k-ti ¢lan niza sj sabran
sa 1 po modulu 2 te je izvjesno s(k) # sk (k).

Tako je neprebrojivosti skupa realnih brojeva bila veé potkrijepljena prvim
Kantorovim dokazom o neprebrojivosti, koji je vezan za ¢lanak iz 1874. godine,
pomennuti metod da jako lijepo da se iskoristi za dokaz neprebrojivosti skupa
R. Za ovo nam je potrebno da sklopimo nekakvu injekciju izmedu skupa 7" bi-
narnih nizova i skupa R realnih brojeva, i stoga ¢e R biti neprebrojiv. Neka to
nego ¢emo, po Kantorovim upustvima, zapravo dobiti bijekciju koja nam obez-
bjeduje da su T i R iste kardinalnosti ¢

Da bismo obezbijedili da mozemo dijagonalizirajuc¢i argument u cilju da do-
kazemo da je kardinalnost skupa realnih broja veé¢a od skupa prirodnih brojeva.
Jednostavno je videti da je kardinalnost segmenta [0,1] upravo ista kao i kar-
dinalnost skupa Realnih brojeva zbog bijekcije koja se uspostavlje uz pomoé
linearnog preslikavanja h(x) = mx — 7 i preslikavanja tan- Uvjeravamo se lako
da je g(x) = tan(h(x)) bijekacija izmedu [0,1] i R. Dalje Kantor rezonuje tako
Sto izbacuje sa segmenta izbaci racionalne brojeve kako bi obezbijedio injektiv-
nost preslikavanja iz T u [0,1] koje svakom binarnom nizu jednostavno priduzi
odgovarajuéi binarni razvoj.

Napomenimo i da je argument dijagonalizacije zapravo metod koji poslije
Kantora upotrijebio u velikom broju teorema. Medu njima treba ista¢i prvu
Gedelovu teoremu o nekompletnosti, kao i Ceréovo i Tjuringov odgovor na Hil-
bertov zadatak Entscheidungsproblem. Pored ovih, koji se racunaju medu prvim
i najznamenitijim, ovaj metod svodenja na apsurd je naSao Siroku primjenu.

3 Teorija transfinitnih brojeva

Ispitujuéi temeljno prirode beskonaé¢nosti raznorodnih skupova, Kantoru se kao
prirodna nametnula potreba da uspostavi izvjesnu hijerarhiju izmedu beskonad-
nih skupova. Kantor se ovde rjeSava na potpuno zdravorazumski zahtjev: za
dva skupa A i B kazemo da su iste 'brojnosti’ ukoliko postoji moguénost da
uspostavimo bijekciju izmedu njih. Mada je sami uslov vrlo prihvatljiv - us-
postaviti bijekciju izmedu dva skupa zna vrlo ¢esto da bude problemati¢no dok
je ustanoviti na postoji bijekcija izmedu dva skupa u opStem slucaju mnogo
teze. Medutim, ukoliko moZemo da uspostavimo injekciju f : A — B, moZemo
zakljuciti da kardinalnost, kako éemo nazivati ovo svojstvo ’brojnosti’, skupa
A ne premasuje kardinalnost skupa B. Ovo predstavlja zaklju¢ak koji ¢emo



intenzivno koristi.

Kako vidimo po njegovom ¢lanku iz 1895. koji se bavi zasnivanjem teorije
transfinitnih brojeva, koncept snage odnosno mocénosti ili brojnosti skupa je
ono $to je njegova kardinalnost. Veli¢ina ili brojnost kona¢nog skupa, kojim
se pretezno i baratalo prije Kantora, jeste vrlo trivijalan zadatak. Tada se
nalaZenje ovoga broja, i nalazenje odgovarajuée funkcije, moze shvatiti isto kao
i ru¢no brojanja. Prirodno, prebrojavanje odredenog skupa nam daje moguénost
da uspostavimo izvjesni poredak. Rukovodeéi se ovom mislju dobijamo da se
uloga prirodnih brojeva koja se u svakodnevnom Zivotu namecée moze svesti na
jedan od dva slucaja:

e Odredenom mno$tvu pripisujemo koli¢inu
e Clanu toga mnostva pripisujemo redni broj

Ovo §to jeste trivijalno u slu¢aju konac¢nih skupova mnogo se usloZnjava
kad dolazimo do beskona¢nih skupova. Nave$éemo odredene Skolske teoreme
koje se manje ili viSe pripisuju Kantoru kako bismo stekli bolji uvid u pojam
kardinalnosti skupova.

Tvrdenje 3.1. X < P(X)

Dokaz. Pretpostavimo da postoji bijekcija f : X — P(X), §to podrazumijeva
da svakom elementu z € X odgovara neko A, C X kao i obrnuto. Posmatrajmo
skup A={z € X :2 ¢ f(x)} . Iz bijektivnosti preslikavanja slijedi da postoji
a € X takvo da f(a) = A.
Medutim: de se nalazi nase a?

O

Ukoliko on pripada A imali bismo slu¢aj a € f(a) = A - $to ne moZe biti
slu¢aj usljed definicije skupa A. Ukoliko on ne bi pripadao A imamo slucaj
a ¢ f(a) = A, sto se ujedno i slaze sa definicijom skupa A. Shodno tome a € A.
Dobijeno protivrjeéje nam govori da nam je postavka pogresna i shodno tome A.

Primjeéujemo da se dokaz ove teoreme dosta li¢i svodenju na apsurd koji
dobijemo u Raselovom paradoksu. Isto tako, metod dijagonalizacije pociva na
slicnom apsurdu.

Naveséemo, ali bez dokaza i sljedeé¢u skolsku teoremu:,

Tvrdenje 3.2 (Kantor—Bernétajn—Sreder). Ukoliko za skupove A i B vazi A < B
i B < A onda vazi A= B.

Kantor je bez dokaza naveo ovu teoremu misleéi vijerovatno na da je dovoljna
antisimetri¢nost relacije < da nam obezbijedi ovaj rezultat. Medutim, dokaz je
vrlo suptilne prirode i podrazumijeva sklapanje bijekcije od injekckcija koje mo-
zemo da uspostavimo.



Sada, opskrbljeni ovim podacima koje slobodno mozemo nazvati neformal-
nom definicijom vezanom za specijalni slu¢aj, imamo sve $to nam je dovoljno
da ogreznemo u malko rigoroznije definicije pojmova kardinala i ordinala.

3.1 Kardinali

Dakle, po izloZzenom vidimo da je kardinalnost skupa, odnosno njegov kardinalni
broj, izvjesno svojstvo koje je zajedni¢ko skupovima izmedu kojih mozemo da
uspostavimo bijekciju. Ovo je naSa intuitivna predstava koju u cjelosti ho¢emo
da ispostujemo strogo matematicki. Postavljajucéi ovako ovu neformalnu defini-
ciju vidimo da je tesko nju rgorozno postaviti, jer ustanovljavamo prirodu svoj-
stva govoreéi na koji je nacin ovo karakteristi¢no za veéi broj skupova. Zapravo,
intuitivno mi tek naziremo $ta zna¢i kada dva skupa imaju istu kardinalnost.

Upravo na ovaj naéin slijedimo ukorak kako je Kantor razvijao ove kon-
cepte, jer jednu kardinalnost spoznajemo uspomo¢ druge kardinalnosti. Stavise,
zapravo uvodimo relaciju ekvivalencije na klasi svih mogucih skupova. Dakle

A = B akko 3f : A — B — bijekcija

U pomenutom ¢lanku iz 1895. koji se bavi zasnivanjem teorije transfinit-
nih brojeva. Imajuéi da su ovo kao neko amorfno svojstvo koje je zajednicko
skupovima koji su izomorfni vidimo kako se ovo svojstvo ponaSa u skladu sa
operacijama operacijama na skupovima "U" i "x" koje su u nekom analogne sa
ot Zapravo, na skupu kardi

AUB=a+b

de su a i b odgovarajuéi kardinalni brojevi ovih skupova. Sli¢no ¢emo usvo-
jiti:

AxB=a-b

Nasa predstava o partitivnom skupu dopu$ta nam zapis ovoga tipa:

P(A) = 2°

U kona¢nom sluc¢aju, izrefene tvrdnje sa najprirodnije uklapaju sa naSom
definicijom. Medutim, kad su u pitanju beskonac¢ni skupovi cijeli sklop misli



pocinje da odudara od intuicije.

Sto nam dopusta generiSemo nove kardinalne brojeve znajuéi kardinalni broj
jednog skupa.
Pomenimo jos da je ovo ovo smisao zapisa:

¢ = 2%

De je ¢ kardinalni broj skupa realnih brojeva.

3.2 Ordinali

Kao 8to smo prethodno naveli iz svojstava prirodnih brojeva koja se sama na-
mecéu imamo i 'redne brojeve’. Dakle, za svaki skup kojemu pripisujemo nekakav
broj, koji se ti¢e nacina na koji 'prebrojimo’ reéeni skup do na permutaciju, us-
lovno govoreéi. Ovo suptilno svojstvo kako naziremo zapravo vrlo vezano za
uredenje skupa. Uvidamo - kod kona¢nih skupova ovo ne igra nikakvu ulogu,
zapravo kardinal i ordinal se podudaraju na kona¢ni skupovima. Dakle, dok
nam kardinal daje informaciju o skupu kao mno$tvu ordinali koje moZemo da
mu pripiSemo govore o uredenju koje mozemo da uspostavimo na skupu.

Uzmimo za primjer na$ stalni skup NV i posmatrajmo kako to mi njega mo-
zemo izbrojat ukoliko imamo na raspolaganju beskona¢no mnogo koraka. Mo-
Zamo pravolinijski: po¢nemo od 1 i idemo u beskona¢nost. Ovo nam generiSe
jedno uredenje i ordinalni broj koji ovome pripisujemo ozna¢avamo sa w . Sa
druge strane zasto ovako ne bismo postupali: po¢nemo od dvojke i izbrojimo sve
do beskonalnosti i onda dodamo jedinicu na kraj. NaSa postavka je da imamo
dovoljno mnogo koraka koji odgovaraju kardinalnom broju. Isto tako, mozemo
i da po¢nemo od 3 pa da na kraj dodamo 1 i 2. Izlozenim metodom dobijamo
ordinale, a zapravo uredenja skupa prirodnih brojeva w + 11 w + 2. Zbog Cega
ovi ordinali, odnosno ova uredenja odudaraju od standardnog? Iz prostog raz-
loga $to nam ona davaju da nas skup ima maksimalan element jer prebrojavanje
zavrSavamo sa 1 odnosno 2.

Primijeti¢emo da pri definisanju aritmetike ordinalnih brojeva imamo bitno
labavije zahtjeve za ordinale. Stvarno, vidimo da komutativnost ne vazi jer
ldjw=w#w+1
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Slika 4: Graficki prikaz ordinala w?. Svaki od ’Stapi¢a’odgovara ordinalu oblike
w - m +n, de m i n predstavljaju prirodne brojeve

Po teoriji skupova kojoj danas baratamo imamo podatak da svaki skup mo-
7emo dobro da uredimo. StaviSe, klasu (ne skup!) ordinala mozemo urediti
shodno aritmetici koju na njima definiSemo. Prvobitni koncept, koji je krec¢udéi
od zdravorazumskih navoda doSao do manje-viSe protivintuitivnih zakljucaka
ra. Shodno operacijama koje se definiSu na njima, na klasi ordinala, koja je
superinduktivna, definiSu se i operacije sljedbenika i kao posebni pojam navodi
se grani¢ni ordina koji je onaj koji nema prethodnika. Operacija sljedbenika
"djeluje’ upravo onako kako smo opisali da ke w + 1

Da ne bismo nepotrebno posli u Sirinu ili usljed povrgnosti samo sklopili kako
tako neku definiciju rekapitulirajmo $ta ova dva naSa pojma predstavljaju: sva-
kom skupu moZemo pripisati najvige jedan kardinalni broj, dok mozemo veliki
broj ordinalnih brojeva da pripiSemo. Kardinal je ono $to je zajednicko pres-
likavanjima koje nam omoguc¢ava da opiSemo ovu klasu dok je ordinal zapravo
vrsta izlistavanja svih ¢lanova, koja nam potom diriguje uredenje skupa, znajuci
prethodno kardinal.

4 Kantorov skup

Tako je Kantorova zamisao bila opstija a ovaj tradicionalno najéeséi vid Kanto-
rovog skupa putem ternarnih zapisa realnih brojva sa segmenta [0,1], mi éemo
se ipak na njega ograniciti. I ovaj jednostavniji prikaz biée nam dovoljan da
uo¢imo duboka svojstva ovog neobi¢nog skupa.

Definicija 4.1. Kantorov skup C jeste skup kojeg ¢ine brojevi sa segmenta [0,1]
koji ne sadrze jedinice u ternarnom zapisu.

Primjedba. Da ne bi doslo kod pometnje: mi ovde pod ternarnim zapisom ne-
kog broja iskljucivo razmatramo one koji beskrajno mnogo nenultih cifara. Na
taj nacin postizemo jednoznacnost i obezbjedujemo da je % =0,022... umjesto
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Slika 5: Kantorov skup u prvih sedam iteracija

Sta ova definicija zna¢i u smislu konstrukcije ovog skupa? Zapravo, znaci da
se ona vrsi rekurzivno:
Polazimo od segmenta [0,1] i iz njega otklonimo interval koji ¢ini sredi$nju tre-
¢inu. Preostale segmente podvrgnemo istom tretmanu. U prvom koraku izba-
cujemo (%, %) koji ¢emo oznaditi sa Aj;. Oznacimo sa Fj skup koji je nastao
poslije prvog koraka:

Fi=00,3U[2,1]=[0,1\ (4. 2)

odnosno dobijamo skup F; zapisujemo kao:

Fr=10,1]\ Ayy.

Isti postupak sprovodimo nad preostalim manjim intervalima te dobijamo
preostalim segmentima pa da je:

odnosno,

12 78
=5 ((* )U(§a§

9a§ ))

Za novodobijene intervale ¢emo uvesti oznake As; i Aoy Te se ovo sve moze
elegantnije zapisati kao

Fy = Fi \ (A21 UAg)

Primjenjujuéi izlozeni postupak dovoljan broj puta uo¢avamo zakonitost:
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2n—1

Fn:anl\ U Ank
k=1

de je

3k+1 3k+2

An = 5
P= (5 3n

)

Ovim postupkom konstruisemo Kantorov skup. Preciznije:

oo oo 2n7 1!

c=F.=01\1J U A

n=1 k=1

n=

Posto smo izlozili samu prirodu ovoga skupa, osvrnimo se i na pojedina nje-
gova svojstva koja ¢emo mjestimi¢no potkrijepiti dokazima a ponede usvojiti
slikovitim primjerom. Kantorov skup je karakteristi¢an po tome §to je: nepre-
brojivost, perfektan i Lebegove mjere 0.

Primjedba. C je kardinalnosti ¢

Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje f : C — P(N) koje definisemo formulom
Funkcija f svakom elementu z = (0.n1nsg ... ng...), de sun; 0 ili 2, iz Kanto-
rovog skupa dodjeljuje se podskup skupa prirodnih brojeva po sljede¢em pravilu:

f(O.nynang...ng) = {i1,i2,43...}

de su ovo indeksi elemenata koji su razli¢iti od 0.

Pokazacemo da je slika ovoga preslikavanja naprebrojiv skup. O¢ito, slika
ovog preslikavanja je podskup od P(N) \ K de je a € K akko je a kona¢ni
podskup od N. Na$ je zadatak da pokazemo da je kadinalnost od K zapravo
Ny. Medutim, ovo nam sigurno vazi jer za bilo koje k& € N podskupova sa k
elemenata ima prebrojivo, a znamo da je prebrojiva unija prebroijivih skupova
prebrojiv skup. Dakle, kardinalnost od C je «. O

Primjedba. Kantorov skup je neprazan i zatvoren

Dokaz. Primijetimo da 0 € F,, za svako n € N, pa slijedi da 0 € C i da je skup
C neprazan.
Uoc¢imo da je za svako n € N i svako k € 1,2,...,2" 1 skup A, otvoren,

n—1
slijedi da je U, Uizl A, otvoren kao beskona¢na unija otvorenih skupova i

n—1
kako skup C mozemo zapisati C = [0,1] \ U,_, Uizl Ap to slijedi da je skup
Kantorov skup C zatvoren kao komplement otvorenog skupa u odnosu na skup
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[0, 1].
MoZemo ovo svojstvo pokazati i na sljedeéi nacin.

Svaki od skupova F), je zatvoren kao unija Kona¢nog broja zatvorenih in-
tervala, pa je i njihov presjek zatvoren skup. Slijedi, Kantorov skup C je zatvo-
ren. O

Primjedba. Kantorov skup nema izolovanih tacaka

Dokaz. Neka je x € C tacka Kantorovog skupa i neka je € > 0. Neka je I =
(x — €, + €) e-okolina tacke z. Neka prirodan broj n zadovoljava nejednakost
37" < ¢, tada postoji tacno jedan interval [a,, b,] koji je nastao u n-tom koraku
i ¢ija je duzina 3™ i sadrzi tacku x. Pri tome je [a,,b,] C I. Kako interval
[@n, by] sadrzi kontinuum mnogo tacaka (jer je iste kardinalnosti kao i pocetni
Kantorov skup), to onda i e-okolina tacke x sadrzi kontinuum mnogo tacaka a
to povladi da tacka x nije izolovana. Slijedi da F' nema izolovanih tacaka. [

Primjedba. Kantorov skup je nide gust

Dokaz. Neka je I C [0,1] interval i z € C N I. Tada postoji odsjecak [ay,by]

tako da z € [an, b,] C I. Sada posmatrajmo interval A, C I, ovaj interval ne

sadrzi nijednu tacku Kantorovog skup C. Dakle, skup C je nide gust.
Zaklju¢ujemo, Kantorov skup je savrsen i nide gust skup.

Primjedba. Kantorov skup je Lebegove mjere 0

Dokaz. Pokazimo da je skup C Lebegove mjere 0.
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Na kraju, da bismo kompletirali navodenje svih neobi¢nih svojstava ovoga
skupa, recimo jo$ da C predstavlja prvi otkriveni fraktalni skup. To, opuSteno
govoredi, da pri uveliGavanju ovoga skupa dobijamo isti skup.

5 Hipoteza kontinuuma

Govoreéi grubo, u ovoj hipotezi izneSeno koje su to moguée veli¢ine beskona¢nih
skupova. Ona tvrdi:

Ne postoji skup ¢ija je kardinalnost striktno izmedu skupa cijelih brojeva i
skupa realnih brojeva.

Formalnije napisano:
Tvrdenje 5.1. $A : X, < |A] < 280

Kantor, vjerujuéi u istinitost ovog tvrdenja pokuSavao vise godina da ga
bezuspjesno dokaze. Medutim, iako sama ova hipoteza nije dokazana nije ni
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opovrgnuta. Stavise, americki matematicar Koenn je nadovezujuéi se na Gede-
lov rad dokazao da je nezavisnost ove hipoteze od ZFC teorije skupova - teorije
skupova koju je njegov rad iznjedrio. Gedel je ustanovio jo§ 1940. godine da
je nemogucée opovrgnuti pomanutu hipotezu sa stanovista ZFC, dok je Koen
upotpunio ovo tvrdenje dokazom uz metod forsinga da ju je nemogucée dokazati.

Kako dokaz nezavisnosti hipoteze beskona¢nosti od ZFC teorije skupova vi-
Sestruko nadmasuje potrebe i domete ovog seminarskog rada kao i znanje samog
autora ovde ¢emo se zadovoljiti sljede¢om opaskom:

Dakle, ova hipoteza nam obezbjeduje sve moguée beskonacne skupove razvr-
stavamo po klasama ekvivalencije na taj nac¢in Sto ¢éemo dobiti izvjesnu diskretnu
strukturu. Ova osnovna postavka za sobom bi povukla i to da ne moZe postojati
kardinalni broje izmedu kardinalnosti nekog beskona¢nog beskona¢nog skupa i
kardinalnosti njegovog partitivnog skupa. Zapravo, skup transfinitnih brojeva
predstavlja, u nekom smislu, diskretan skup.

U Kantorovu ¢ast, David Hilbert je hipotezu kontinuum na konferenciji Me-
dunarodnog kongresa matematicara predstavio prvim problemom u nizu od 23
tada nerijeSena problema koje je smatrao klju¢nim za matematiku dvadesetog
vijeka.

Zivot, lik i djelo

Opsti pregled

Kao sto smo naveli u pocetku ovoga rada,
poseban osvrt zasluzuje kantorova li¢nost,
psihologija, vjerovanja i zivot kako bi se
na pravi naéin spoznala dubina njegove
misli. Ovo je stoga $to ovde nije u pita-
nju nije samo matematicki genije koji je svo-
jim intelektom daleko nadma$io svoju oko-
line ve¢ i jedna svestrana li¢nosti koja se
nije isticala samo po snazi koliko po pri-
rodi svojih ideja. Njegovo nau¢no djelo
plod je kreativnog i duhovnog procesa koji
je prozivljavao cijelim biéem zbog cega je
ovog neophodno sagledat kao cjelovitu li¢-
nost.

Po pravilu istori¢ati matematike u opstem
sluc¢aju vise polazu na idejama koje su proneSene nego li samim li¢nostima koje
ih sklapaju. Posljedi¢no, Zivot matemati¢ara i njegovo nauc¢no djelo razma-
traju se kao potpuno odvojene cjeline. Njegov Zivotopis je moguce od izvjesno
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ljudskog znacaja, ali njegova nau¢na djelatnost je uzeta kao srz njegovog djela.
Medutim, analiza li¢nosti kreativnog pojedinca moze da otkrije narav njegovog
velikog otkrica. Mi se drzimo toga da je u Kantorovom slu¢aju ovo osobito
ta¢no. Tako je mnogo podataka o Kantorovom zivotu nazalost propalo, sprije-
¢eni smo da ponudimo puniju Zivotopis ali po onome §to je opstalo pokusa¢emo
da sklopimo kakav-takav pregled

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor roden je zapadnoj trgovackoj kolo-
niji u Sankt Peterburgu, u Rusiji 3. marta 1845 godine, u kojem je zivio sve do
svoje jedanaeste godine. Sto se tise porijekla porodice Kantor, uzima se da vode
korijene iz Danske. Jasno je da je Kantorov ded zivio u Kopenhagenu ali za nje-
govog oca, Georga Voldemara Kantora, ne zna se zasigurno kada se nastanio u
Rusiju i daljem drustvenom polozaju cijele porodice. U svakom slucaju, imamo
podatak da je Georg Voldemar sticao obrazovanje koje predstavlja zametak du-
hovnosti koja je Kantora, kao formiranu li¢nost, drzala na okupu u njegovim
najcrnjim Zivotnim trenucima. Kantorova majka, Marija Ana Bem, rodena je u
Petrogradu i krstena je kao katolkinja. Njena porodica bila je vaskoliko muzicki
nadarena. StaviSe, brat Kantorovog deda Jozev Bem bio je upravnik Beckog
konzervaorijuma i tvorac jedne od najveéih Skola za violiniste koja je iznjedrila
brojne virtuoze onoga doba. étaviée, Georg kao najstariji od Sestoro dece jeste i
sam bio muzicki vrlo nadaren. Georg Voldemar je shodno vlastitim luteranskim
uvjerenjima vaspitavao svoju decu. Svestranost Kantora, koji je predstavljao
¢ovjeka koji veliko interesovanje pokazivao za brojne naucne, filozofske i umjet-
nic¢ke discipline pripisujemo kuénom vaspitanju koje je bilo tako naklonjeno.

Po sacuvanoj prepisci izmedu oca i sine Pored toga, smatra se da je oev
uticaj presudno uticao na Kantorov profesionalni angazman. Po onome §to je
poznato, Georg Voldemar ne samo da je bio neka vrsta uzora mladom Kantoru
vec 1 velike potpore u kasnijem Zivotu. Iako je svojim autoritetom na sina pre-
nio uvjerenja na kojima je poc¢ivao njegovo duhovno bice, podrzavao je sina pri
izboru struke sa kojom se nije narocito slagao.

Godine 1856. usljed bolesti Georga Voldemara, cijela porodica se seli prvo
u Vizbaden a nakon toga u Frankfurt , trazeé¢i blazu klimu za glavu porodice
nacetog zdravlja. Skolovanje u realnoj gimnaziji u Darmstatu Kantor navrsava
1860. godine sa najvisim odlikama posebno u oblasti matematike. Njegovo
obrazovanje nastavlja se na Svajcarskoj federalno politehnici 1862. poslije ¢ega
ubrzo umire njegov otac. Prilikom upisa na ovu Skosku ustanovu, otac Salje
sinu vrlo dirljivo pismo koje u svojoj obimnosti izlaze lijepo srz vjere koja je
naslijedena sa koljena na koljeno. Nedugo nakon ovog neocekivanog dogadaja,
Kantor se prebacuje svoje studije na Univerzitet u Berlinu slusajué¢i predava-
nja tada vodeé¢ih matematicara Leopolda Kronekera, Karla Vajerstrasa i Ernsta
Kumera. Jedan semestar je proveo na Univerzitetu u Getingenu, tadasnji ali i
kasniji centar matematickog istrazivanja. Kao dobar student, Kantor je stekao
svoj doktorat 1867. godine. Nedugo poslije angazmana u jednoj berlinskoj gim-
naziji, biva ponuden mjesto na Univerzitetu u Haleu de je kasnije proveo svoju
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cijelu karijeru.

Kantor se zeni 1874. godine za Valiju Gutman, sa kojom ¢e imati Sestoro
dece. SteCeno bogatsvo sa oceve strane omogucéavalo mu je da odrzava porodicu
usljed skromne profesorske plate. U sli¢no vrijeme sti¢e vazno prijateljstvo sa
Rikardom Dedekindom sa kojim vodi brojne rasprave koje su bitno uticale na
njegov naucni rad. Ubrzo biva i prozvan u zvanje vanrednog te i redovnog
profesora - sa svega 34 godine §to je u to vrijeme predstavljalo osobitu pocast.
Ipak, Kantor je u Haleu bio daleko od aktuelnih matematematickih zbivanja
ubog ¢ega je htio nastavi svoj angazman na Univerzitetu u Berlinu na kojemu
je proveo i studijeske dane. U ovom pokusSaju je osujeéen i kao glavni krivac
uzima se Leopold Kroneker, njegov nekadasnji profesor koji danas slovi kao
jedan od osnivaca konstruktivizma. Kroneker je nastojao svom silom da pokopa
ugled koji je poceo da gradi u naucnoj javnosti. Namjerno je odugovlacio sa
objavljivanjem njegovih ¢lanaka u brojnim ¢asopisima u kojima je bio urednik,
okaraksterisao ga kao da "kvari omladinu" te da je "nau¢ni Sarlatan". Kad
kod se prijavio na konkurs sa novog profesora u Berlinu, bivao je uvijek odbijen
¢emu je glavni razlog bio upravo Kroneker. Ovakav stav koi je zauzeo je Kantoru
zatvorilo brojna vrata i ucinilo je nemogué¢im da ikad napusti Hale.

DusSevno zdravlje

Prvi ozbiljni nervni slom dogodio se Kantoru nedugo poslije trideset devetog
rodendana, u prolje¢e 1884. Ova epizoda njegovog Zivota uvijek je igrala veliku
ulogu u senzacionalnim prikazima njegovog zivot, od kojih nijedan nije tako ne-
maran i nepouzdan kao onaj od E. T. Bela. Nezadovoljan mnjenjem koje je iznio
1927. Suﬂajz da je glavni razlog Kantorovog sloma sukob sa Kroneker, Bel se
rijeSio da uzme kao sredstvo popularnu psihologiju i sklopi predvidljivu i neori-
ginalnu frojdovsku analizu. NaSavsi bez pokri¢a korijen Kantorov unutrasnjeg u
njegovom detinjsvu svalio je svu krivicu na njegovog oca. S druge strane, stvari
detalji koji se ti¢u Kantorove bolesti, kako je danas shvac¢eno njegovo stanje, su
daleko zanimljivije nego analiza koja je na brzu ruku sklopio Bel i nudi daleko
bolji uvid u njegovu li¢nost.

Prvi nervi slom je Kantora zadesio u Parizu kad je sastanc¢io sa jednim bro-
jem vrsnih francuskih matemati¢ara medu kojima su bili: Ermit, Pikar i Apel
te je blazeno izvijestio Mitag-Leflera da je iz novostecenog poznanstva sa Poen-
karem te da je bio sre¢an §to ovaj razumije lijepo koncept transfinitnih brojeva
i njegove primjene na funkcionalnu analizu. Tokom boravka, grupa francuskih
matematicara napustila je Pariz, §to je ostavilo Kantoru rijeSene ruke da utoli
svoju potrebu za muzikom i pozoristem. Nedugo zatim, od njega je hitno zah-
tijevano da se vrati kuéi zbog neocekivanih porodi¢nih okolnosti nakon cega ga
je zadesio slom. Tako nemamo sve potrebne podatke da tvrdimo Sta je uzrok,
popriliéno osnovano i vrlo uvrezeno misljenje da u ovome veliku zaslugu ubire
Kroneker. Ovaj za svoje vrijeme izrazito uticajni matematicar glavni je i pos-
tojani neprijatelj cjelokupnom Kantorovom radu. Nije se ustezao i od li¢nih
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kvalifikacija nazivajuéi ga Sarlatanom i neznalicom. Od osobitog znacaja je pri-
tisak koji je vrsio na mladeg kolegu da dokaZe svoju ’kontinuum hipotezu’ koja
navodno treba da prestavlja centralni dio njegovog rada. Kao §to smo videli,
postavka ovog zadatka daleko nadmasuje vrijeme u koje je zivio Kantor i ne
moze se dokazati ili opovrgnuti sa stanovista teorije skupova koja se po njego-
vom radu zasnovala. Razlozno je misliti da je upravo ovaj o$eéaj nesposobnosti
da dokaZe ono u Sta je toliko pomno vjerovao i osuje¢enost u profesionalnom
pogledu upravo ono §to ga je dovela do ovakvog sloma. Cak i po §turim infor-
macijama koje imamo o Kantorovom Zzivotu, znamo da je ovo njegovo stanje
zapravo manic¢na depresija. Uzroci mogu biti razni, i ne isklju¢ujemo da su
donekle bili vezani za njegovu duhovnu djelatnost i vjerovanja ali zasigurno tvr-
dimo da su krize u koje je godina sve ¢eS¢e zapadao posljedica profesionalne
osujeCenosti 1 neprijateljstkog stava glavnine tadaSnjeg matematickog svijeta.
Ovi periodi sloma i novom ushié¢enja, koje je uvijek navracalo zbog nacina do-
zivljavanja vlastitih ideja umnogome su odredivali njegovu nau¢nu djelatnost
koja je mjestimi¢no presahla kako bi bujicom nastavila.

Kao rezultat ovog stanja, Kantor se odluc¢uje da batali matematiku jedno
vrijeme i1 umjesto toga da predaje filozofiju umjesto matematike na njegovom
mati¢nom univerzitet u Haleu. Ovaj nagli preobrazaj namjerno je napravio
kako bi sprije¢io moguéi ponovni nastup njegove bolesti - vjerujuéi da bi manje
bavljenje matematikom ucinilo kljuénu stvar. Jedno vrijeme, ova strategija se
pokazala uspjesnom sve do 1899. godine kada dozivljava ponovni slom. Kantor
je opet suocen sa brojnim kako li¢nim tako i profesionalnim dilemama. Baveci
se pri svojem radu opet teorijom skupova, kako saznajemo iz njegove prepiske sa
Dedekindom, vraca se na teren hipoteze kontinuum koja mu izmi¢e. O dubini
tuge u koju je zapao govori i pismo Ministarstvu kulture u kojem je iznio zahtjev
da u potpunosti napusti profesorski poziv. Dok god njegova ipak skromna plata
ne bi bila umanjena bio bi zadovoljan poslom bibliotekara. Nikakvo istaknuto
zvanje nije neophodno, samo mu treba nesto da se trsi njemackog univerziteta.
Nastojao je da li8i ministarstvo svake sumnje u saradnju po ovom pitanju. Na-
glasavao je svoje kvalifikacije - u smislu poznavanja istorije i knjizenovi pto je
temeljio na njegovim radovima na temu Bejkon—gekspirovskog pitanja. Cak je
iSao dotle da rece da je njegovo istrazivanje koje se ticalo prvog engleskog kralja
ne bi omanulo da zaprepasti tadagnju englesku vladu! Htio je da ovome doda
notu hitnosti pod prijetnjom da bi se on obratio ruskim diplomatskim krugo-
vima koji bi, buduéi da je roden u tamo, bili njemu naklonjeni toliko da ga
prime u sluzbu cara Nikolaja II.

Po svemu sudeéi nista od ovoga nije urodilo plodom. Njegovom novi slom
ostavio ga niSta uspjeSnijim nego onaj prvi. Ostao je na predaje u Haleu kao
redovni profesor. Dobar dio 1899 bio je hospitalizovan ali prije nego §to se ova
godina dovrsila ¢itavu porodicu Kantora zadesila je velika nesreéa. Pored toga
§to su mu u kratkom vremenskom razdoblju preminuli majka i brat, kona¢ni
udarac je porodici Kantora zadat iznenadnom smrcéu sina koja je nastupila to-
kom posebnom predavanja na temu Bekon—éekspirovskog pitanja. Tako je deti¢
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bio slabasan u najranijim danima, vremenom je jac¢ao. Njegov duh, kako je
Feliksu Klajnu pisao, ja¢ao je shodno njegovom tijelu. Rudolf, njegov sin, bio je
vrlo ralentovan za muziku koju je njgov otac napustio ne bi li se bavio matema-
tikom. Nikad nije dovoljno zaZalio $to je napustio svijet muzike i bio je utjeSen
nadom da necée gubiti kontakt sa tim umjetnic¢kim svijetom uz pomo¢ sina koja
je naprasno zgasla.

Odrzavajuéi jedno vrijeme izvjesnu ravnotezu, novi slom ga je zadesio 1902.
godine usljed ¢ega provodi u bolnici za dusevno bolesne zbog ¢ega je osloboden
svojih profesorskih duznosti bio za zimu 1902.-1903. Manje od godinu dana od
ovog boravka biva opet hospitalizovan nakon ¢ega biva ucestalo priman i otpu-
Stan iz lokalne duSevne bolnice grada Hale.

Jos§ jedan veliki udarac Kantor je pretrpio na Tre¢em medunarodnom kon-
gresu matematicara u Hajdelvergu kada je Julius Kenig svojim nau¢nim rado-
vima doveo u pitanje samo polaziste teorije transfinitnih brojeva. Da bi stvar
bila gora, Kantor je javno obrukan i to posto je na ovaj dogada sa dvijema svo-
jim 8¢erima. Nakon ovoga Kantor je unezvjeren provodio dane trazeé¢i gresku
u Kenigovom radu , koji se potom ispostavio neta¢nim. Ne iznenaduje da je
ovoliko uzbudenje bilo previse za Kantora ve¢ dobro na¢etog mentalnog zdravlja
usljed Cega je u tri navrata poduze vremena provodio u duSevnoj bolnici u Ha-
leu, nakon ¢ega je prebacen u novo ljeciliste. Zadnji put je prijavljen u kliniku
u Haleu 11. maja 1917 godine. Nije mu se odlazilo tokom smjestaja konstantno
piSe porodici da ga vrate ku¢i. Nije mu dozvoljeno da se vrati kuéi. Jedno
od zadnjih sa¢uvanih pisama koja je uputio svojoj Zeni govore o dubini depre-
sije koju je zapao ali prilikom koje nije izgubio neku umjetni¢ku nit. Kantor
je do sljedeé¢e zime ¢amio u svojem intimnom zatvoru do Sestog januara 1918.
godine, naizgled zbog otkaza rada srca. Edmund Landau je pisao Kantorovoj
Zeni, Valiji Gutman, neposredno poslije njegove smrti da je ono §to je Kantor
predstavljao nikada neée umrijeti. éovjek mora biti zahvala, on je zapazio, §to
je CovjeCanstvu dat Georg Kantor iz ¢ijeg ¢e rada potonje generacije uciti. Ovo
je zakljucio rekavsi : "Nikada niko nece ostati vise ziv."
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