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Ïîñâåòà

Çàõâà§ójåì ñå ìîjèì íàjìèëèjèìà
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Aïñòðàêò

Ðàçëîã çáîã êîãà ñàì æå§åëè äà îáðàäèìî îâó òåìó jå âåëèêî èíòåðåñîâà»å

çà ðàñïîäjåëó ïðîñòèõ áðîjåâà. Ïðèâóêëa íàñ jå ìèñòåðèjà íåïðåäâèäèâîñòè êîjà

îïèñójå ðàñïðîñòðà»åíîñò ïðîñòèõ áðîjåâà. Íàðàâíî, îâèì ðàä jå òåìå§åí íà

èçó÷àâà»ó òåîðèjà êîjå ñó ïîñòàâèëè íàjâå£è ñàâðåìåíè ìàòåìàòè÷àðè. Ïðîñòè

áðîjåâè ñó ìîæäà íàjâèøå èñòðàæèâàíà òåìà êîjîì ñå íàjâå£à íàóêà áàâè, à îäãî-

âîðè jîø óâèjåê íèñó äàòè. Òðàãàjó£è çà »èìà, ñëóøàëè ñìî ïðåäàâà»à íàjâå£èõ

ìàòåìàòè÷àðà äàíàø»èöå, ÷èjà ðàçìàòðà»à ñìî îáðàäèëè è ïîêóøàëè äà ïðè-

áëèæèìî.

Íà ñàìîì ïî÷åòêó, äåôèíèñà£åìî è îájàñíèòè íåîïõîäíå ïîjìîâå, à çàòèì äî-

êàçàòè òåîðåìå êîjå £å íàñ óâåñòè ó ïðè÷ó î ïðîñòèì áðîjåâèìà. Oájàñíè£åìî

»èõîâ ïðèêàç, à çàòèì ñå îñâðíóòè íà êàðàêòðèñòè÷íå áðîjåâå, êîjè ñó ó âåëèêîì

ïîìîãëè äà äî¢åìî äî âàæíèõ ðåçóëòàòà. Ïîêóøà£åìî äà ó¢åìî ó ñðæ ïðîáëå-

ìàòèêå è îájàñíèìî ïðîáëåì ðàñòîjà»à èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà.

Äàêëå, îä jåäíîñòàâíîñòè äî âðëî êîìïëèêîâàíèõ çàê§ó÷àêà êîjå äîíîñèìî, óëà-

çèìî ó ñâèjåò ïðîñòèõ áðîjåâà.
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Abstract

The reason I wanted to deal with this topic is huge interest in distributing prime

numbers. I was attracted by a mystery of unpredictability that describes the prevalence

of primes. Of course, this work is based on studying the theories set by the greatest

mathematician today. Primes are perhaps the most explored topic with which the

biggest science deals, and the answers are still not given. Looking for them, we

listened to the lectures of the greatest mathematicians of today, whose considerations

we have processed and tried to get closer.

At the very beginning, we will de�ne and explain the necessary concepts, and then

prove the theorems that will introduce us into the story of primes. We will explain

their presentation, and then look at the characteristic numbers, which greatly helped

us to get important results. We will try to get at the core of the problem and explain

the problem of distance between primes.

So, from simplicity to very complicated conclusions we bring, we enter the world

of free numbers.
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Ãëàâà 1

Óâîä

Êàäà je Áeêàì ïðeøàî ó Ðeàë Ìàäðèä ôàñöèíàíòàí je áèî îäàáèð áðîjà íà

»eãîâîì äðeñó. Ñâè ñó áèëè ó ÷óäó çàøòî je áàø èçàáðàî áðîj 23. Âeëèêè Ðàóë

èìàî je 7 íà ëe¢èìà. Ðîíàëäî, íàjáî§è èãðà÷ äàíàø»èöe 11, äîê è ó êîøàðöè

Ì. �îðäàí je îñâàjàî òèòóëe ñà 23îì. Îâè èãðà÷è áèëè ñó êðóöèjàëíè ñàñòàâ

ñâîjèõ òèìîâà è ñâè ñó èãðàëè ñà ïðîñòèì áðîjeâèìà íà äðeñeâèìà. Ïðîñòè áðî-

jeâè ñó äje§èâè ñà ñîáîì è ñà jeäèíèöîì. Òèìîâè, ÷èjó ñó ÷àñò áðàíèèëè ñó

áèëè ñâjeñíè îâèõ ñïîðòñêèõ âeëè÷èíà è òîãà äà ïîájeäe áeç »èõ íeìà. Çàòî îíè

ïîñòàjó íeäje§èâ äèî eêèïe, à îâè áðîjeâè êðèjó òàjíó óñïjeõà. Ïðîñòè áðîjeâè

ïðeäñòàâ§àjó jeäíó îä íàjâe£èõ ìèñòeðèjà ìàòeìàòèêe. �èõîâèì ìíîæe»eì äî-

áèjàìî ñâe áðîjeâe, äîê îíè ãðàäe ñàìî ñeáe. Çáîã »èõîâe íeäje§èâîñòè íàçèâàìî

èõ àòîìèìà àðèòìeòèêe.

Íàïðàâèòå çâó÷íè òàëàñ, îí jå ãëàñàí êàä jå áðîj ïðîñò, òèõ êàä íèjå. Ïîñìàòðàjìî

ôóíêöèjó ìàòåìàòè÷êè. Ñëóøàjó£è òàëàñ óçèìàìî îäãîâàðàjó£è ôóíêöèjó. Ìå-

¢óòèì, íîòå íàì äàjó ïîâåçàíîñò, àëè íå îäãîâîð.

Ó ðàäó £åìî âèäjåòè íàjáèòíèjå, àëè è íàjçàíèì§èâèjå ÷è»åíèöå î ïðîñòèì áðî-

jåâèìà.
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Ãëàâà 2

Òåîðèjà ïðîñòèõ áðîjåâà

Ïðîñòè áðîjåâè ïðåäñòàâ§àjó jåäíó îä íàjâå£èõ ìèñòåðèjà ìàòåìàòèêå. Äà áè

ïðèáëèæèëè »èõîâ ñâèjåò, ïðâî £åìî îájàñíèòè îñíîâíå ïîjìîâå è íàâåñòè íàjâà-

æíèjå òåîðåìå.

Äåôèíèöèjà 1. Íåêà ñó a è b öèjåëè áðîjåâè, ãäjå jå b 6= 0 . Êàæåìî äà áðîj a

äèjåëè áðîj b àêî ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj t òàêàâ äà âàæè: b = t · a. Çàïèñójåìî:

a | b.

Äåôèíèöèjà 2. Áðîj a > 1 je ïðîñò óêîëèêî je äje§èâ ñàìî ñà ñîáîì è ñà jeäè-

íèöîì. Áðîj êîjè íèjå ïðîñò jå ñëîæåí.

Äåôèíèöèjà 3. Áðîj k jå íàjâå£è çàjåäíè÷êè äjåëèëàö áðîjåâa a è b, ñà îçíàêîì

íçä(a, b), àêî k|b è k|a è íå ïîñòîjè k′ > k òàêî äà k′|a è k′|b.

Äåôèíèöèjà 4. Áðîjeâè a è b ñó ðeëàòèâíî ïðîñòè àêî je íàjâe£è çàjeäíè÷êè

äjeëèòe§ áðîjeâà a è b jeäíàê 1, òj. áðîjeâè a è b íeìàjó çàjeäíè÷êèõ ôàêòîðà

èëè íçä(a,b)=1.

Äåôèíèöèjà 5. Ïðàâè äjåëèòå§ ïðèðîäíîã áðîjà a jå áðîj b êîjè äèjåëè òàj áðîj

ðàçëè÷èò îä 1 è îä »åãà ñàìîãà.
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Òåîðåìà 1. Ñâàêè ïðèðîäíè áðîj jå äje§èâ ñà áàð jeäíèì ïðîñòèì áðîjeì.

Äîêàç.

Àêî je n ïðîñò áðîj, äje§èâ je ñàìèì ñîáîì, à àêî je ñëîæeí îíäà èìà ïðàâå

äjåëèòå§å. Ìe¢ó »èìà ïîñòîjè íàjìà»è. Îçíà÷èìî ãà ñà p. Îí ìîðà áèòè ïðîñò

áðîj, jeð àêî áè áèî ñëîæeí, ïîñòîjàî áè »åãîâ ïðàâè äjåëèòå§, à òî áè áèî ójåäíî

è äjåëèòå§ îä n, ìà»è îä p. Òî íàñ äîâîäè äî êîíòàäèêöèjå.

Òåîðåìà 2. Ñâàêè ñëîæeí áðîj ìîæeìî íàïèñàòè êàî ïðîèçâîä ïðîñòèõ áðî-

jeâà.

Äîêàç.

Íeêà je p1 íàjìà»è ïðîñò áðîj, ïðàâè äjåëèëàö ñëîæeíîã áðîjà n. Òàäà ïîñòîjè

q1, òàêî äà q1 =
n
p1
èìàìî

n = p1 · q1.

Àêî je q1 ñëîæeí, îíäà ïîñòîjè íàjìà»è ïðîñòè áðîj p2 òàêàâ äà n = p1 · p2 · q2.

Íàñòàâ§àìî ïîíàâ§à»å îâîã ïîñòóïêà. Ó jåäíîì òðåíóòêó ñâàêè ñëîæåí äjåëè-

ëàëàö áðîjà n £å áèòè ïðåäñòàâ§åí ó îáëèêó ïðîèçâîäà ïðîñòèõ, à áðîj n êàî

ïðîèçâîä ñâèõ:

n = p1 · p2 · · · pn

, ãäjå je n > q1 > q2 > q3...

Äåôèíèöèjà 6. Ïðeäñòàâ§à»e áðîjà n ó îáëèêó ïðîèçâîäà ïðîñòèõ áðîjåâà íà-

çèâàìî êàíîíñêè îáëèê áðîjà n.

Òåîðåìà 3. Ñâàêè öèjeëè áðîj n > 1 ñe ìîæe ïðeäñòàâèòè ó êàíîíñêîì îáëèêó.

Äîêàç.

Àêî je n ïðîñò áðîj, òâð¢e»e î÷èãëeäíî âàæè.
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Ïðeòïîñòàâèìî äà òâð¢e»e âàæè çà ñâàêè ñëîæeí áðîj ìà»è îä n. Àêî je n

ñëîæeí áðîj, òàäà ïîñòîjè öèjeëè áðîj d òàêàâ äà je 1 < d < n è d|n. Îçíà÷èìî

ñà m íàjìà»è òàêàâ áðîj. Áðîj m íe ìîæe áèòè ñëîæeí, jeð áè ó òîì ñëó÷àjó

ïîñòîjàî öèjeëè áðîj k, òàêàâ äà je 1 < k < m è k|m, øòî ïîâëà÷è äà je k|n. Òî je,

ìe¢óòèì, ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðeòïîñòàâêîì äà je m íàjìà»è öèjeëè áðîj âe£è

îä 1 êîjè je äjeëèòe§ îä n. Äàêëe, m je ïðîñò áðîj. Îçíà÷èìî ãà ñà p1. Ñëèjeäè

äà je n = p1 · n1, ãäje je 1 < n1 < n . Ïî ïðeòïîñòàâöè èíäóêöèje áðîj n1 ñe ìîæe

ïðeäñòàâèòè ó îáëèêó ïðîñòèõ ôàêòîðà, ïðeìà òîìe, îíäà ìîæe è n. Ãðóïèøó£è

jeäíàêe ïðeîñòàëe ôàêòîðe áðîjà n, çàê§ó÷ójeìî äà ñe ñâàêè öèî áðîj âe£è îä 1

ìîæe ïðeäñòàâèòè ó îáëèêó ïðîèçâîäà

n∏
i=1

pαi
i i = 1, 2, .., n.

Äåôèíèøó£è îñíîâíå ïîjìîâå è òåîðåìå íåîïõîäíå çà íàø ðàä, ïîòðåáíî jå

ôîðìóëèñàòè è äîêàçàòè òåîðåìó êîjà jå âðëî çíà÷àjíà êàêî çà ñàìó àðèìåòèêó ,

òàêî è çà Òåîðèjó áðîjåâà. Ðèjå÷ jå î Îñíîâíîj Òeîðeìè Àðèòìeòèêe, êîjó íàâî-

äèìî ó äà§åì òåêñòó.

Òåîðåìà 4. Ñâàêè öèjeëè áðîj n ≥ 1 èìà jeäèíñòâeí êàíîíñêè îáëèê.

Äîêàç.

Êàíîíñêî ïðeäñòàâ§à»e ïîñòîjè íà îñíîâó Òeîðeìe 4. Ïðeîñòàje äà äîêàæeìî äà

je òî ïðeäñòàâ§à»e jeäèíñòâeíî. Ïðeòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè ïîçèòèâàí ñëîæeí

áðîj âe£è îä 1 êîjè ñe ìîæe íà äâà ðàçëè÷èòà íà÷èíà ïðeäñòàâèòè ó êàíîíñêîì
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îáëèêó. Íeêà je n íàjìà»è òàêàâ áðîj ñà ïðeäñòàâ§à»èìà:

n = p1 · p2 · ... · pk n = q1 · q2 · ... · qm.

Íe ïîñòîjè ïðîñò áðîj p êîjè ñe ïîjàâ§óje ó îáje êàíîíñêe ðeïðeçeíòàöèje áðîjà n,

jeð áè ó òîì ñëó÷àjó è áðîj n′ = n
p
êîjè je ìà»è îä n, èìàî äâèje ðàçëè÷èòe êàíîí-

ñêe ðeïðeçeíòàöèje, øòî je ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðeòïîñòàâêîì î ìèíèìàëíîñòè

áðîjà n. Ìîæeìî ïðeòïîñòàâèòè äà je

p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pk q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qm

. Çà ïðîñòe ôàêòîðe p1 è q1 âàæè p1 6= q1 , ïà ìîæeìî óçeòè p1 < q1.

Íeêà je N = p1 · q2 · . . . · qm. Êàêî je p1|n è p1|N , ñëèjeäè äà je p1|(n−N), ãäje

je

n−N = (q1 − p1) · q2 · ... · qm > 1.

Ñëèjeäè äà ñe áðîj n−N ìîæe íàïèñàòè ó îáëèêó p1 · t1 · ... · th, ãäje ñó òè ïðîñòè

áðîjeâè çà i = 1, 2, . . . , h. Ñà äðóãe ñòðàíe, àêî je q1−p1 > 1 , îíäà ñe q1−p1 ìîæe

íàïèñàòè êàî ïðîèçâîä ïðîñòèõ ôàêòîðà, íà ïðèìjeð (q1 − p1) = r1 · r2 · r3... · rs ,

ïà äîáèjàìî, íà äðóãè íà÷èí, ó îáëèêó ïðîèçâîäà ïðîñòèõ ôàêòîðà:

N − n = r1 · r2 · ... · rs · q2 · q3... · qm.

Îâà ïîñëeä»à ôàêòîðèçàöèjà íe ñàäðæè ïðîñò ôàêòîð p1. Çíàìî äà je p1 6= 1 , çà

i = 1, 2, . . . ,m; ñà äðóãe ñòðàíe p1 6= rj, çà j = 1, 2, . . . , s, jeð p1 íèje äjeëèòe§ îä

p1− q1. Äàêëe, áðîj n−N èìà äâèje ðàçëè÷èòe ôàêòîðèçàöèje, jeð ñàìî jeäíà îä

»èõ ñàäðæè ïðîñò ôàêòîð p1. Òî âàæè è ó ñëó÷àjó êàäà je p1− q1 = 1. Ìe¢óòèì,
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1 < n − N < n øòî je ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðeòïîñòàâêîì î ìèíèìàëíîñòè áðîjà

n äà íå ïîñòîjè öèî áðîj âe£è îä 1, êîjè ñe ìîæe ïðeäñòàâèòè íà äâà íà÷èíà ó

êàíîíñêîì îáëèêó.

Òåîðåìà 5. (Åóêëèä) Ñêóï ñâèõ ïðîñòèõ áðîjeâà je áeñêîíà÷àí.

Äîêàç.

Ïðeòïîñòàâèìî ñóïðîòíî òj. äà èõ èìà êîíà÷íî ìíîãî. Àêî èõ îçíà÷èìî ñà

p1, p2, . . . , pn òàäà äeôèíèøåìî

P = p1 · · · pn + 1.

Òàäà P íèje äje§èâ ñà íèòè jeäíèì ïðîñòèì áðîjeì, à èç ïðâe òeîðeìe çàê§ó-

÷ójeìî äà je P èëè ïðîñò èëè èìà ïðîñòîã äjeëèòe§à êîjè je òàäà ðàçëè÷èò îä

ñâèõ pi, i = 1, ..., n . Òî je ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðeòïîñòàâêîì òe ñìî äîêàçàëè

òâð¢e»e.

Çíàjó£è ïðåòõîäíî ôîðìóëèñàíå òåîðåìå, ïîñòàâ§àìî ïèòà»å ïðèêàçàòè ïðîñòå

áðîjåâå? Íàâîäèìî ïðèìjåð êàêî òî èçãëåäà ó c++ êîäó.
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Jåäàí îä íà÷èíà äà ïðèêàæåìî ïðîñòå áðîjåâå jå äà íàöðòàìî ïðàâîóãëó ñïè-

ðàëó è ïîñìàòðàìî äèjàãîíàëå. Íà òèì äèjàãîíàëàìà âèäjå£åìî ñàìî ïðîñòå

áðîjåâå. Ïîìåíóòà ñïèðàëà, î êîjîj £åìî ãîâîðèòè, íàçèâà ñå Óëàìîâà ñïèðàëà.

2.1 Óëàìîâà ñïèðàëà

Óëàìîâà ñïèðàëà je jeäíîñòàâàí íà÷èí âèçóàëèçàöèje ïðîñòèõ áðîjeâà. Ïî-

òðeáíî je íàïèñàòè áðîjeâe îä 1 ïà íàäà§e ó îáëèêó ïðàâîóãëe ñïèðàëe, òe íà-

êîí òîãà ïîáðèñàòè ñâe áðîjeâe îñèì ïðîñòèõ, íà òàj íà÷èí ñe äîáèjó çàíèì§èâè

îáëèöè. Îòêðèî jó je Ñòàíèñëàâ Óëàì 1963. ãîäèíe äîê ñe äîñà¢èâàî íà ñàñòàíêó

öðòêàðàjó£è ïî ïàïèðó, ïðèìjeòèâøè äà ñe ïðîñòè áðîjeâè íàëàçe íà äèjàãîíà-

ëàìà. Óáðçî íàêîí òîãà je ñà ñaðàäíèöèìà Ìàjðîíîì Ñòåjíîì è Ìàðêîì Âåëñîì

êîðèñòe£è ÌÀÍÈÀÊ II (Mathematical Analyzer Numerical Integrator Computer

7



Model II ) ó èñòðàæèâà÷êîj ëàáîðàòîðèjè ó Ëîñ Àëàìîñó, ãeíeðèñàî ñëèêó ñïè-

ðàëe êîjà je îáóõâàòàëà áðîjeâe äî 65,000.

Íàêîí øòî ñìî îäãîâîðèëè íà ïèòà»å êîjå ñå îäíîñè íà êàðäèíàëíîñò ñêóïà ïðî-

ñòèõ áðîjåâà, òå óòâðäèëè äà èõ èìà áåñêîíà÷íî, çàíèìà íàñ äà ëè ïîñòîjè øàáëîí

ïî êîì ìîæåìî åôèêàñíî èçäâîjèòè ïðîñòå áðîjåâå? Îâèì ïèòà»åì, ìå¢ó ïðâèìà,

áàâèî ñå ñòàðîãð÷êè ìàòeìàòè÷àð Åðàñòîòeí. Òà ìåòîäà êîjó jå óñòàíîâèî jå ïðå-

ïîçíàòà êàî Åðàñòîòeíîâî ñèòî.

2.2 Åðàñòîòeíîâî ñèòî

Ïðèje îïèñèâà»à Åðàñòîòåíîâîã ïîñòóïêà èñòè÷åìî òeîðeìó íà êîjîj ñå òî

çàñíèâà.

Òåîðåìà 6. Ïðèðîäàí áðîj n je ñëîæeí àêî è ñàìî àêî jå äjå§èâ ïðîñòèì áðîjåì

p çà êîjè âàæè p ≤
√
n.
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Ñëèêà 2.1: Óëàìîâà ñïèðàëà êîjà îáóõâàòà áðîjeâe äî 65,000.

Äîêàç.

Àêî n èìà ïðîñò ôàêòîð p ≤
√
n, òàäà je n, î÷èãëeäíî, ñëîæeí áðîj. Îáðàòíî,

àêî je p íàjìà»è ïðîñò ôàêòîð ñëîæeíîã áðîjà n, òàäà je

n = p ·m,

çà íeêè öèî áðîj m è ïðè òîìe je m ≥ p . Ñëèjeäè äà je p ≤
√
n.
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Íà îâîì êðèòeðèjóìó ñe è çàñíèâà àëãîðèòàì, ïîçíàò ïîä íàçèâîì Åðàñòî-

òeíîâî ñèòî, ïðèìjå»åí ó3. âèjeêó ïðe íîâe eðe. Åðàñòîòeíîâ àëãîðèòàì ñàñòîjè

ñe îä ñëeäe£èõ êîðàêà:

1. Èñïèñàòè ó íèç ñâe ïðèðîäíe áðîjeâe îä 2 äî n.

2. Óî÷èòè ó íèçó ïðâè áðîj êîjè íèje íè ïîäâó÷eí íè ïðeöðòàí è ïîäâó£è ãà,

à çàòèì ïðeöðòàòè ñâe »eãîâe ñàäðæèîöe ó íèçó.

3. Àêî ñó ñâè áðîjeâè ó íèçó îçíà÷eíè (ïîäâó÷eíè èëè ïðeöðòàíè) ïîñòóïàê je

çàâðøeí; ó ïðîòèâíîì, ïðèìjeíèòè êîðàê 2.

Ïî çàâðøeòêó ïîñòóïêà äîáèjàìî ñâe ïðîñòe áðîjeâe íe âe£e îä n. Òî ñó, íà

íàðåäíîj ñëèöè, çàîêðóæåíè áðîjeâè:

Ïîïóò Åðàñòîòåíîâîã àëãîðèòìà, ãåíåðàöèjå ìàòåìàòè÷àðà ñó ïîêóøàâàëå äà

äî¢ó äî jåíäíîñòàâíîã ïîñòóïêà ñåëåêöèjå ïðîñòèõ áðîjåâà ó ñêóïó ïðèðîäíèõ.

Ïàð òèõ ïîêóøàjà jå ïðåäòñàâ§åí è ó íàðåäíîì ïîãëàâ§ó.
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Ãëàâà 3

Ôåðìàîâè è Ìåðñåíîâè áðîjåâè

Âåëèêè ìàòåìàòè÷àðè Ïjåð äå Ôåðìà è Ìåðñåí áàâèëè ñó ñå äóãî ïèòà»åì

ïîñòîjà»à íåêå jåäíîñòàâíå ôîðìóëå êîjîì ñå ãåíåðèøó ïðîñòè áðîjåâè. Èàêî

íèñó óñïjåëè, èç òèõ ïîêóøàjà ñó ðî¢åíå äâèjå êëàñå áðîjåâà êîjå ñó íàçâàíå ïî

»èõîâèì àóòîðèìà.

3.1 Ôåðìàîâè áðîjåâè

Êàî øòî ñìî ðåêëè, ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð Ïjåð äå Ôåðìà jå, êàî è ìíîãè,

òðàæèî �ñâåòè ãðàë� çà ãåíåðèñà»å ïðîñòèõ áðîjåâà. Íàèìå, îí jå ïðåòïîñòàâèî

äà ñó ñâè áðîjåâè îáëèêà

Fn = 22
n

+ 1

ïðîñòè. Äóãî íèñìî èìàëè äåôèíèòèâàí îäãîâîð äà ëè jå òà÷íà Ôåðìàîâà õèïî-

òåçà, ñâe äîê jå Îjëåð äîêàçàî äà çà Ôåðìàîâ áðîj F5 îâî òâð¢å»å íå âàæè. Íåêè

îä »èõ jåñó ïðîñòè:

F0 = 3

F1 = 5

F2 = 17
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F3 = 257

F4 = 65537

Äî äàíàñ íèjå ïðîíà¢åí íè jåäàí Ôåðìàîâ ïðîñòè áðîj çà n > 4 ïðîñò áðîj. Ïà

ñó ñëåäå£è ïðîáëåìè jîø óâèjåê îòâîðåíè :

1. Jå ëè Fn ñëîæåí çà ñâå n > 4?

2. Ïîñòîjè ëè áåñêîíà÷íî ìíîãî Ôåðìàîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà?

3. Ïîñòîjè ëè áåñêîíà÷íî ìíîãî ñëîæåíèõ Ôåðìàîâèõ áðîjåâà?

Äî 2010. ïîçíàòî jå äà jå Fn ñëîæåí çà 5 ≤ n ≤ 32 , àëè äî 2012. ñàìî ñó áðîjåâè

îä F0 è äî F11 è ó ïîòïóíîñòè ôàêòîðèçîâaíè, à áðîjåâè îä F20 è äî F24 è íåìàjó

ïîçíàòèõ ôàêòîðà. Íàjâå£è Ôåðìàîâ áðîj çà êîjè ñå çíà äà jå ñëîæåí jå F2543548 è

, à »åãîâ ïðîñòè ôàêòîð îòêðèâåí jå ïîìî£ó Prime Greed Proth Prime-îâå ïîòðàãå

2011-òå ãîäèíå.

Êàä jå ðèjå÷ î Ôåðìàîâîì íàó÷íîì äîïðèíîñó, íå ìîæåìî äà íå íàâåäåìî

jåäíó îä íàjâàæíèjèõ òåîðåìà çà Òåîðèjó áðîjåâà êîjó jå îâàj âåëèêàí ïîñòàâèî è

äîêàçàî.

Òåîðåìà 7. (Ìàëà Ôåðìàîâà òåîðåìà) Íåêà jå a ïðèðîäàí, à p ïðîñò áðîj.

Òàäà ap äàjå èñòè îñòàòàê êàî a ïðè äèjå§å»ó ñà p. Ïèøåìî:

ap = a (modp)
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Äîêàç.

Íåêà p ïðåäñòàâ§à äóæèíó íåêîã íèçà êîjè ñå äîáèjå êîðèñòå£è ( ïîíàâ§à»å jå

äîïóøòåíî ) a ðàçëè÷èòèõ çíàêîâà. Íà ïðèìjåð íåêà jå p = 5 è a = 2 , çíà÷è äà

ìîæåìî êîðèñòèòè 2 çíàêà (íåêà òî áóäó ñëîâà À è B) è óêóïàí áðîj íèçîâà êîjå

ìîæåìî íàïðàâèòè äóæèíå 5 jå 25 = 32 . Òî ñó ñëåäå£è íèçîâè:

AAAAA, AAAAB, AAABA, AAABB, AABAA, AABAB, AABBA, AABBB,

ABAAA, ABAAB, ABABA, ABABB, ABBAA, ABBAB, ABBBA, ABBBB,

BAAAA, BAAAB, BAABA, BAABB, BABAA, BABAB, BABBA, BABBB,

BBAAA, BBAAB, BBABA, BBABB, BBBAA, BBBAB, BBBBA, BBBBB.

Ïîñìàòðà£åìî ñëó÷àj êàäà óêëîíèìî íèçîâå êîjè ñå ñàñòîjè îä ñàìî jåäíîã ñèì-

áîëà è ïîêàçàòè äà ïðåîñòàëèõ ap−a íèçîâà ìîãó áèòè ñëîæåíè ó ãðóïå îä êîjèõ

ñâàêà èìà òà÷íî p íèçîâà. Èç ÷åãà ñëèjåäè äà jå ap − a äjå§èâî ña p . Íàâåäåíî

£åìî äîêàçàòè êîðñòå£è ñëåäå£è ïðèìjåð.

Ïðèìjåð Ôåðìàîâå òåîðåìå: Îãðëèöå è ïðèjàòå§è:

Íåêà ñâàêè íèç ïðåäñòàâ§à îãðëèöó êàäà ìó ñå êðàj ñïîjè ñ ïî÷åòêîì : Îâà îãð-

ëèöà ïðåäñòàâ§à 7 ðàçëè÷èòèõ íèçîâà:

(ABCBAAC

BCBAACA

CBAACAB

BAACABC

AACABCB
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ACABCBA

CABCBAA) çàâèñíî îä òîãà øòî ñìàòðàìî ïî÷åòêîì îäíîñíî êðàjåì.Àêî ìîæåìî

äîáèòè 2 íèçà êîðèñòå£è èñòó îãðëèöó íàçâà£åìî òàêâå íèçîâå ïðèjàòå§èìà.

Íà ïðèìjåð ó íàøåì ñëó÷àjó ïðèjàòå§è ñó : ÀÀÀÀB, ÀÀÀBÀ, ÀÀBÀÀ, ÀBÀÀÀ,

BÀÀÀÀ. Îâäjå ñâàêè ðåä ïðåäñòàâ§à jåäíó îãðëèöó çà íàø ïðèìjåð:

AAABB, AABBA, ABBAA, BBAAA, BAAAB,

AABAB, ABABA, BABAA, ABAAB, BAABA,

AABBB, ABBBA, BBBAA, BBAAB, BAABB,

ABABB, BABBA, ABBAB, BBABA, BABAB,

ABBBB, BBBBA, BBBAB, BBABB, BABBB,

AAAAA,

BBBBB.

Íåêå îãðëèöå ãîðå ñå ñàñòîjå îä p = 5 íèçîâà, à äâèjå (a = 2) îä jåäíîã. Ëàêî

ñå âèäè äà jå 32 - 2 äjå§èâî ña 5.

Êîëèêî îãðëèöà ìîæå èìàòè ïðèjàòå§à?

Äîêëå ãîä ñå îãðëèöà íå ìîæå ðàñòàâèòè íà ìà»å äèjåëîâå êîjè ñå ïîíàâ§àjó ðî-

òàöèjîì îãðëèöå ñå íå£å äîáèòè èñòè íèç. Íà ïðèìjåð íèç ÀBBÀBBÀBBÀBB ñå

ñàñòîjè îä óçàñòîïíèõ ÀBB íèçîâà òå ñå çàòî ðîòàöèjîì ïî÷åòêà îãðëèöå çà 3 ìjå-

ñòà îïåò äîáèjà èñòè íèç. Àêî ñå íå ìîæå ðàçáèòè îãðëèöà íà ìà»å ïîíàâ§àjó£å
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äèjåëîâå êîëèêî îíäà èìà ïðèjàòå§à? Èìà èõ òà÷íî p jåð ñå ñâàêèì ïîìjåðà»åì

ïî÷åòêà ó îãðëèöè äîáèjà íîâè íèç. Êàêî jå äóæèíà íàøåã íèçà ïðîñò áðîj îí ñå

ñèãóðíî íå ìîæå ðàçáèòè íà äèjåëîâå êîjè ñå ïîíàâ§àjó. Çàòî ìîæåìî ñâå îä ap

íèçîâà ïîäèjåëèòè ó 2 ñêóïa :

1.Îíè íèçîâè êîjè ñå ñàñòîjè îä ñàìî jåäíîã ñèìáîëà, »èõ èìà êîëèêî è ðàçëè-

÷èòèõ ñëîâà, à òî jå a.

2. Îñòàëè íèçîâè êîjå ñâå ìîæåìî ïðåñòàâèòè ñà n îãðëèöà îä êîjèõ ñâàêà ïðåä-

ñòàâ§à p ïðèjàòå§à. Áðîj òàêâèõ íèçîâà ap−a jå äjå§èâ ñà p jåð ñìî èõ ïîäèjåëèëè

ó ãðóïå îä êîjèõ ñâàêà èìà p ÷ëàíîâà. Îäàâäå,

ap − a = 0 (modp) ap = a (modp)

Çàíèì§èâî jå äà Ôåðìàîâè áðîjåâè çàäîâî§àâàjó ðåêóðçèâíå ðåëàöèjå. Íàâå-

ø£åìî íåêîëèêî »èõ:

Fn = (Fn−1 − 1)2 + 1

Fn = Fn−1 + 22·n−1 · F0 · F1 · .... · Fn−2

Fn = Fn−1
2 − (Fn−2 − 1)2

Fn = F0 · F1 · .... · Fn−1 + 2
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Òåîðåìà 8. Ñâàêà äâà Ôåðìàîâà áðîjà ñó óçàjàìíî ïðîñòà.

Äîêàç.

Íåêà ñó Fn è Fn+k, k > 0 äâà ðàçëè÷èòà Ôåðìàîâà áðîjà. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå m

öèjåëè ïîçèòèâàí áðîj, òàêàâ äà jå m|Fn è m|Fn+k. Íåêà jå x = 22
n
, òàäà jå:

x2
k

= (22
n

)2
k

= 22
n·2k = 22

n+k

= Fn+k − 1

Àêî ïîñìàòðàìî êîëè÷íèê:

Fn+k − 2

Fn
=
x2

k − 1

x+ 1
= x2

k−1 − x2k−1 + ...− 1

Âèäèìî äà Fn äèjåëè (Fn+k − 2). Îäàâäå ñëèjåäè äà m|Fn+k è m|2. Êàêî ñó

ñâè Ôåðìàîâè áðîjåâè íåïàðíè , ïà jå m = 1 è ñëèjåäè äà jå íàjâå£è çàjåäíè÷êè

äjåëèëàö çà Fn+k è Fk jåäíàê 1, òj áðîjåâè Fn+k è Fk ñó óçàjàìíî ïðîñòè.

3.2 Ìåðñåíîâè áðîjåâè

Ñëè÷íî êàî è Ôåðìà, Ìåðñåí jå ñìàòðàî äà ñå ìå¢ó áðîjåâèìà îáëèêà Mn =

2n − 1, ãäjå jå n íåíåãàòèâàí öèjåëè áðîj íàëàçè îäðå¢åí áðîj ïðîñòèõ áðîjåâà.

Íàèìå, òâð¢å»å jå äà êàäà jå ãîä n ïðîñò áðîj Mn jå òàêî¢å ïðîñò. Äîêàçàòè ìî-

æåìî ñóïðîòíî. Àêî jå n ñëîæåí îíäà £å èMn áèòè ñëîæåí. Ðåöèìî äà jå n = a·b.

(2a·b − 1) = (2a − 1) · (1 + · · ·+ 2a·(b−1))

(2a·b − 1) = (2b − 1) · (1 + · · ·+ 2b·(a−1))
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Èäåíòèòåò ïîêàçójå äà £å Mp ìî£è áèòè ïðîñò ñàìî àêî jå è n = p ïðîñò, øòî

ìíîãî îëàêøàâà ïîòðàãó çà Ìåðñåíîâèì ïðîñòèì áðîjåâèìà. Îáðíóòî òâð¢å»å

êîjå jå áèëî íàâåäåíî íà ïî÷åòêó íèjå òà÷íî. Mp íå ìîðà áèòè ïðîñò àêî jå p

ïðîñò. Íàjìà»è êîíòðàïðèìjåð jå 211 − 1 = 2047, äîê je 2047 = 23 · 89, ñëîæåí

áðîj. Ìåðñåíîâè áðîjåâè ïîâåçàíè ñó ña ïðîñòèì áðîjåâèìà. Jîø óâèjåê íèjå

äîêàçàíà òåîðåìà äà Ìåðñåíîâèõ áðîjåâà êîjè ñó ïðîñòè èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî,

à òðåíóòíî èõ jå ïðîíà¢åíî ñàìî 47. Íàjâå£è ïðîñòè áðîj jå Ìåðñåíîâ áðîj

243112609 − 1

, à äà áè ãà ìîãëè ïðèêàçàòè òðåáàëî áè 3461 ñòðàíèöà çà ïðèêàç ñâèõ öèôàðà ó

áàçè 10.
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Ãëàâà 4

Ãóñòèíà ïðîñòèõ áðîjåâà

Ïèòà»å äà ëè jå íåêè Ôåðìàîâ áðîj ïðîñò èëè ñëîæåí ïîâåçàíî jå ïðîáëåìîì

êîíñòðóêöèjå ïðàâèëíèõ ìíîãîóãëîâà ïîìî£ó ëå»èðà è øåñòàðà. Oäãîâîð äàjå

Ãàóñîâà òåîðåìà, ÷èjó ôîðìóëàöèjó íàâîäèìî.

Òåîðåìà 9. (Ãàóñ) Ïðàâèëàí ìíîãîóãàî ñà n ñòðàíèöà ìîæå ñå êîíñòðóèñàòè

øåñòàðîì è ëå»èðîì àêî è ñàìî àêî jå n ïðèðîäàí áðîj îáëèêà n = 2s ·p1 ·p2 ·. . . ·pk

, ãäjå jå s íåíåãàòèâàí öèî áðîj, à p1, p2, . . . , pk ðàçëè÷èòè Ôåðìàîâè ïðîñòè

áðîjåâè (k > 0) èëè jå n = 2s , ãäjå jå s öèî áðîj âå£è îä 1.

Äåôèíèöèjà 7. Ôóíêöèjà π(x) ïðåäñòàâ§à áðîjå ïðîñòèõ áðîjåâà ≤ x.

Ãàóñ jå ó jåäíîì ñâîì ïèñìó ðåêàî êàêî jå îí jîø êàî øåñíàåñòîãîäèø»àê

ïðèìjåòèî äà ãóñòèíà ïðîñòèõ áðîjåâà îïàäà àïðîêñèìàòèâíî êàî 1
ln(x)

. Äîøàî jå

äî ïðåòïîñòàâêå äà áè ñå ôóíêöèjà π(x) ìîãëà ïðèêàçàòè ïîìî£ó ëîãîðèòàìñêîã

èíòåãðàëà ∫ x

2

dt

ln t

.
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1896. je äîêàçàía je íåçàâèñíîñò ãîð»åã èíòåãðàëà îä ãóñòèíå ïðîñòèõ áðîjåâà.
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Òåîðåìà î ïðîñòèì áðîjåâèìà äàjå îäãîâîðå. Îía äàjå àñèìïòîòñêó ðàñïî-

äjåëó ïðîñòèõ áðîjåâà ìå¢ó ïðèðîäíèì áðîjåâèìà, ôîðìàëèçójå èíòóèòèâíó èäåjó

áðçèíå êîjîì íàëàçèìî ñëåäå£è ïðîñò áðîj. Òåîðåìó ñó íåçàâèñíî äîêàçàëè Õà-

äàìàðä è Ïóàñîí 1896. ãîäèíå êîðèñòå£è èäåjå êîjå jå óâåî Ðèìàí.

Òåîðåìà 10. Íåêà jå π(x) áðîj ïðîñòèõ áðîjåâà ìà»èõ îä x, x ≤ R, R je âåëèêè

ðåàëàí áðîj, òàäà âàæè:

lim
x→∞

π(x)
x

ln(x)

= 1

èëè π(x) ∼ x/ln(x) .

Ïèòà»å êîjèì £åìî ñå äà§å áàâèòè jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà.

Äåôèíèöèjà 8. Ïðîñòè áðîjåâè ñå íàçèâàjó áëèçàíöèìà àêî ñå ðàçëèêójó ñå çà

2, äîê ñå íàçèâàjó ðî¢àöèìà, àêî ñå ðàçëèêójó çà 4. Íåêè ïðèìjåðè áëèçàíàöà ñó:
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(3, 5), (5, 7),

(11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73),

(101, 103), (107, 109), (137, 139), (149, 151), (179, 181), (191, 193), (197, 199) . . .

Íàjâå£è äî ñàäà îòêðèâåíè ïàð áëèçàíàöà èìà 58,711 öèôàðà. Òî ñó áðîjåâè

2 003 663 613 · 2195,000 − 1 è 2, 003, 663, 613 · 2195,000 + 1.

Äàêëå, íàjìà»à ðàçëèêà èçìå¢ó äâà ñóñjåäíà ïðîñòà áðîjà jå 2. Ïèòà»å jå äà ëè

ïîñòîjè ìàêñèìàëíà ðàçëèêà èçìå¢ó 2 ñóñjåäíà ïðîñòà áðîjà? Îâèì èçàçîâîì, ó

21. âèjåêó, áàâå ñå âåëèêè ìàòåìàòè÷àðè äàíàø»èöå - Ãðèí è Òàî.

Íàâîäèìî íåêå îä íàjçíà÷àjíèjèõ òåîðåìà »èõîâîã ðàäà, àëè áåç äîêàçà, ïð-

âåíñòâåíî çáîã èçóçåòíå êîìïëåêñíîñòè.

Òåîðåìà 11. Íèç ïðîñòèõ áðîjåâà ñàäðæè ïðîèçâî§íî ìíîãî àðèòìåòè÷êèõ

íèçîâà ïðîèçâî§íe äóæèíå.

Çà áèëî êîjè íèç ïðîñòèõ áðîjåâà ïîñòîjè ìíîãî àðèòìåòè÷êèõ íèçîâà {a1, ..., ak},

ãäjå jå k áèëî êîjè âåëèêè ïðèðîäàí áðîj.

Äåôèíèöèjà 9. Çà îäðå¢åíè íèç ðàçëè÷èòèõ áðîjåâà {a1, ..., ak} çà êîjè a1 <

a2 < ... < ak, 0 < k < n+1, êàæåìî äà ïîñòîjè ïðîñòè áðîj p êîjè jå îïñòðóêöèjà

àêî p äèjåëè íàjìà»å jåäàí îä {n+ a1, ..., n+ ak} , çà ñâàêè öèjåëè áðîj n, äðóãèì

ðèjå÷èìà, p äèjåëè P (n) = (n + a1) · (n + a2)... · (n + ak) çà ñâàêè öèjåëè áðîj n,

ïîä óñëîâîì äà íèç {a1, ..., ak} óê§ó÷ójå ñâå îñòàòêå ïî (mod p).

Äåôèíèöèjà 10. Àêî íå ïîñòîjè òàêâà îïñòðóêöèjà, îíäà êàæåìî äà jå çà

ïðèðîäàí áðîj k, 0 < k < n + 1, çà ñâàêè öèjåëè áðîj n, {a1, ..., ak} (mod p)

äîïóñò§èâ íèç.
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Ïðèìjåòèìî äà

a1, ..., ak (modp)

ìîãó çàóçèìàòè âèøå îä k îñòàòàêà êëàñå ïî (modp) è òàêî àêî p > k, òàäà p íå

ìîæå áèòè îïñòðóêöèjà. Äàêëå, ïðîâjåðèòè jå ëè îäðå¢åíè ñêóï A îä k öèjåëèx

áðîjåâa äîïóñò§èâ, ïîòðåáíî jå ïðîíà£è ñàìî jåäíó êëàñó îñòàòàêà ïî (modp), çà

ñâàêè ïðîñò áðîj p ≤ k øòî íå ïðèïàäà ñêóïó À.

Ãðèí è Òàî ñó ñâîj ðàä çàñíîâàëè íà ðåçóëòàòèìà Jèòëàíäà Çàíãà. Îí jå ôîð-

ìóëèñàî òåîðèjó êàî äîáàð ïóòîêàç ìëàäèì ìàòåìàòè÷àðèìà.

Òåîðåìà 12. (Çàíã) Ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj k, òàêàâ äà {x + a1,..., x + ak} jå

äîïóñò§èâ ñêóï , îíäà jå áåñêîíà÷íî ìíîãî ïðèðîäíèõ áðîjåâà n òàêî äà ó ñêóïó

{n + a1,..., n + ak} ïîñòîjå íàjìà»å äâà áðîjà ïðîñòà, ãäjå jå n ïðèðîäàí áðîj è

çàìjåíà çà x .

Òàîâà ïðåòïîñòàâêà jå äà ïîñòîjè îãðàíè÷å»å B òàêàâ äà áèëî êîjè ïàð ïðî-

ñòèõ áðîjåâà p è q ó Çàíãîâîj ê-òîðöè è âðèjåäè p < q < p + B. Ïðîíàëàæå»å

îâàêâå k-òîðêå jå èçàçîâíî ïèòà»å. Òåîðåìà î ïðîñòèì áðîjåâèìà çàjåäíî ñà îâîì

êîíñòðóêöèjîì èìïëèöèðà äà

B < k(log k + C)

çà íåêó êîíñòàíòó C, àëè jå èíòåðåñàíòíî äà íà¢åìî áî§å îãðàíè÷å»å. Çà 50-îðêó

øèðèíà jå 246:

0, 4, 6, 16, 30, 34, 36, 46, 48, 58, 60, 64, 70, 78, 84, 88, 90, 94, 100, 106, 108, 114,

118, 126, 130, 136, 144, 148, 150, 156, 160, 168, 174, 178, 184, 190, 196, 198, 204,

210, 214, 216, 220, 226, 228, 234, 238, 240, 244, 246
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Öè§ jå äà ïîñòàâèìî îãðàíè÷å»e B òàêî äà ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî ïàðîâà

óçàñòîïíèõ ïðîñòèõ áðîjåâà pn, pn+1 ÷èjà ðàçëèêà pn+1 − pn èçíîñè íàjâèøå êîí-

ñòàíòó B, åêâèâàëíòíî ñà

pn+1 − pn ≤ B;

Ïèòà»å jå êîëèêî âåëèêî èëè ìàëî ìîæå áèòè B?

Íà ïðâî ïèòà»å îäãîâîð äàjå òåîðåìà î áëèçàíöèìà: pn+1 − pn = 2

Òàêî¢å, ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êàêî íà£è îãðàíè÷å»à çà ðàçëèêå

pn+2 − pn, pn+3 − pn, ...

Íàðàâíî, óêîëèêî äî¢åìî äî êîíêòðåòíîã è íåïðîìjåí§èâîã ðåçóëòàòà ãîð»å ðà-

çëèêå, äðóãà îãðàíè÷å»à £åìî îäàòëå èçðà÷óíàòè.

4.1 Âåëèêå ðàçëèêå èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà:

Pàçëèêà èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà ìîæå áèòè âðëî âåëèêà

Ïðèìjåð 1.

Ïîñìàòðàjìî íèç îä n− 1 óçàñòîïíèõ ñëîæåíèõ öèjåëèõ áðîjåâà è ìîðà ïðèïà-

äàòè ðàçìàêó èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà äóæèíå íàjìà»å n.

n! + 2, n! + 3, . . . n! + n .

Èç òîãà ñëèjåäè äà ïîñòîjå ïðàçíèíå èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà êîjè ñó ïðîè-

çâî§íî âåëèêè, îäíîñíî, çà áèëî êîjè öèjåëè áðîj n, ïîñòîjè öèî áðîjm ñà gm ≥ n,
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gm je m -òà ðàçëèêà èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà ïî ðåäó. Ìîæåìî óçåòè n âåëèêî.

Òåîðåìà ïðîñòèõ áðîjåâà êàæå

π(x) = (1 + o(1)) · x

log(x)
,

î(1) jå áåñêîíà÷íî ìàëà ôóíêöèjà. Oâî ïîâëà÷è:

pn+1 − pn ≤ (1 + o(1)) · x

log(x)
,

çà áèëî êîjó ðàçëèêó ïðîñòèõ áðîjåâà èç [x, 2x], x je âåëèêè öèjåëè áðîj, âàæè èç-

ðàç èçíàä. Ïîìåíóòè ïðèíöèï ñå íàçèâà ïðèíöèïîì ãîëóáîâà. Îâà ðàçëèêà ìîæå

áèòè âåëèêà êîëèêî è (1 − o(1)) log(x). Íå çíàìî êîëèêà jå êîíêðåòíà ðàçëèêà,

àëè çíàìî äà jå ìíîãî ìà»à (<<) îä p0.55n .

pn+1 − pn << p0.55n

Äèðåêòíà ïîñëåäèöà òåîðåìå î ïðîñòèì áðîjåâèìà.

Àêî êîðèñòèìî Ðèìàíîâó õèïîòåçó (

∞∑
n=1

n−s

s jå êîìïëåêñàí áðîj = Ðèìàíîâà çåòà ôóíêöèjà, êîä êîjå ñâå êîìïëåêñíå íóëå

èìàjó îñîáèíó äà èì jå ðåàëíè äèî 1/2):

pn+1 − pn << pn · log pn
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Îâî jå íàjáî§è ìîãó£è ðåçóëòàò äîáèjåí ïîìî£ó Ðèìàíîâå õèïîòåçå.

Kðàìåð jå ïðèêàçàî ïðîñòå áðîjåâå êàî ñëó÷àjàí íèç èàêî ó ñóøòèíè íèjå íàñó-

ìè÷àí, íåãî åêñïîíåöèjàëíî íàñóìè÷àí, øòî çíà÷è äà ñå åëåìåíòè òîã íèçà áèðàjó

ñëó÷àjíî èç åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäjåëå . Ðà÷óíà»åì ñå ïîñòàâ§à ïðåòïîñòàâêà

äà jå ðàçëèêà

pn+1 − pn << c · log2 ·pn

àêî óçìåìî c > 0 êîjå jå áåñêîíà÷íî ÷åñòî è ìàëî. Äîê àêî óçìåìî C âåëèêî

êîíà÷íî ÷åñòî ðàçëèêà

pn+1 − pn << C · log2 pn

Îâî íèjå áëèçó ðjåøå»à è âðëî jå òåøêî ïðîíà£è îâàêâå ïðîñòå áðîjåâå. Íèç

ðåçóëòàòà ó äàëè âåëèêè ìàòåìàòè÷àðè. Õðîíîëîøêè ñó äîáèjåíè ñëåäå£è ðåçóë-

òàòè:

1.�åòèíçèñ jå äîøàî äî ðåçóëòàòà :

pn+1 − pn >>
log(pn) · (log(log(log pn)))
(log(log(log(log(pn)))))

2.Åðäîñ 1935. :

pn+1 − pn >>
log(pn) · (log(log(pn))
(log(log(log(pn)))))

3.Ðàíõèí 1938. :

pn+1 − pn >>
c · log(pn) · (log(log(pn))) · (log(log(log(log(pn))))))

log(log(log(pn)2)))
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Èçðà÷óòíî jå êàñíèjå äà jå c = 1/3.

Íàjáî§è ðåçóëòàò äàíàø»èöå jå :

pn+1 − pn >>
log(pn) · (log(log(pn · (log(log(log(log(pn))))))))

log(log(log(pn)))

4.2 Ìàëå ðàçëèêå èçìå¢ó ïðîñòèõ áðîjåâà

Íåêà jå èíòåðâàë [x, 2x], ãäjå jå x äîâî§íî âåëèêè áðîj, èíòåðâàë íà êîì ïîñìà-

òðàìî ïðîñòå áðîjåâå. Öè§ jå äà îãðàíè÷èìî ðàçëèêó èçìå¢ó óçàñòîïíèõ áðîjåâà

íà îâîì èíòåðâàëó. Òàî òâðäè äà jå íà [x, 2x] ïîñòîjå pn+1 è pn òàêî äà âàæè:

pn+1 − pn << log(x)

Ïîêóøàâàjó£è äà íà áèëî êîì èíòåðâàëó ñà ãîð»å ñòðàíå îãðàíè÷å ðàçëèêó

êîíñòàíòîì B:

lim inf
n→∞

(pn+1 − pn) < B

Ñàâðåìåíè ìàòåìàòè÷àðè ñó ðàçëè÷èòèì ìåòîäàìà äîøëè äî ñëåäå£èõ ðåçóë-

òàòà:

Jèòëàíä Çàíã jå êîðèñòå£è ìåòîäå ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå îäðåäèî äà òðàæåíî

ãîð»å îãðàíè÷å»å ðàçëèêå äâà óçàñòîïíà ïðîñòà áðîjà íà èíòåâàëó jåA = 70000000.

Äà§èì èñòðàæèâà»åì ïîìåíóòå ãîð»å ãðàíèöå áàâèëè ñó ñå âåëèêè ìàòåìàòè-

÷àðè êîjè ñó ðàäèëè íà Ïîëèìàò ïðîjåêòó, ñïóñòèëè ãðàíèöó íà A = 4, 680 .

Ìàjíàðä jå ïðîíàøàî ó íîâåìáðó 2013. äà jå òó ðàçëèêó ìîãó£å ñìà»èòè íà

A = 600.

Äîê jå Ïîëèìàò ïðîjåêàò jå ó àïðèëó 2014. ãîäèíå ñìà»èî íà A = 246 óç ïîìî£
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ðà÷óíàðà.

Ãîâîðå£è î âåëèêèì ðàçëèêàìà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ ïðîñòèõ áðîjåâà, êîíñòðóè-

øåìî íèç n! + 2, ..., n! + n äîáèjàìî âåëèêó ðàçäà§èíó:

pn+1 − pn >> log(pn)
log(log pn)

øòî íàì íå îäãîâàðà, ïà ïîñìàòðàìî n# (n ïðajìîðèjàë), îí ïðåäñòàâ§à ïðî-

èçâîä ñàìî ïðîñòèõ áðîjåâà ìà»èõ èëè jåäíàêèõ îä n. Íàíîâî êîíñòðóèøåìî

íèç n#+ 1, ..., n#+ n(∗). Àêî êîðèñòèìî îâàêâó êîíñòðóêöèjó ïîñìàòðàìî ñêóï

áðîjåâà 2,...,n è ðàäèìî n# ìîä ñâàêè îä îâèõ áðîjåâà. Áèòíà ÷è»åíèöà jå äà òà

äà ìè îâèì ïîêðèâàìî öèjåëè èíòåðâàë, òj (*) jå äjå§èâà ñà ñâèì áðîjåâèìà äî

n. Ìîæåìî ïîñìàòðàòè è âå£å èíòåðâàëå. Ñàä ñå ïîñòàâ§à ïèòà»å ñà ïî÷åòêà

êàêî ïîêðèòè öèjåëè èíòåðâàë ïðîñòèõ áðîjåâà? Ó êîìáèíàòîðíîj ëèòåðàòóðè

åôèêàñàí àëãîðèòàì ïîêðèâà»à ñó ðàçâèëè Ïèïèíãåð è Ñïåíñåð 1989, êîðèñòå£è

ìåòîä ïîçíàò êàî ïîëó-ñëó÷àjíè ìåòîä èëè Ðîäë íèáë. Çà ñâå p < n ïîñìàòðàìî

ñêóï

1, ...,
log log log(n) · n

log(n)
.

Îâàj èíòåðâàë òðåáàìî áðîjåâèìà äî n. Îâàêâèì ïîñòóïêîì ïîêðè£åìî ñâå ïðîñòå

áðîjåâå äî n/2, à ïðåæèâjå£å ïðîñòè áðîjåâè îä n/2 äo ïîñåä»åã áðîjà ó ïîñìà-

òðàíîì ñêóïó. Ãðóáà èäåjà jå îäàáðàòè ìàëè áðîj îñòàòàêà êëàñå Cp (mod p)

ñëó÷àjíî. Çà ñâàêè ïðîñò áðîj èç èíòåðâàëà ôîðìèðàìî êëàñó Cp. Ôîðìèðàìî

íèç:
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Cp, Cp + p, Cp + 2 · p, Cp + 3 · p...

Òðåáà óêëîíèòè èç ðàçìàòðà»à ñâå äîäàòíå êëàñå îñòàòàêà êîjå ïðåñèjåöàjó

êëàñå îñòàòàêà êîjå ñó èçàáðàíå. Çàòèì óçìèìî jîø íåêîëèêî êëàñà îñòàòàêà

íàñóìè÷íî ó ïðåîñòàëîì áàçåíó ðàñïîëîæèâèõ êëàñà. Óçàñòîïíèì ïîíàâ§à»åì

îâîã ïðîöåñà åëèìèíèøåìî ãîòîâî ñâå ãóáèòêå êîjè äîëàçå îä ïðåêëàïà»à êëàñå

îñòàòàêà. Ñóøòèíà öèjåëå ïðè÷å jå äà îâèì ïîñòóïêîì ìè ïîêðèâàìî ìíîãî

ïðîñòèõ áðîjåâà, àëè íå ñâå.
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Ãëàâà 5

Çàê§ó÷àê:

Îñâðíèìî ñå jîø jåäíîì íà âå£ ðå÷åíî. Íà ñàìîì ïî÷åòêó äåôèíèöèjàìà

è óâîäíèì òåîðåìàìà îïèñàëè ñìî ïðîñòå áðîjåâå, à çàòèì äîøëè ñìî ëàãàíèì

êîðàöèìà äî íàjâå£èõ ïðîáëåìà ó ìàòåìàòèöè äàíàñ. Íàjâå£è ïîçíàòè ïðîñò áðîj,

êîjè ñå ñàñòîjè îä âèøå îä 17 ìèëèîíà öèôàðà, îòêðèëè ñó àìåðè÷êè íàó÷íèöè.

Áðîj, êîjè ñå èçðàæàâà ñà

257885161 − 1

, ìîæå äà ñå äèjåëè jåäèíî ñàì ñà ñîáîì è ñà 1, øòî ãà ÷èíè íàjâå£èì îñíîâíèì

áðîjåì èêàä èäåíòèôèêîâàíèì.

Íà£è ñëåäå£è ïðîñò áðîj jå òåæàê çàäàòàê, äîê íà£è îáðàçàö çà »èõîâî òðàæå»å

jå âåîìà äóã è èñöðïàí ïóò êîjèì £åìî êîðà÷àòè è äà§å, è íàðàâíî íèêàä íå£åìî

ïðåñòàòè äà òðàæèìî áî§å è âèøå. Àëè, jîø óâèjåê ïðîñòè áðîjåâè ñó íåîòêðè-

âåíà òàjíà jåäíå êðà§èöå. Ïîçíàòî jå äà jå ìàòåìàòèêà êðà§èöà ìå¢ó íàóêàìà,

à íàìà ìàòåìàòè÷àðèìà äà jå Òåîðèjà áðîjåâà »åíà êðà§èöà. Íàñòàâ§àìî îâî

èñòðàæèâà»å íà jîø âå£åì íèâîó àëè íàðàâíî òåìå§åíî íà äîñàäàø»èì ÷è»å-

íèöàìà.
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