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Apstrakt

Mnoºenje i dijeljenje su neke od osnovnih matemati£kih operacija koje smo nau£ili

jo² u osnovnoj ²koli. Pomo¢u njih moºemo relativno lako pomnoºiti i podijeliti dva

trocifrena, £etvorocifrena broja. Me�utim, ²ta kad imamo recimo dva osmocifrena

broja? Koliko ¢e nam biti potrebno vremena da do�emo do re²enja? U tu svrhu

su matemati£ari razvili algoritme pomo¢u kojih, ne samo da moºemo pomnoºiti dva

osmocifrena broja, nego i brojeve sa mnogo vi²e cifara. U nastavku ¢emo se osvrnuti

na najvaºnije algoritme za mnoºenje i dijeljenje velikih brojeva.
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Abstract

Multiplication and division are some of the basic mathematical operations we've

learned in elementary school. With them we can relatively easily multiply and split

two three-digit, four-numbered numbers. However, what if we have, say, two eight-

digit numbers? To this purpose, mathematicians have developed algorithms with

which, not only can we multiply two eight-digit numbers, but also numbers with much

more digits. Below we will look at the most important algorithms for multiplying and

dividing large numbers.
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Glava 1

Uvod

Brza realizacija osnovnih aritmeti£kih operacija za velike prirodne brojeve ima

velike primjene u ra£unarskoj algebri i kriptogra�ji. Velike prirodne brojeve moºemo

prikazati nizom brojeva u nekoj izabranoj bazi, tako da se osnovne operacije nad

ciframa mogu egzaktno i brzo izvesti u aritmetici ra£unara. Algoritmi za sabiranje i

oduzimanje velikih brojeva su jednostavni i opona²aju ru£no ra£unanje.

Za razliku od toga, sli£ni algoritmi za mnoºenje i cjelobrojno dijeljenje sa ostatkom

imaju kvadratnu sloºenost i nisu optimalni, jer postoje i mnogo brºi algoritmi (poput

Karatsubinog i dr.). Na samom po£etku, opisa¢emo klasi£ni algoritam za mnoºenje

i dijeljenje velikih brojeva. Potom ¢emo se osvrnuti na algoritme za brzo mnoºenje

velikih brojeva.

Nakon toga, opisa¢emo i algoritam za brzo dijeljenje velikih brojeva koji se, kako ¢e

se ispostaviti, svodi na brzo mnoºenje.
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Glava 2

Pozicioni zapis prirodnih brojeva

U pozicionim brojnim sistemima upotrebljava se ograni£eni broj cifara, s tim da

njihova vrijednost zavisi od poloºaja u zapisanom broju. Otuda su ti sistemi dobili

svoj naziv. Svaki pozicioni brojni sistem ima svoju osnovu (bazu) i cifre. Dekadni

zapis brojeva koristimo svakodnevno, a to je upravo takav na£in zapisivanja u bazi

b=10. Naredna teorema, bez dokaza, pokazuje kako se zapisuje neki prirodan broj u

proizvoljnoj bazi.

Teorema 2.1. Neka je b ∈ N, b ≥ 2 bilo koji prirodan broj. Za svaki prirodan broj

u ∈ N postoji broj n ∈ N , i brojevi u0, u1, . . . , un takvi da je

n∑
i=0

ui · bi = u. (2.1)

Ovakav prikaz prirodnog broja je jedinstven.

De�nicija 2.1. Broj b zovemo baza, a broj n nazivamo najve¢i stepen broja u u bazi

b. Ozna£avamo sa:

degb(u) = n.

Brojeve u0, u1, . . . , un nazivamo cifre broja u u bazi b, dok se cifra un naziva vode¢om.
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Ukoliko vaºi 0 ≤ ui < b za i = 0, 1, . . . , n−1 i 0 < un < b tada izraz (2.1) nazivamo

pozicionim zapisom broja u u bazi b. Koristimo slede¢u oznaku u = (u0, u1, . . . , un)b.

Navedimo jo² par stvari vezanih za pozicioni zapis nekog broja u izabranoj bazi.

Zanimljivo je na koji na£in moºemo dobiti duºinu pozicionog zapisa broja.

De�nicija 2.2. Duºina broja u u bazi b, u oznaci lb(u) je broj cifara u pozicionom

zapisu broja u u bazi b i ra£una se po formuli:

lb(u) = degb(u) + 1 = [logb(u) + 1]

Kako primje¢ujemo, duºina broja zavisi od izabrane baze. �to je broj b ve¢i, to

je duºina broja manja i obratno.

Upravo ta duºina brojeva je bitan ulazni podatak. Zbog toga ²to se sloºenost algori-

tama izraºava kao funkcija duºine ulaznih brojeva. Kako duºina zavisi od baze, tako

zavisi i sloºenost. Tako�e bitan podatak je i veza izme�u duºina brojeva u razli£itim

bazama. Shodno tome, nave²¢emo teoremu koja de�ni²e taj odnos.

Teorema 2.2. Duºine prirodnih brojeva u dvije razli£ite baze su proporcionalne. Na-

ime, ako su b1, b2 ≥ 2, bilo koje dvije baze, tada vaºi relacija

lb2(u) ∼ logb2 b1 · lb1(u),

Dakle kao zaklju£ak moºemo re¢i da sloºenost aritmeti£kih algoritama ne zavisi

bitno od baze u kojoj su prikazani brojevi. U nastavku ¢emo se upoznati sa klasi£nim

algoritmom za mnoºenje brojeva.
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Glava 3

Klasi£no mnoºenje

3.1 Klasi£ni algoritam mnoºenja

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati sa klasi£nim algoritmom za mnoºenje. Naj-

prije, analizira¢emo algoritam koji ra£una mnoºenje broja u pozicionom zapisu sa

brojnom konstantom. Ovaj algoritam je prili£no jednostavan, ali i istovremeno kori-

stan, jer ¢e nam posluºiti za razvoj op²teg algoritma za mnoºenje prirodnih brojeva.

Propozicija 3.1. Neka je u ∈ N broj koji je predstavljen u pozicionom zapisu u

proizvoljnoj bazi b, u = (u0, u1, . . . , un)b. Ukoliko vaºi v0 ∈ N i 0 ≤ v0 ≤ b tada

algoritam ALG1(prikazan na slici ispod) daje niz brojeva u istoj bazi koji predstavljaju

proizvod u · v0. Dakle,

u · v0 = (w0, w1, . . . , wk)b.

Pri tome je k = degb(w) = n ili k = degb(w) = n+1 za v0>0. Dok za v0 = 0

algoritam vra¢a k = −1.

Za prvi ulazni parametar navodimo pozicioni zapis broja u, u nekoj prozivoljnoj

bazi b. Kao drugi parametar je broj v0.

Kao rezultat rada ovog algoritma dobija broj w u svom pozicionom zapisu u bazi b.
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Dakle rezultat rada algoritma je w = (w0, w1, . . . , wk)b.

Uvedimo pojam maxInt, koji ¢e nam predstavljati najve¢i cio broj koji je mo-

gu¢e prikazati na ra£unaru, u nekom izabranom tipu cijelih brojeva kojeg podrºava

arhitektura ra£unara. Tada vaºi slede¢e:

ui ≤ maxInt, i = 1, . . . , n

Kako vaºi da je 0 ≤ ui ≤ b, i = 0, 1, . . . , n i 0 < un < b imamo da je b ≤ maxInt+ 1.

Potreban uslov da algoritam radi korektno u aritmetici ra£unara, a ne samo u teoriji,

5



je

b2 − b− 1 ≤ maxInt.

U nastavku pogledajmo kolika je sloºenost ovog algoritma. Prostorna sloºenost je

Compl
S

(ALG1) = 2 · l(u) + c,

s tim da je c ≤ 6, ²to se moºe i umanjiti. Operacije "/"i "%"brojimo svaku za

sebe, zbog toga ²to se u vi²im programskim jezicima te operacije vr²e odvojeno i

podjednako traju. Najbolja, najgora i prosje£na aritmeti£ka sloºenost su jednake

budu¢i da algoritam uvijek obavlja isti broj operacija. Dakle, aritmeti£ka sloºenost

Algoritma1 je

Compl
A

(ALG1) = 4 · l(u).

Naravno, vremenska sloºenost zavisi od duºine broja u, pa vaºi:

Compl
T

(ALG1) ∼ l(u) ∼ l(w).

U nastavku, obradi¢emo i slu£aj mnoºenja potencijom baze. Upravo, ovaj sle-

de¢i i algoritam koji smo prethodno odradili, u kombinaciji, omogu¢avaju direktnu

realizaciju algoritma za mnoºenje dva broja zapisanih u pozicionom zapisu. Kako se

mnoºenje svodi na pomjeranje cifara, moºemo sa sigurno²¢u tvrditi da je algoritam

korektan. Ozna£imo ovaj algoritam sa ALG2. Njegova prostorna sloºenost je

Compl
S

(ALG2) = 2 · l(u) + p+ c,
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gdje je c ≤ 4. Aritmeti£ka sloºenost je konstantna zbog sabiranja stepena, dakle

Compl
A

(ALG2) = 1.

�to se ti£e vremenske sloºenosti, ona je zavisna od izbora strukture podataka za

prikazivanje brojeva u ra£unaru. U najgorem slu£aju, vremenska sloºenost je

Compl
T

(ALG2) ∼ l(w) = l(u) + p.

U nastavku je prikazana ²ema algoritma. Dakle, za ulazne parametre imamo po-

zicioni zapis broja u, tj. (un, un−1, . . . , u0) i potencija baze p ∈ N u nekoj odabranoj

bazi b. Kao rezultat rada ovog algoritma dobijamo broj w = u · bp prikazan u pozici-

onom zapisu u bazi b.
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ALG1 i ALG2 zajedno omogu¢avaju direktnu realizaciju klasi£nog algoritma za

mnoºenje velikih brojeva. Naime,

w = u · v =
n∑

i=0

ui · bi ·
m∑
j=0

vj · bj

moºemo zapisati kao

w =
m∑
j=0

(u · vj) · bj

i na njega primijeniti algoritam sli£an Hornerovoj shemi, ²to u stvari odgovara ru£-

nom mnoºenju.

Kod ovog algoritma operacije se obavljaju nad nizom cifara odgovaraju¢ih brojeva.

Proizvod w · b se zamjenjuje pozivom algoritma ALG2(w, 1, t1), pri £emu t1 pred-

stavlja rezultat algoritma ALG2. Dok proizvod u · vj treba zamijeniti pozivom

ALG1(u, vj, t2), pri £emu je t2 rezultat rada ALG1. Na samom kraju treba pozvati

algoritam sabiranja na t1 i t2.

Brojevi t1 i t2 su dodatni tro²ak memorije i s obzirom da ne koristimo neka svoj-

stva koja bi smanjila broj ra£unskih operacija, u nastavku ¢emo upoznati e�kasniji

algoritam za mnoºenje.

Propozicija 3.2. Neka su brojevi u, v ∈ N dati u pozicionim zapisima u bazi b,

u = (un, un−1, . . . , u0)b, v=(vm, vm−1, . . . , v0)b ,

onda ALG3 daje niz cifara u pozicionom zapisu koje predstavljaju u · v. Odnosno,

u · v = w = (uk, uk−1, . . . , u0)b ,

tako da je k = degb(w) = n+m ili k = degb(w) = n+m+1.

Za ulazne podatke ALG3 imamo pozicioni zapis brojeva u i v u nekoj odabranoj
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bazi b. Kao rezulatat imamo w = u · b, pri £emu je k = degb(w).

Za prostornu sloºenost vaºi:

Compl
S

(ALG3) = 2 · (l(u) + l(v)) + c,
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s tim da je c ≤ 7, ako ra£unamo mogu¢nost da je l(w) = l(u) + l(v), te dodamo

prostor za duºine brojeva i pomo¢ne promjenljive.

Aritmeti£ka sloºenost pomenutog algoritma je

Compl
A

(ALG3) = 5 · l(u) · l(v) + 2.

Vremenska sloºenost algoritma je

Compl
T

(ALG3) ∼ l(u) · l(v).

3.2 Sloºenost klasi£nog algoritma

Zanimljiv podatak je koliko aritmeti£kih operacija je potrebno da bi se dva broja

u pozicionom zapisu u nekoj bazi b pomnoºila. U slede¢oj de�niciji uve²¢emo oznaku

za taj broj u zavisnosti od duºine brojeva koje mnoºimo.

De�nicija 3.1. Neka je ALG bilo koji algoritam za mnoºenje prirodnih brojeva u i

v u pozicionom zapisu u nekoj bazi b. Aritmeti£ka sloºenost algoritma je zavisna od

duºine brojeva u i v, i ozna£avamo je sa:

Mul(n,m) = Compl
A

(ALG)

ako je l(u) = n, l(v) = m. Ako je n=m, onda ozna£avamo skra¢eno sa:

Mul(n) = Mul(n, n).
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Naravno podrazumijeva se da ALG radi korektno za sve prirodne brojeve u i v,

odnosno za sve proizvoljne duºine ovih brojeva. I upravo to je bitno, jer bi u suprot-

nom ovaj problem bio trivijalan. Naime, u tom slu£aju moºe se konstruisati tablica

mnoºenja za datu duºinu, pa se mnoºenje tada svodi na jednostavno £itanje rezultata

iz tabele.

Tako�e smo u de�niciji dozvolili da baza b bude �ksirana. To naravno ne uti£e na

duºinu brojeva jer je ona i dalje proizvoljna. Zbog toga je trajanje mnoºenja zavisno

od duºine brojeva, bar kao broj traºenja u tablici. Uo£imo da je Mul(n,m) dobra

mjera potrebnog vremena za sekvencijalnim arhitekturama.

Broj operacija za mnoºenje prirodnih brojeva koji imaju po n cifara u svom pozicio-

nom zapisu je proporcionalan sa kvadratom duºine brojeva.

Svakako ima prostora za bitno ubrzanje klasi£nog algoritma za mnoºenje prirodnih

brojeva.
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Glava 4

"Podijeli pa pomnoºi" algoritam za

mnoºenje

4.1 Karatsubin algoritam

Kao ²to smo vidjeli ALG3 ima dosta prostora za ubrzanje. Klasi£ni algoritam

¢emo ubrzati metodom 'podjele', tako ²to ¢emo zadatak veli£ine n svesti na neki niz

zadataka manjih veli£ina. Dakle, postupak ¢emo primjenjivati sve dok problem ne

postane lako rje²iv.

Pretpostavimo da je l(u) = l(v) = n. Neka je n paran broj tj n = 2k. Ova pretpo-

stavka na omogu¢ava da brojeve

u =
n∑

i=0

ui · bi, v =
n∑

i=0

vi · bi (3.1)

moºemo zapisati u bazi bk = bn/2, u obliku

u = U1 · bk + U0, v = V1 · bk + V0, (3.2)
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pri £emu U1,V1 predstavljaju zna£ajnije polovine brojeva u i v, dok U0,V0 pred-

stavljaju donje polovine tih brojeva. Dakle imamo da je:

U1 = (u2k−1, . . . , uk)b =
k−1∑
i=0

ui+k · bi, U0 = (uk−1, . . . , u0)b =
k−1∑
i=0

ui · bi

V1 = (v2k−1, . . . , vk)b =
k−1∑
i=0

vi+k · bi, U0 = (vk−1, . . . , v0)b =
k−1∑
i=0

vi · bi

Dobijamo da brojevi U1, U0, V1, V0 predstavljaju cifre brojeva u i v u bazi bk.

Uz ove oznake, imamo da proizvod w = u · v, posmatran u bazi bk ima oblik

w = (U1 · V1) · b2k + (U0 · V1 + U1 · V0) · bk + U0 + V0. (3.3)

Ovim smo sveli problem mnoºenja brojeva koji imaju n cifara u svom pozicionom

zapisu na problem nalaºenja 4 proizvoda brojeva koji imaju po n
2
cifara u svom po-

zicionom zapisu.

Lema 4.1. Neka je t ∈ R neka konstanta. Za bilo koji algoritam mnoºenja prirodnih

brojeva u pozicionom zapisu, postoji C ∈ N, takva da za svako n ∈ N vaºi:

Mul(n+ t) ≤Mul(n) + C · n, (3.4)

pri £emu C zavisi od t, ali ne i od n.

Uzev²i u obzir prethodnu lemu pokazuje se da relacija (3.3) ne pobolj²ava klasi£ni
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algoritam, budu¢i da je:

Mul(n) = 4 ·Mul(n/2) + c1 · n+ c2,

iz £ega dobijamo:

Mul(n) = O(n2).

Relaciju (3.3) moºemo napisati u slede¢em obliku:

U0 · V1 + U1 · V0 = (U1 + U0) · (V1 + V0)− U0 · V0 − U1 · V1. (3.5)

Iz poslednje relacije vidimo da je sada potrebno na¢i tri proizvoda za razliku od pret-

hodne gdje su bila potrebna 4. Uz pomo¢ relacija (3.3) i (3.5) dobijamo algoritam

koji je otkrio Anatolij Karatsuba (Anatoly Karatsuba) 1960. godine.

U nastavku je prikazan kratak izgled algoritma:

Uz pretpotavku da potrebna tri mnoºenja obavljamo istim algoritmom, za aritmeti£ku

sloºenost dobijamo:

Mul(n) ≤ 2Mul(n/2) +Mul(n/2 + 1) + c1 · n. (3.6)

U ovoj sumi, srednji £lan predstavlja sloºenost mnoºenja (U1 + U0) · (V1 + V0),
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budu¢i da ta dva broja mogu imati n/2 + 1 cifara. Ukoliko se insistira na parnoj

duºini brojeva, prethodna lema garantuje da se relacija (3.6) ne mijenja bitno ako

bismo dodali vode¢u nulu i zamijenili Mul(n/2 + 1)Mul(n/2 + 2). Primjenom iste

leme za t = 1 na relaciju (3.6) dobijamo sloºenost Karatsubinog algoritma

Mul(n) ≤ 3Mul(n/2) + c0 · n, (3.7)

pri £emu je c0 neka konstanta koja ne zavisi od n. Ako algoritam upotrebljavamo re-

kurzivno, onda relacija (3.7) vaºi za svako n > 1, a kraj je kada dobijemo pojedina£ne

cifre. Tada koristimo aritmetiku ra£unara u prethodnom algoritmu pa imamo:

Mul(1) ≤ c′0. (3.8)

Neka je c = max{c0 , c′0}. Kona£no, imamo rekurzivne relacije

Mul(1) ≤ c, Mul(n) ≤ 3Mul(n/2) + c · n.

Ove rekurzivne relacije ¢emo rije²iti pomo¢u naredne leme.

Lema 4.2. Neka je T: N →R monotono rastu¢a funkcija i neka su a, d, c iz R+

konstante takve da je a>d. Ako funkcija T zadovoljava nejedna£ine

T (1) ≤ c, T (n) ≤ a · T (n/d) + c · n, n = dk, k > 0, (3.9)

onda imamo da je

T (n) =
c

a− d
· [ a · nlogd a − d · n] (3.10)
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za n = dk, k > 0, i postoji konstanta C > 0 takva da je

T (n) ≤ c · nlogd a, za ∀n ∈ N. (3.11)

Dokaz: Iz(3.9) se pokazuje indukcijom da vaºi

T (dk) =
c

a− d
[ a · ak − d · dk] .

Relaciju (3.10) dobijemo za n = dk uz slede¢e jednakosti

ak = dk logd a = (dk)logd a.

Iz monotonosti funkcije i pretpostavke da je a > d, slijedi (3.11).

Funkcija Mul zadovoljava uslove funkcije T iz leme 3.2, a budu¢i da brojeve duºine

manje od n moºemo dopuniti vode¢im nulama do duºine n. Sada iz relacije (3.7) slijedi

da za Karatsubin algoritam vaºi

Mul(n) < C · nlog2 3, n ∈ N.

Ovo predstavlja zna£ajno ubrzanje klasi£nog algoritma.

4.2 Generalizacija Karatsubinog algoritma

U Karatsubinovom algoritmu smo brojeve u i v rastavljali na dva dijela. U ovoj

sekciji ¢emo brojeve u i v rastavljati na r + 1 djelova, za neki �ksirani broj r ∈ N.

Pretpostavimo da je n = (r + 1) · k, za neko r ∈ N. Brojeve u i v zapisujemo u bazi
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bk na slede¢i na£in:

u =
r∑

i=0

Ui · bki, v =
r∑

i=0

Vi · bki (3.2.1)

pri £emu su Ui, Vi k-cifreni brojevi u bazi b, za i = 0, 1, . . . , r. Sada, de�ni²imo

polinome U(x), V (x) na slede¢i na£in:

U(x) =
r∑

i=0

Ui · xi, V (x) =
r∑

i=0

Vi · xi,

a sa W (x) de�ni²emo proizvod ovih polinoma. Dakle,

W (x) = U(x) · V (x) =
2r∑
i=0

Wi · xi.

Kako je u = U(bk), v = V (bk), slijedi da je

w = u · v = W (bk).

Za izra£unavanje

w =
2r∑
i=0

Wi · bki, (3.2.3)

dovoljno je odrediti koe�cijente Wi za svako i = 0, 1, . . . , 2r. Kada na�emo te vrjed-

nosti izraz (3.2.3) se svodi na operacije sabiranja i mnoºenja potencijom baze. To

zahtijeva broj operacija proporcionalan sa n = (r + 1) · k.

Polinom W (x) je odre�en sa koe�cijentima ili vrijednostima u 2r + 1 ta£aka. Ako

izaberemo ta£ke 0, 1, . . . , 2r tada imamo

W (i) = U(i) · V (i), i = 0, 1, . . . , 2r.
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Koe�cijente Wi moºemo izra£unati Hornerovom shemom i polinomijalnom aritmeti-

kom, koriste¢i Njutnov oblik interpolacije polinoma

W (x) =
2r∑
i=0

1

i!
∆iW (0) ·

i−1∏
j=0

(x− j) (3.2.4).

Odavde je lako izra£unati w = W (bk).

Aritmeti£ka sloºenost algoritma je

Mul(n) ≤ C · n1+logr+1 2,

dokaz moºete na¢i u [5]. Kada se duºina n moºe prikazati u ra£unaru, pokazalo se da

je algoritam e�kasan kada je r ≤ 5, ali tada n mora biti veliko.

4.3 Odnos Karatsubinog algoritma i algoritma za kla-

si£no mnoºenje

U ovoj sekciji uporedi¢emo klasi£ni i Karatsubin algoritam za mnoºenje. Kod je

predstavljen u programskom jeziku Java.

Prvo pogledajmo implementaciju algoritma za klasi£no mnoºenje.
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Brojeve prikazujemo kao nizove cijelih brojeva na slede¢i na£in: Na primjer za broj

u, vode¢a cifra u pozicionom zapisu je na poziciji u[0] dok je cifra najmanjeg zna£aja

na poziciji u[n].

Na narednoj slici je kod Karatsubinog agoritma.
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U tablici ispod napravljeno je pore�enje klasi£nog algoritma i Karatsubinog. Vidi se

da je Karatsubin algoritam brºi. Za male brojeve je razlika zanemarljiva.
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Glava 5

�enhage-�trasenov algoritam

U ovom poglavlju ¢emo se najprije upoznati sa Furijeovom transformacijom za

mnoºenje cijelih brojeva. Tako�e, prou£i¢emo i inverznu transformaciju, a nakon

toga vidjeti kako su to �trasen i �enhage iskoristili za pravljenje do sada najbrºeg

algoritma za mnoºenje velikih brojeva.

5.1 Diskretna i inverzna Furijeova transformacija

Obi£no Furijeova transformacija je de�nisana nad poljem kompleksnih brojeva.

Mi ¢emo me�utim, de�nisati Furijeovu tranfsormaciju nad komutativnim prstenom

(R,+, ·).

De�nicija 5.1. Za element w ∈ R kaºemo da je n-ti korijen iz jedinice ako su zado-

voljeni slede¢i uslovi:

1. w 6= 1,

2. wn = 1,

3.
∑n−1

i=0 w
ip = 0, za 1 ≤ p < n. Elementi w0, . . . , wn−1 zovu se n-ti korijeni iz jedinice
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Uzmimo sada da je a = [a0, . . . , an−1]T vektor kolone £iji su elementi iz R. Pretpo-

stavimo da n ima multiplikativni inverz u R i da R ima glavni n-ti korijen iz jedinice.

Uzmimo da je A n× n matrica za koju vaºi:

A[i, j] = wij,

pri £emu je 0 ≤ i, j < n.

Tada vektor F (a) = A ·a, £ija je i-ta komponenta jednaka
∑n−1

k=0 a
k ·wik , naziva se

diskretna Furijeova transformacija od a. Kako je A regularna matrica , tada postoji

A−1. Element matrice A u i-toj vrsti i j-toj koloni je wij, tada na istoj poziciji u

matrici A−1 je element (1/n)w−ij. Vektor F−1(a) = A−1 · a, £ija je i-ta komponenta

jednaka:

1

n

n−1∑
k=0

ak · w−ik,

zovemo inverzna diskretna Furijeova transformacija od a.

Pogledajmo sada vezu izme�u Furijeove transformacije i polinomne evaluacije i inter-

polacije. Naime, neka je

p(x) =
n−1∑
i=0

ai · xi

polinom stepena n − 1. Polinom moºemo prikazati na dva na£ina. Jedan je kao

niz njegovih koe�cijenata, a drugi kao niz njegovih vrijednosti u n razli£itih ta£aka.

Sada ra£unanje Furijeove transformacije vektora [a0, . . . , an−1]T je ekvivalentno kon-

vertovanju prikaza polinoma pomo¢u koe�cijenata a0, . . . , an−1 u njegove vrijednosti

u ta£kama w0, . . . , wn−1. U suprotnom smjeru , inverzna Furijeova transformacija je

ekvivalentna interpolaciji polinomom za date vrijednosti u n-tim korjenima iz jedi-

nice.
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Konvolucijski proizvod dva vektora se moºe uraditi primjenom Furijeovih transforma-

cija. Neka su sada a = [a0, . . . , an−1]T i b = [b0, . . . , bn−1]T dva vektora. Konvolucijski

proizvod dva vektora je vektor c = [c0, . . . , c2n−1]T , pri £emu je ci =
∑n−1

j=0 aj · bi−j.

Ako je k < 0 ili k > n uzimamo da je ak=bk=0. Dodatno vaºi da je c2n−1=0.

Razlog za uvo�enje konvolucijskog proizvoda je upravo mnoºenje polinoma. Ako

imamo dva polinoma

p(x) =
n−1∑
i=0

ai · xi i q(x) =
n−1∑
i=0

bi · xi

tada je prozivod ova dva polinoma jednak:

p(x)q(x) =
2n−2∑
i=0

(
i∑

j=0

aj · bi−j) · xi.

Unutra²nja suma je upravo konvolucijski proizvod vektora koe�cijenata polinoma a i

b.

Ako imamo dva polinoma stepena n− 1 predstavljeni vrijednostima u ta£kama n-tih

korijena iz jedinice, da bi izra£unali njihov proizvod moºemo jednostavno mnoºiti

parove vrijednosti u odgovaraju¢im ta£kama. Ovo sugeri²e da je konvolucijski proi-

zvod vektora a i b zapravo inverzna transformacija od proizvoda po komponentama

od transformacije tih vektora. Ozna£i¢emo re£eno na slede¢i na£in:

a ? b = F−1(F (a) · F (b)). (4.1.1)

Dakle, konvolucijski proizvod moºe se izra£unati tako da se napravi Furijeova trans-

formacija, izra£una proizvod po parovima, i onda se sprovede inverzna transformacija.

Slede¢a teorema rje²ava problem predstavljanja proizvoda dva polinoma stepena n−1,

za koji nam je potrebno 2n− 2 ta£aka. Dokaz moºete na¢i u [1].
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Teorema 5.1. Neka su data dva vektora duºine 2n

a = [a0, . . . , an−1, 0, . . . 0]T i b = [b0, . . . , bn−1, 0, . . . , 0]T .

Neka su F (a) = [a′0, . . . , a
′
2n−1]

T i F (b) = [b′0, . . . , b
′
2n−1]

T njihove Furijeove transfor-

macije. Tada vaºi

a ? b = F−1(F (a) · F (b)).

De�nicija 5.2. Neka su dati vektori

a = [a0, . . . , an−1]
T , b = [b0, . . . , bn−1]

T

dva vektora duºine n. Pozitivna cikli£na konvolucija vektora a i b je vektor c =

[c0, . . . , cn−1]
T , s tim da vaºi slede¢e:

ci =
i∑

j=0

aj · bi−j +
n−1∑

j=i+1

aj · bn+i−j

Na sli£an na£in se de�ni²e i negativna cikli£na konvolucija s tim ²to se umjesto

znaka '+' izme�u poslednje dvije sume pise znak '-'.

5.2 �enhage-�trasenov algoritam

�enhage i �trasen su 1970. godine prona²li jedan e�kasan algoritam za mnoºenje

velikih brojeva. Vremenska sloºenost algoritma je O(n log n log log n) ako mnoºimo

n-bitne brojeve. Moºemo zamijeniti n sa 2n i na¢i proceduru koja mnoºi (2n) bitne

brojeve u O(2nn log n) koraka. Klju£na ideja algoritma je mnoºenje brojeva po mo-

dulu 22n + 1.
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Petpostavimo da je N = 2n i ºelimo da na�emo proizvod brojeva u i v po modulu

2N +1. Ako je na primjer u = −1 tada imamo da je u ·v ≡ (2N +1−v) (mod 2N +1).

Razloºimo na²e N bitne brojeve na blokove. Neka je k + l = n, K = 2k, L = 2l,

u = UK−12
(K−1)L + U12

L + U0 i v = VK−12
(K−1)L + V12

L + V0.

Odgovaraju¢e vrijednosti za k i l odredi¢emo kasnije. Ispostavi¢e se da je potrebno

da bude k ≤ l + 1, a zatim da je najpogodnije uzeti l = bn/2c. Proizvod u i v je

zadat sa

u · v = y2K−22
(2K−2)L + . . .+ y12

L + y0, (5.1.1)

pri £emu je yi =
∑K−1

j=0 Uj · Vi−j, 0 ≤ i < 2K. Za j < 0 ili j > K − 1 uzimamo da je

Uj = Vj=0. �lan y2k−1=0 i on se uzima samo zbog simetri£nosti.

U nastavku izlaganja izraz 'DFT' ozna£ava¢e 'Diskretnu Furijeovu transformaciju'.

Proizvod u i v moºe biti izra£unat pomo¢u konvolucione teoreme. Mnoºenje od-

govaraju¢ih parova DFT bi zahtijevalo 2K mnoºenja. Me�utim upotrebom cikli£ne

konvolucije broj mnoºenja smanjujemo na K. Zbog ovoga se mnoºenje izvodi po mo-

dulu 2N + 1. Kako je K · L = N , imamo da je 2KL ≡ −1 (mod 2N + 1). Tada iz

(5.1.1) dobijamo

uv ≡ (w(K−1)2
(K−1)L + . . .+ w12

L + w0) (mod 2N + 1),

gdje je wi = yi − yK+i, 0 ≤ i < K.

Kako je proizvod dva broja od L bitova manji od 22L i kako su yi i yK+i sume i+ 1 i

K − (i + 1) takvih proizvoda respektivno, tada wi = yi − yk+i mora biti u intervalu

−(K − 1 − i)22L < wi < (i + 1)22L. Tada postoji najvi²e K22L mogu¢ih vrijednosti

koje wi moºe uzeti. Ukoliko je mogu¢e izra£unati wi po modulu K ·22L onda moºemo

i uv (mod 2N + 1) sa O(K log(K22L)) dodatnih koraka.
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Da bismo izra£unali wi (mod K22L) mi ra£unamo wi dva puta, jedan po modulu K

a drugi po modulu 22L + 1. Ovo je druga klju£na ideja na²eg algoritma. Neka je

dalje w′i ≡ wi (mod K) w′′i ≡ wi (mod 22L + 1). Kako je K stepen dvojke, a 22L+1

neparan, to su i K i 22L+1 uzajamno prosti brojevi. Zbog toga wi moºe se izra£unati

kao

wi = (22L)((w′i − w′′i ) (mod K) + w′′i ,

i vaºi da je wi izme�u −(K − 1− i)22L i (i+ 1)22L. Rad potreban da se izra£una wi

iz w′i i w
′′
i je O(L+ log(K)) za jedno wi, dok za sve iznosi O(N).

Za izra£unavanje w′i ne treba mnogo vremena jer je k mnogo manje od 2L. Prvo

moºemo izra£unati u′i = ui (mod K) i v′i = vi (mod K) i y′i =
∑2K−1

j=0 u′j · v′i−j.

Slaºemo ui-ove i vi-ove zajedno, razdvajaju¢i ih sa 2 logK nula. Na taj na£in dobijamo

brojeve

u =
K−1∑
i=0

u′i · 2(3 log K)i i v =
K−1∑
i=0

v′i · 2(3 log K)i.

Nakon toga izvr²imo mnoºenje brojeva u i v pomo¢u Karakuba-Hofmanovog algoritma

koji zahtijeva manje od O(N) koraka. Vidimo da je u·v =
∑2K−1

i=0 y′i · 2(3 log K)i i y′i <

23 log K . Sada w′i ra£unamo kao w′i ≡ (y′i − y′K+i) (mod K).

I na kraju tre¢a klju£na ideja ovog algoritma je ra£unanje w′′i koriste¢i pojam cikli£ne

konvolucije. Ona zahtijeva izvr²avanje DFT-a, i mnoºenje odgovaraju¢ih parova i

inverznu DFT. Neka je dalje m = 22L + 1, r = 2l+1−k, a ψ = 2r i w = ψ2 =

24L/K . Ispostavlja se da w i K imaju multiplikativne inverze po modulu m, a w

je primitivni K-ti korjen iz jedinice. Tada je negativna cikli£na konvolucija vektora

[u0, ψu1, . . . , ψK−1uK−1] i [v0, ψv1, . . . , ψK−1vK−1] jednaka:

[y0 − yk, ψ(y1 − yK−1), . . . , ψK−1(yK−1 − y2K−1)],
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pri £emu je yi =
∑K−1

j=0 uj · vi−j za 0 < i < 2K − 1.

5.3 'Korak po korak' - Kompletan �enhage-�trasenov

algoritam

Kao ulazne podatke imamo dva N = 2n bitna cijela broja u i v. Kao izlaz dobi-

jamo N + 1 bitni proizvod u i v po modulu 2N + 1.

Ako je n malo, mnoºimo u i v po modulu 2N + 1 sa nekim pogodnijim algoritmom.

Za veliko n izra£unamo l = bn/2c, k = n − l, L = 2l, ψ = 2l+1−k, w = ψ2. Dalje,

izrazimo u=
∑K−1

i=0 ui · 2Li i v=
∑K−1

i=0 vi · 2Li, pri £emu su ui i vi brojevi izme�u 0 i

2L − 1. Nakon toga slijede koraci:

1. Izra£unati DFT, po modulu 22L + 1, nizova

[u0, ψu1, . . . , ψ
K−1uK−1] i [v0, ψv1, . . . , ψ

K−1vK−1]

koriste¢i w kao primitivni korjen.

2. Izra£unati zatim proizvode odgovaraju¢ih parova DFT dobijenih u prethodnom ko-

raku po modulu 22L + 1. Ovo se ostvaruje rekurzivnim pozivom �enhage-�trasenovog

algoritma.

3. Izra£unati inverznu DFT po modulu 22L + 1 vektora proizvoda parova iz prethod-

nog koraka. Kao rezultat dobijamo [w0, ψw1, . . . , ψ
K−1wK−1] po modulu 22L + 1, gdje

je wi £lan negativne-cikli£ne konvolucije vektora [u0, u1, . . . , uK−1] i [v0, v1, . . . , vK−1].

Zatim odrediti w′′i ≡ wi (mod 22L + 1) mnoºenjem ψiwi sa ψ−i po modulu 22L + 1.

4. a) Izra£unati u′i = ui (mod K) , v′i = vi (mod K), za 0 ≤ i < K.

b) Izra£unati u =
∑K−1

i=0 u′i ·2(3 log K)i i v =
∑K−1

i=0 v′i ·2(3 log K)i. Ovo ostvarujemo niºu¢i
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u′i-ove i v
′
i-ove zajedno sa 2 logK nula izme�u njih.

c) Proizvod u·v je oblika
∑2K−1

i=0 y′i · 2(3 log K)i, gdje je y′i =
∑2K−1

j=0 u′jv
′
i−j i y

′
i < 23 log K .

Izdvojiti y′i i izra£unati w
′
i ≡ (y′i − y′K+i) (mod K), za 0 ≤ i < K.

5. Izra£unati

w′′′i = (22L + 1)((w′i − w′′i ) (mod K) + w′′i i

wi = w′′′i ako je w′′′i < (i+ 1)22L ili wi = w′′′i −K(22L + 1) ako je w′′′i ≥ (i+ 1)22L.

6. Izra£unati
∑K−1

i=0 wi · 2Li po modulu 2N + 1. Dobili smo traºeni rezultat.

Teorema 5.2. Vrijeme izvr²avanja �enhage-�trasenovog algoritma je

O(N logN log logN)

koraka.
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Glava 6

Dijeljenje velikih brojeva

Kao ²to smo pomenuli na samom po£etku dijeljenje brojeva u i v predstavlja

zapravo mnoºenje broja u sa recipro£nom vrijedno²¢u broja v. Dakle, moºe se pret-

postaviti da se dijeljenje moºe podjednako brzo obaviti kao i mnoºenje. Me�utim,

jedan od problema je ²to recimo, recipro£na vrijednost broja v moºe imati beskona£an

zapis u bazi b. Na² cilj bi¢e na¢i dovoljno dobru aproksimaciju 1/v.

6.1 Aproksimacija recipro£ne vrijednosti

Kako nas zanima cjelobrojni koe�cijent

q = bu
v
c

aproksimacija 1
v
mora biti toliko ta£na da nam omogu¢i nalaºenje broja q ili njegove

dobre ocjene q.

Neka je l(u) = n i l(v) = m. Kada bismo na²li aproksimaciju w za 1/v sa ta£no²¢u ε

1/v = w + ε,
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gdje je

|ε| ≤ b−n,

onda imamo da je

|u
v
− u · w| = u · |ε| ≤ 1

Ako uzmemo da je

q = bu · vc

imamo da je

|q − q| ≤ 1.

Za nalaºenje w koristi¢emo Njutnovu metodu za re²avanje jedna£ine

1

x
− v = 0

Pretpostavimo da moºemo na¢i dovoljno dobru aproksimaciju w(0) za 1
v
. Svaku slede¢u

aproksimaciju moºemo dobiti koriste¢i rekurzivnu relaciju

w(k+1) = w(k) · (2− v · w(k)) , k ≥ 0 (5.3)

. Ozna£imo dalje e(k) gre²ku k-te aproksimacije

e(k) =
1

v
− w(k), k ≥ 0.

Iz (5.3) imamo da je

e(k+1) = v · (e(k))2, k ≥ 0 (5.4).
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Ukoliko osiguramo da vaºi |e(k)| ≤ b−(m+d) onda iz (5.4), zbog v < bm slijedi da je

|e(k+1)| ≤ b−(m+2d) (5.5).

Kako je bm−1 ≤ v ≤ bm, za 1
v
imamo da je

b−m <
1

v
≤ b−(m−1) (5.6)

pa slijedi da svaki slede¢i korak udvostru£uje broj ta£nih cifara.

Da bi prakti£no realizovali algoritam potrebno je brojeve w(k) prikazati kona£nim

nizom cifara u bazi b. Zbog relacije (5.6) broj 1
v
ima slede¢i prikaz u bazi b

1

v
= b−(m−1) ·

∞∑
i=0

v′ib
−i

, gdje je

0 ≤ v′i < b, i ∈ N

i vaºi slede¢e

b−m <
1

v
< b−(m−1) ⇐⇒ v′0 = 0 v′1 > 0

1

v
= b−(m−1) ⇐⇒ v′0 = 1 v′i = 0, ∀i ∈ N.

Pretpostavimo da imamo zadatu preciznost p i da ºelimo izra£unati aproksimaciju w′

za 1
w
, tako da vaºi

bm−1+p · w′ = bb
m−1+p

v
c =

p∑
i=0

v′ib
p−i =

p∑
i=0

wib
i (5.7)

pri £emu je wi = v′p−i i l(w
′) = p.

Iz ovoga vidimo da u relaciji (5.3) lako moºemo pre¢i na cijele brojeve. Ako tu relaciju
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pomnoºimo sa bm−1+p i de�ni²emo

w′(k) = bm−1+p · w(k), k ≥ 0,

dobijamo rekurzivnu relaciju

w′(k+1) = 2w′(k) −
v

bm−1+p
· (w′(k))2, k ≥ 0,

u kojoj se svaka operacija moºe obaviti koriste¢i cjelobrojnu aritmetiku.

Jo² jedna mogu¢nost je da pove¢amo p tokom iteracije, dupliraju¢i p u svakoj slede¢oj

iteraciji. Pretpostavimo da je b = 2 i da je broj m potencija broja 2, odnosno

m = 2l,

i da je traºena ta£nost p = m. Osnovna ideja na²eg algoritma DIV je da u k-tom

koraku koristimo ta£nost pk = 2k i da koristimo pk vode¢ih cifara broja v.

Ulazni podaci na²eg algoritma su: niz cifara (vm−1, . . . , v0) prirodnog broja v u bazi

2, uz pretpostavku da je m = l(v) i da je m = 2l za neko l ∈ N. Kao rezultat imamo

niz cifara (wr−1, . . . , w0) broja w = b22m−1/vc pri £emu je r = l(w). U nastavku

pogledajte izgled algoritma.
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Glava 7

Zaklju£ak

Pokazali smo kako se mnoºenje i dijeljenje velikih brojeva, zapisanih u nekoj pro-

izvoljnoj bazi b, moºe brzo i e�kasno izvesti uz pomo¢ ra£unara i naravno dobrog

algoritma. Na po£etku smo se upoznali sa klasi£nim algoritmom za mnoºenje, a po-

tom smo vidjeli kako je Karatsuba konstruisao algoritam koji je dosta e�kasniji od

klasi£nog. Potom smo pomenuli i opisali rad do sada najbrºeg algoritma za mnoºenje

velikih brojeva, a to je �enhage-�trasenov algoritam. Na samom kraju pokazali smo

da se algoritam dijeljenja oslanja u velikom na mnoºenje.

Svakako, razumno je o£ekivati da ¢e se u budu¢nosti parametri brzine i e�kasnosti

popraviti.
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